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KORELASYON MATRISININ CAYLEY- HAMILTON TEOREMI
ILE COZUMLENMESI: HAYVANCILIK VERILERINDE BAZI
UYGULAMALAR

OZET

Bu ¢alismada, Cayley- Hamilton teoremi kullanilarak 4 * 4 boyutlu A kare matrisinin farkli
mertebeden kuvvetlerine ait islemler yapilmistir. Literatiir taramasi sonucunda Meksika,
Colima'daki Pelibuey koyunlarinin morfolojik 6zellikleri arasindaki iliski i¢in Pearson
korelasyonlar1 elde edilmistir. Bu koyunlarin morfolojik 6zelliklerine ait degiskenler
cidago yiiksekligi (WIH), gogiis ¢evresi (CHG), gogiis genisligi (CHW) ve viicut uzunlugu
(BOL)’dur. Bu degiskenler arasinda hesaplanan korelasyon katsayilar1 0,23 — 0,83
araliginda bulunmustur. Elde edilen korelasyon matrislerinin 6zdegerleri hesaplanarak
matrislerin yiiksek mertebenden kuvvetlerinin hesaplanmasi kolaylasmistir. Bu 06z
degerlere karsilik 4 x4 ‘lik korelasyon matrislerinin yiiksek dereceden kuvvetleri,
karekoki, kiip kokd, siniisii, kosiniisii, tanjant1, logaritmasi ve iistel kuvveti hesaplanarak
farkli matrisler elde edilmistir. Yiiksek mertebeden islemleri ve bulunmalari zor elde edilen
farklh tiirden polinom ve ¢esitli fonksiyonlarin matrisleri Cayley- Hamilton teoremiyle
¢Oziilebilmistir.

Anahtar Kelimeler: Cayley- Hamilton Teoremi, Determinant, Korelasyon, Ozdeger,
Matris.
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ANALYSIS OF CORRELATION MATRICES USING THE CAYLEY-
HAMILTON THEOREM: SOME APPLICATIONS IN LIVESTOCK
DATA

ABSTRACT

This work employed the Cayley-Hamilton Theorem to perform operations on various
powers of a 4 x4 square matrix. Following a literature research, Pearson correlation
coefficients were calculated to analyse the correlations among the morphological traits of
Pelibuey sheep in Colima, Mexico. The morphological factors examined for these sheep
comprise withers height (WIH), chest girth (CHG), chest width (CHW), and body length
(BOL). The computed correlation coefficients between these variables ranged from
0.23 to 0.83. The calculation of higher-order powers of the resulting correlation matrices
was streamlined by determining their eigenvalues. In connection to these eigenvalues,
many matrices were derived by computing the higher-order powers, square roots, cube
roots, sine, cosine, tangent, logarithm, and exponential functions of the 4 * 4 correlation
matrices. High — order operations and matrices of diverse polynomials and complex
functions, which are otherwise challenging to acquire, were effectively produced utilising
the Cayley- Hamilton Theorem.

Keywords: Cayley- Hamilton Theorem, Determinant, Eigenvalue, Correlation, Matrix.
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1. GIRIS

Matris polinomlar1 ile ilgili uygulamalar Cayley- Hamilton teoremi ile yapilabilir. Bir
p) = apA® + a,_ ;A" + 4+ a;A +a, polinomunu ele alalim n x n boyutlu bir
A matrisinin P(A) ile; p(A) = apA" + ap_1A" 1 + -+ a;A + agl polinomlar1 alinsin.
Eger tiim sabit terimler birim matrisin ilgili sabit kat1 ile degistirilirse (yukaridaki
p(4) polinomunda a, sabit terimine yapildig1 gibi) her polinomsal 6zdeslik matris
degiskenlerle de saglanir. Ayrica benzer sekilde matris katsayili polinomlar da ele
almabilir, bu durumda A degiskenini skaler olarak alacagiz. Bu tip polinomlar alisilmig
sekilde toplanip carpilabilir fakat ¢arpmada sira dikkate alinmalidir. Bundan dolay1 bu
polinomlar tizerinde islemler klasik polinomlara gére daha karmasiktir. Bu tiir polinomlar
hakkinda sunun bilinmesi yeterlidir, matris katsayili iki polinomun esit olmasi i¢in gerek
ve yeter kosul bunlarin katsayilarinin ayni olmasidir. Hem katsayilar1 hem de degiskeni

matris olan polinomlar ¢ok daha karmasik cebirsel 6zelliklere sahiptir (Ogrekei, 2020).

Bir K cismi iizerinde bir n — kare matrisi A olsun. A nin kuvvetleri asagidaki gibi
tanimlanir: A> = AA, A3 = A%A, A* = A3A, ... A" = A"Ave A = I
A matrisinin polinomlari da tanimlanabilir. Ozel olarak a; € K olmak iizere herhangi bir
f(x) = ag + a;x + a,x? + -+ a,x" polinomu igin f(A) asagidaki matris olarak
tammlanir: f(A) = aol + ;A + a,A%? 4+ -+ a,A" [f(A) nmn, f(X)‘te x yerine A
matrisini koyarak ve a, skalariicin de a,l skalar matrisini alarak elde edildigini belirtelim].

Eger f(A) = 0 sifir matrisi ise A ya f(x) in bir kokii ad1 verilir (Lipschutz ve Lipson, 2016).

A, herhangi bir n x n boyutlu kare matris olmak iizere Ax = Ax esitliginin x # 0 i¢in bir
¢ozlimilin olmasini saglayan A degerlerine A matrisinin 6z degerleri denir. S6z konusu
esitik Ax —Ax = 0 seklinde yazilabilir ve buradan (A — A1) x =0 halini alir. Bu
esitligin x # 0 i¢in bir ¢dziimiinlin olmasi i¢in; (A — A I) matrisinin singiiler(tekil)
olmasi, yani determinantinin sifir olmasi gerekmektedir. O halde A matrisinin 6z degerleri

|A — A1l =0 denklem sisteminin ¢dziimiinden elde edilir (Bulut, 2018).



Cayley- Hamilton Teoremi, matris teorisinde kullanilan olduk¢a dnemli bir teoremdir.
Cayley- Hamilton Teoremi, degismeli bir halka tlizerindeki her kare matrisin kendi

karakteristik denklemini sagladigini1 gosterir (Sullivan, 1993).

A, nxn matrisi verilsin. AX = AX olacak sekilde X # 0 siitiin matrisi varsa A degerine
A matrisinin karakteristik degeri veya 6zdegeri ve X # 0 siitiin matrisine de A matrisinin
A Ozdegerine karsilik gelen karakteristik veya 6z vektorii denir. AX = A X esitliginden
(A I, —A)X = 0 homojen lineer denklem sistemi elde edilir. X # 0 oldugundan bu
sistemin asikar olmayan ¢oziimiiniin olmasi igin, det (A I, —A) = 0 olmalidir. Burada

[h;nxn tipinde bir matristir. (A, X) ikilisine A matrisinin 6z ¢ifti denir (Yiice, 2022).

Verilen n mertebeli bir A matrisi i¢in A gibi bir skala ve X gibi sifir olmayan bir vektor
belirlenir ki bu degerler AX = AX denklem sistemini saglarlar. Yapilan bu isleme 6z
deger (eigen values) problemi denir. AX = AX sisteminde A, n. dereceden bir kare
matristir. Bu sistem matris seklinde (A — AI)X = 0 olarak yazilir. (A — ADX =0 bir
homojen denklem sistemidir. Bilindigi gibi, X in sifirdan farkli ¢oziimleri olabilmesi igin
(A — AI) matrisin determinantinin sifir olmasi gerekir. Yani |[A — AI| = 0 olmalidir.

Bu denkleme karakteristik denklem denir (Alper, 2017).

Genellikle 6zdegerler (karakteristik kok- eigen values) optimumu temsil ederler. Faktor
analizinde maksimum varyansi, kanonik korelasyon analizinde maksimum belirlilik
katsayisim1 (korelasyon katsayisinin karesi), diskriminant analizinde ise maksimum
aciklanan / agiklanamayan varyans degerini gosterilirler. (4) lambda ile tanimlanirlar

(Orhunbilge, 2017).

Bu calismada, Matrislerde 6nemli bir yer teskil eden Cayley- Hamilton teoremiyle
matrisler iizerinde islemler yapilmasi, korelasyon matrislerinin Cayley- Hamilton teoremi
ile coziimlenmesi ve bazi hayvancilik verileri {izerinde olusturulan korelasyon

matrislerinin uygulanmasi amaglanmistir.



2. MATERYAL VE YONTEM

2.1. Materyal

Meksika, Colima'daki Pelibuey koyunlarinin morfolojik 6zellikleri arasindaki Pearson
korelasyonlar1. Olgiilen morfolojik degiskenler; Cidago yiiksekligi (wither height, WIH),
gogiis cevresi (chest girth, CHG), gogiis genisligi (chest width, CHW), ve viicut uzunlugu
(body length, BOL) idi. Trop Anim Health Prod (2013).

CHG WIH BOL CHW
CHG 1 0,83 0,39 0,61
WIH 0,83 1 0,39 0,23
BOL 0,39 0,39 1 0,37
CHW 0,61 0,23 0,37 1

Olgiilen morfolojik degiskenler arasinda pozitif korelasyonlar goriilmiistiir. En yiiksek
korelasyon 0,83 degerle, CHG ile WIH arasinda olusmustur. En diisiik korelasyon ise 0,23
degerle CHW ile WIH arasinda olusmustur. Calismaya ait hesaplamalar R Istatistiksel
Yazilimi (v4.1.2; R Cekirdek Ekibi 2021) kullanilarak ger¢eklestirildi.

2.2. Yontem

2.2.1. Matrisler

Bir K cismi {izerinde bir A matrisi veya A matrisi (eger K belliyse), skalarlarin

dikdortgensel bir tablosu olup genellikle asagidaki bigimde gosterilir.

A= Lo 2. 1)



Boyle bir A matrisinin satirlar1 asagidaki skalarlarin yatay m — tane listesinden olusur:

(A1, 12, -+ ,a1n),(A21, @22, ,3A2n), .. ,(@mu amz " ,3mn)

A ’nin kolonlar1 da skalarlarin n — tane dikey listesinden meydana gelir:

aiq iz dip

azq asy Azn
) )

Adm1 Am2 Admn

i. satir j. kolon bulunan aj; elemanina ij — giris veya ij — eleman denilir. Boyle bir
matrisi basit bir bicimde A = [dij] gOsterimiyle kullanacagiz. m satir ve n kolondan
olusan matris, m x n matris olarak adlandirilir. (m, n) say1 ¢iftine matrisin boyutu denir.
Bir matris sadece bir satira sahipse satir matrisi veya satir vektorii, sadece bir koluna
sahipse kolon matrisi veya kolon vektorii olarak adlandirilir. Eger matrisin tiim elemanlari

sifirsa sifir matrisi ad1 verilir ve genellikle 0 ile gosterilir (Lipschutz ve Lipson, 2016).
2.2.2. Kare Matrisler

Bir kare matris satir ve kolon sayis1 birbirine esit olan matristir. Bir n x n kare matrise

n. mertebeden denir ve n — kare matrisi olarak adlandirilir.

2.2.3. Matrisin Kosegeni

A = [3jj] bir n — kare matrisi olsun. A nin kdsegeni veya esas kosegeni ayni indisli

elemanlardan olusur. Yani; a;;, a;, azs, ... ,ap, matrisin kosegen elemanlaridir.
2.2.4. Birim Matris

Kosegen elemanlar1 1, diger biitiin elemanlar1 0 olan n — kare matrise birim matris denir
ve I, veya I ile gosterilir. Herhangi bir n — kare matrisi A igin, Al = [IA = A
oldugundan, carpma isleminde I birim matrisi 1 skalar1 gibi davranir. Daha genel olarak, B

bir m x n matrisiise Bl, = [, B=B dir.



Ornek:
1 0 0
01 0 Matrisi 3. mertebeden birim matristir (Lipschutz ve Lipson, 2016).
0 0 1

2.2.5. Skalar Matris

Herhangi bir k skalart i¢in kdsegen elemanlart k, diger biitiin elemanlar1 0 olan kI
matrisine k ye karsilik gelen skalar matris adi verilir. (kI)A = k(IA) = k A oldugu da
goriilebilir. Yani bir A matrisini kI skalar matrisiyle ¢arpmak, A matrisini k skalariyla

carpmak demektir.

Ornek:

3. Mertebeden birim matrisler ve k = 5 i¢in bunlara karsilik gelen skalar matris asagidadir.

2.2.6. Matrisin Devrigi

Bir A matrisinin transpozu (devrigi) AT ile gosterilir ve sirastyla A nin kolonlarini satirlar
olarak yazmakla elde edilir. Baska bir ifadeyle, A = [@ij] bir m x n matris ise b;; = a;

olmak iizere AT = [bjj] de bir nx m matristir (Lipschutz ve Lipson, 2016).

Ornegin;
T 1 4 1
[41} é 2] - [2 5] ve [1 -3 —5]" = [—3] seklinde yazilir.
3 6 -5



2.2.7. Simetrik Matris

Eger AT = A ise A matrisi simetriktir. Baska bir ifadeyle, eger simetrik elemanlar
(Kosegene gore ayna goriintiileri) esit, yani her bir aj;; = aj; ise A = [aij] simetriktir.
Bir A matrisi i¢in eger AT = —A veya es deger olarak her aj = —aji ise A= [aij] ters

simetriktir. AT = A ve AT = —A ise A matrisinin kare matris olmas1 gereklidir.

Ornek:

A =

2 -3 5 0 3 -4
3 6 7], B=[—3 0 5] ve C = [1 0 01 Sein
5 7 -8

AT = A oldugundan simetrik matristir, BT = —B oldugu icin ters simetrik matristir. C ise

kare matris olmadig1 i¢in ne simetrik ne de ters simetrik matristir (Akkus, 2016).
2.2.8. Matrislerin Toplam
A = [aij] ve B = [bjj] matrisleri m x n boyutunda iki matris osun. A ve B nin toplami

A + B seklinde de yazilir ve A ile B nin karsilikli elemanlar1 toplanarak elde edilir.

Boylece A + B matriside m x n boyutlu olur. Yani;

A+B 1 +bar @ Fba A Hban [ it ve Lipson, 2016).
am1 +bm1 amz+bmz - Amn T bmn

(2,2)

2.2.9. Matrisi Skalarla Carpma

A = [3jj] matrisi m x n boyutlu bir k skalariyla carpimi1 k. A veya kA bi¢iminde yazilir.

Ve A nin her bir elemaninin k ile ¢carpilmasiyla elde edilir. KA matriside m x n boyutludur.



ka;; ka;, ... kag,
Yani; ka = | K21 Kazz o Kaan [ o1 iocohutz ve Lipson, 2016). 2, 3)
kan, kapz - kamn

2.2.10. Matrislerin Carpim

A = [aik] ve B = [bkj] matrisleri, A nin kolon sayis1 B nin satir sayisina esit olacak
sekilde iki matris, yani A matrisi bir m x p matrisi ve B matrisi bir p x n matrisi olsun.
O halde AB carpimi m x n tipinde bir matris olup ij — eleman1 A nin i. satir1 ile B ninj.

kolunu ¢arpilarak elde edilir. Yani;

[d11 - 3d1p] by; .. by .. by Ci1 o Cqp
S B Il B R
| diq1 aip | * | . | = | . Cij . | (2, 4)
laml e amp lbpl e bp] e ban [le T Can
p
Burada cjj = aj;byj + ajbyj+ -+ ajpbp = Zaikbk]- dir. p # q olmakiizere
i=1

A bir m x p matris ve B bir g x n matris ise AB ¢arpimu1 tanimhi degildir (Lipschutz ve

Lipson, 2016).

2.2.11. Lineer Denklem Sistemleri

Bir lineer denklem sistemi, ayn1 bilinmeyenli lineer denklemlerin bir listesidir. Ozel olarak
n tane X4, Xy, ... ,X, bilinmeyenli, m tane L, L,, ... ,L,, lineer denklem sisteminin

standart bigimi; a;; ve b; sabitler olmak lzere;

all Xl + alz XZ + -+ aln Xn == bl
doq X1 + doo X5 + .+ dopn Xy = b2

Am1 X1 + amz Xp + -+ + amn Xp = by, seklindedir. 2,5)



aj; sayist Lj denkleminde x; bilinmeyeninin katsayisi, b; sayisi da L; denkleminin sabitidir.

Bunu m x n sistem olarak adlandirilir. Eger m = n ise yani m denklem sayisi, n

bilinmeyen sayisina esitse bir kare sistemi adi verilir.

2.2.12. Matris Denklem Sistemleri

Bu n bilinmeyenli m lineer denklemli genel sistemi asagidaki matris denklemine denktir.

X1
aip Qg2 Qin [Xz] by
az1 Q22 Q2n b
* | X3 = 2 (2, 6)
am1  Om2 Omnl |4 bm,
n

Veya AX = B burada A = [ai]-] katsayilar matrisi, X = [X]-] bilinmeyenlerin kolon
vektorii B = [b;] de sabitlerin kolon vektoriidiir. Lineer denklem sistemi ile matris
denkleminin denk olmasi, sistemin herhangi bir vektor ¢6ziimiiniin matris denkleminin de

bir ¢6ziimii oldugu ve bu ifadenin tersinin de dogru oldugu anlamina gelir (Lipschutz ve

Lipson, 2016).

2.2.13. Bir Matrisin Tersi

A, n. mertebeden bir matris ise AX = B, n bilinmeyenli n denklemli bir lineer denklem
sistemidir. A matrisinin tersi mevcut ve A™! olsun. Bu durumda AX = B denkleminin her
iki yam A™! ile carpilarak A"!(AX) = ATIB - [, X = X = A7!B elde edilir.

Buradan A matrisinin tersi mevcut olmasi durumunda A X = B sisteminin tek ¢oziimii

X = A™1B olarak bulunur (Yesilot ve S6nmez,2022). 2,7

2.2.14. Bir Matrisin Karakteristik Polinomu ve Denklemi

A = matrisi n. mertebeden bir matris olsun.



7\. - all - _alz e _aln
—a A—a .. —a
A, —A = 21 22 2n (2,8)
—ap —a,; .- A—apn
Matrisinin determinantina A matrisinin karakteristik polinomu ve [Al, — A] = 0

denklemine de A nin karakteristik denklemi denir. A, n. mertebeden bir matris olsun. A

matrisinin 6z degerleri karakteristik polinomunun kokleridir (Yesilot ve Sonmez, 2022).

2.2.15. Determinant

Her n — kare A = [@ij] matrisi, A nin determinanti olarak adlandirilan ve det(A) veya

d11 A1z d1n
a a
|A| Veya 21 22 ile gosterilen 6zel bir skalara karsilik gelir. (2,9
dn1  an2 dnn

Diiz ¢izgiler arasina yerlestirilmis skalarlarin bir nx n tablosuna mertebesi n olan bir
determinant (kapali matris) denir ve bu bir matris olmayip ¢izgiler arasina yerlestirilmis

skalarlarin determinantin1 gosterir.

Birinci mertebeden bir determinant yandaki gibi tanimlanir. |a;; = a;; olur. Boylece 1x1

bir A = [a11] matrisinin determinanti a,; skalandir; |a;;| = a4

Ikinci mertebeden bir determinant asagidaki diyagram kullanilarak kolayca hatirlanabilir

12
|%<12| = dppdzz — d21d12 (2, 10)

Bu determinant, saga doniik ok yoniindeki elemanlarin ¢garpimi ve sola doniik ok yoniindeki

elemanlarin ¢arpiminin farkina esittir.
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Ucgiincii mertebeden bir A = [aij] matrisinin, determinant: asagidaki gibi yazilabilir.

d11  d12 4di3
det(A) = Qa1 Az a3 | = a |a22 a23| —a |a21 a23| a |a21 a22|
Hlaz, aszz 12faz; asz BBlag; asz
dz; dzz asz
= a11(A2033 — A3037) — A12(A1a33 — A3031) + a13(a2103; — A22031) (2,11)

Ki bu ifade, katsayilar (alterne isaretli) verilen matrisin birinci satir1 olan 2 mertebeli li¢

determinantin bir lineer bilesimidir (Lipschutz ve Lipson, 2016).

2.2.16. Salihu’s Rule

a; Qdp adz ay

b; b, by by
A= Ci C C3 (4
d, d, d; d,

4 x 4 Matrisinin determinanti asagidaki metotlarla bulunur (Maltepeler, 2017). 2,12)
2.2.17. ik U¢ Satirin Dérdiincii Satirin Altina Yazilmasi
A matrisinin ilk {i¢ satir1 dordiincii satirin altina yazilarak, D; determinantindaki gibi

gosterilen c¢apraz carpimlar yapilip belirtilen isaretler (+,—,+,—, +,—, +,—) seklinde

alindiginda, elde edilen dortlii garpimlarin toplami D4 olsun.

Bu durumda; Dl = a1b2C3d4 + C1d2a3b4 + a4b3C2d1 + C4d3azb1 - b1C2dga4

- dlazb3C4 - b4C3d2a1 - d4a3b2C1 olarak bulunur. (2, 13)
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2.2.18. ikinci ve Uciincii Siitunlarin Yer Degistirmesi

A matrisinde 2. ve 3. siitunlarin yerleri karsilikli olarak degistirildikten sonra ilk ii¢ satir
dordiincii satirin altina yazilarak D, determinantindaki gibi gosterilen ¢apraz carpimlar
yapilip belirtilen isaretler (—,+, —, +, —, +, —, + ) seklinde alindiginda, elde edilen dortlii

carpimlarin toplami D, olsun.

DZ =
Bu duml’nda; DZ = — a1b3C2d4 — C1d3azb4, - a4b2C3d1 - C4dza3b1 + b1C3dza4_
+ d1a3b2C4 + b4C2d3a1 + d4azb3C1 olarak bulunur. (2, 14)

2.2.19. Ugiincii ve Dérdiincii Siitunlari Yer Degistirmesi

A matrisinde 3. ve 4. siitunlarin yerleri karsilikli olarak degistirildikten sonra ilk {i¢ satir
dordiincii satirin altina yazilarak D; determinantindaki gibi gdsterilen ¢apraz ¢arpimlar
yapilip belirtilen isaretler (—, +,—,+,—,+, —, + ) seklinde alindiginda, elde edilen dortlii

carpimlarin toplami D3 olsun.

Budurumda; D3 = b2C4d3 - Cldza4b3 - a3b4C2d1 - C3d4azb1 + b1C2d4a3 +

d;a,bsc; + bszcydya; + dzazb,cy olarak bulunur. (2,15)
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Elde edilen dortlii carpimlarin toplanmasi det(A) = D3 + D3 + D3 seklinde bulunur.
det(A) = a;b,c3d, + cyd,azb, + azbsc,d; + c,d;a,b; — b;c,dza, — dja,bsc,
— byczdya; — dgazb,cqy —agbscydy — cydizazby — agb,c3dy — c4dyazby + byczdyay
+ dyazb,cy + bycp,dza; + dyazbzc; —agbycyd; — cqdyasbs — azbyc,d; — c3dgazby
+ b,c,d4az + dyazbycs + bycydyag + dzagb,cqy degeri bulunur (Maltepeler, 2017).

2, 16)
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3. CAYLEY- HAMILTON TEOREMI

Her kare matrisin kendi karakteristik denklemini sagladigim gosterir. A™ + a,_;A""1 +
n_2A"2 + ..+ a;1 + aq, = 0 denklemi A matrisinin karakteristik denklemi ise

A"+ a, A"+ a, ,A" %2+ -+ A+ apl =0 olur.

(2 x 2), boyutunda bir kare matris verildiginde, bunun 6z degerlerini bulmak igin
det(A — Al,) = 0 hesaplanir. Iki tane 6z deger bulunur. Bunlar A; ve A, farkh 6z
degerleridir. Buna gore;

f(A) = ool + o4A

fA) = ool + oAy

fA) = apl + a4,

Esitliklerinde yerlerinde konularak tiim matris hesaplamalari yapilabilir. 3, 1)

(3 x 3), boyutunda bir kare matris olsun. Bu matrisin 6z degerlerini elde etmek igin
det(A — Al3) = 0 hesaplanir. Ug tane 6z deger bulunur. Buna gére;

f(A) = ool + ;A + ayA? olup;

fA) = apl + oA, + A2

fA,) = ool + ayA, + ayA3

f(A3) = ool + ayA; + ayA3

Burada A4, A, ve Az farkl 6z degerlerdir (Arslan, 2015; Celik, 2022). (3,2
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4. KORELASYON

Korelasyon iki ya da daha fazla degisken arasindaki dogrusal iliskiyi gosterir. iki degisken
arasindaki iligki miktari, ikili ya da basit korelasyon denilen teknikleriyle hesaplanir. Bir
degiskenin iki ya da daha ¢ok degisken ile olan iligkisi ¢oklu korelasyon; bu degiskenlerden
birinin sabitlenerek diger degiskenler ile olan iliskisi ise kismi korelasyon teknikleriyle

hesaplanir (Koklii ve dig., 2006).

4.1. Pearson Momentler Carpimi Korelasyon Katsayisinin Yorumu

Korelasyon katsayisi, iki degisken arasindaki iligskinin giiciinii gosteren 6l¢li korelasyon
katsayisidir. «r» sembolii ile gosterilir. Degiskenler arasindaki iliski pozitif ise isareti arti,
negatif ise eksi olur. Korelasyon katsayis1 —1 ile +1 arasinda herhangi bir deger alabilir.
(=1 £ r £ +1). Hi¢bir zaman —1’den kiiciik, +1’den biiyiik olamaz. Her iki yonde
sifirdan 1’e yaklastikea iligkinin kuvveti artar, 1'den sifira dogru yaklastikca iliskinin

kuvveti azalir, sifira gelince kaybolur.

[liskinin kuvveti azalir

» &
» <

v

Mliskinin kuvveti artar

Iki degisken arasinda pozitif tam bir iliski varsa korelasyon katsayis1 +1, negatif tam bir
iligki varsa —1, iligki yoksa 0 olur. Korelasyon katsayis1 0,0 — 0,50 arasinda ise iligskinin
zayif, 0,50 — 1,0 arasinda ise iliskinin kuvvetli oldugu kabul edilir (Stimbiiloglu ve

Siimbiiloglu, 2021).

Pearson korelasyon katsayist —1 ile +1 arasinda degisir (—1 < r < +1). Korelasyon
katsayis1, her iki yonde 0’a yaklasirken iliskinin kuvveti azalir. Her iki yonde 1’e

yaklasirken iliskinin kuvveti artar. iliskinin kuvveti yoniinden bagimsizdur.
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Ornegin; r = 0,88 ile v = — 0,88 yonleri farkli ancak, kuvvet yoniinden ayni olan iki
iliskiyi tanimlar. iki degisken arasinda iliski yoksa, korelasyon katsayis1 0 ya da 0’a ¢ok

yakindir.

Tablol 4.1. Pearson korelasyon katsayinin nitelendirilmesi

|| Nitelendirme
0,00-0,19 Iliski yok ya da dSnemsenmeyecek diizeyde diisiik iliski
0,20 -0,39 Zayif (distik diizeyde) iliski
0,40 — 0,69 Orta diizeyde iliski
0,70 - 0,89 Kuvvetli (yiiksek diizeyde) iligki
0,90 — 1,00 Cok kuvvetli diizeyde iliski (Alper, 2022).

Korelasyon matrisi kosegene gore simetriktir. Korelasyon matrisinin asil kdsegen
elemanlar1 1’e esittir. Ciinkii bir degiskenin kendisi ile yaptig1 korelasyon 1’ dir.

Korelasyon matrisi R = (rj;) ile gosterilir. n. mertebeden bir kare matris i¢in

1 ry 7n3 0 1y
21 1 13 - 1y
R =|r3y 13, 1 ... m135]| olur(Alper, 2017). 4,1)
™M1 Tn2 "Th3 " 1
> XiVi i1 =)@ —y)

T Exezye T T LG o0tinGr o9

(XY —nXY)
veya r =
\/(Z Xi* = nX2)(ZY;* — n¥Y?)
5 xy — XX. Xy
veya r = n (Bayram, 2016). (4,2)

Joxe - B gy B0
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4.2. Varyans-Kovaryans Matrisi ile Korelasyon Katsayilar1 Hesabi

Varyansin ¢ok degiskenli analizlerdeki karsiligi, n x n boyutlu simetrik varyans —

kovaryans matrisidir.

Sll

SZl
S = S31

s,

SlZ

SZZ
S32

Sn2

S3n (4’ 3)

X1 ve X, gibi iki degisken arasindaki korelasyon katsayisi kovaryans degerine bagli olarak

asagidaki baginti ile bulunabilir.

rX1X2

Kov(x;x,)

- \/Var(x;)Var(x,)

(4,4)

Omegin; 1,5’ bulmak igin: Kov(x,x3)'li, Var(x,) ve Var(x3)'iin kara koklerinin

carpimina bdlmek yeterli olur (Alper, 2017).
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5. UYGULAMALAR

Ornek:

Iki farkli bitkinin farkli zamanlara bagl yedi farkli agirlik 6l¢iimleri sonuglari ve buna bagh

gelisimleri sonucu olusan korelasyon iliskilerinin durumunu inceleyelim.

Tablo 5.1. Korelasyon testi

Boy Agirhk(X) Agirhk(Y) X2 Y? XY
1 12 10 144 100 120
2 15 14 225 196 210
3 13 11 169 121 143
4 18 17 324 289 306
5 20 19 400 361 380
6 23 22 529 484 506
7 26 27 676 729 702

n=7 T x =127 Ty=120 ¥x%=2467 Yy?=2280 T xy=2367

2367 — 127'.7120 189.8
- (127)2 12007\ 1905 0%
\/(2467 - T) (2280 - T)

pozitif dogrusal bir korelasyon vardir.

Ornek:

Iki farkl1 bitkinin farkli zamanlara bagli yedi farkli agirlik 6l¢iimleri sonuglart ve buna baglh

gelisimleri sonucu olusan korelasyon iligkilerinin durumunu inceleyelim.
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Tablo 5.2. Kovaryans matrisi hesaplama tablosu

Boy | Agirhk (Xn) | Agirhk (Yn) | Xa—%) | (Yo y) | (Xa—X)? (Yo—9)? X0 X)(Yn )
1 12 10 -6,14 -7,14 37,69 50,97 43,83
2 15 14 3,14 -3,14 9,85 9,85 9,85
3 13 11 -5,14 -6,14 26,41 37,69 31,55
4 18 17 -0,14 -0,14 0,01 0,01 0,01
5 20 19 1,86 1,86 3,45 3,45 3,45
6 23 22 4,86 4,86 23,61 23,61 23,61
7 26 27 7,86 9,86 61,77 97,21 77,49
X x =127 Xy=120
n=7 2= 18,14 G =17.14 ¥=162,79 | £=222,79 = 189,79

189,79
Cov(xy) = Sy = =—1 = 31,63
162,79
Cov(xx) = Sy = = 27,13
7-1
222,79
Cov(yy) = Syy = T—1 = 37,13
31,63 .
Korelasyon (x,y) = r = = 0,99 pozitif korelasyon var.

J(27,13)(37,13)
Ornek:

Asagidaki gozlemler i¢in kovaryans matrisi hesabiyla, korelasyon matrisinin elde edilmesi.

2+3+4+5-6

X; + 2345—6; icin X3 = z 1,6
. 1+2+3+4+5

X, : 12345; icin X; = z =3
L 0+2+5+6-1

X3 + —10256; icin X3 = =24

5
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(2-162+(B-16%+(4—-16)*+(5-16)* +(-6—1,6)% _

S11 = 19,3
(1-3)2%+ (2-3)2+ (3—3)*+ (4—3)*+ (5—3)?
SZZ = = 2,5
5—-1
(-1-2,4)2+(0-24)2+(2—-24)2+(5—-2,4)%+ (6 — 2,4)?
533 = = 9,3
5—-1
2-16)(1-3)+ B3-16)2-3)+ 4-16)3— 3)
S12. = 5-1
(5-1,6)(4—3) +(-6-16)(5-3)  —14 _
* 51 IR
5. = 2-16)(-1-24)+B-16)(0—-24)+(4—-1,6)(2-2,4)
13 — 51
(5-16)(5—24)+(-6—-16)(6—24) _ —242 _
+ 5-1 = 5-7 - o0
(1-3)(-1-24)+(2-3)(0-24)+(3B-3)(12-24)
SZS - 5_ 1
(4-3)5-24)+G-3)(6-24) 19
+ 51 = 5-71 "~ 4,75

Yukaridaki bilgilere ve (4, 3) e gore olusacak, 3 x 3 boyutlu kovaryans matrisi asagidaki

gibi simetrik matristir.

19,3 -3,5 -6,05
S=[-35 25 475
—6,05 4,75 9,3

Kovaryans matrisinden ve (4, 4) e gére hesaplanan korelasyon katsayilar1 asagidaki gibidir.

4,75
Iys = ————— = 0,32

J(2,5)-(9,3)
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—6,05
= ——— =-0,14

BT H19.3).9.3)

-3,5 .
ri, = ——— = —0,31 elde edilir.

J19,3)(2,5)

1 -0,31 -0,14
Buradan olusacak korelasyon matrisi, (4, 1) e gore R =|—0,31 1 0,32 | olur.
-0,14 0,32 1

Ornek:

A= [i g] , 2 x 2 boyutlu matrisinin 6z deger ve 6z vektorlerini bulalim.

(2, 8)’e gore islem diizenlenirse; det(A — Al,) = det ([i g - [(1) 2 )

= det([5 Z » 3 E XD = |5 Z A 3 E k| = 0 olur. (2, 10) a gore ¢oziim yapilirsa;

=G -MB-AM)—42=22-81+15-8= A2 — 8L + 7 = 0 ise
A=7)(A=1) =0i¢in, Ay = 7 ve A, =1 olur.

(A — Al, )X = 0, homojen denklem sistemine gére ¢6ziim yapilirsa;

A = 7icin, (JA—-7L,DX = |_42 _24| * |2| = |8| (2, 5) e gore islem yapilirsa;

2x1+2x2=0

4x; — 4x2 = 0, denklemleri elde edilir.

v e . e X1 X1 1
Denklemler ¢oziiliirse, sifirdan farkli ¢6ziim igin X = [Xz] = [X1] =X [ 1] , X1 #0 dir.

x; = 1 keyfidegeriicin A; = 7 0z degerine karsilik gelen 6z vektorii [ﬂ olur.
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A, =1 i¢in, (JA—1LDX =0= |j ; *|2| - |O|

0
4x1+2x2=0
4x1 + 2x2 = 0, denklemleri olusur

S PSR I S T 1
Denklemler ¢oziiliirse, sifirdan farkli ¢6ziim igin; X = [Xz] = [_le] =X, [_2] ,x1 # 0,

x; = 1 keyfidegerii¢in A, = 1 6z degerine karsilik gelen 6z vektorii [_;] olur.

5.1. A, 2 x 2 Matrisinin 20’nci Kuvvetinin Hesaplanmasi

f(A) = ool + ;A = A?°

A = 7ve A, = 1, degerlerii¢in, (3, 1) e gore islem diizenlenirse;
f(7) = ag+ 7a, = 7?°

f(1)=ap+a, =(1)*°=1

oy + 70y = 7%°

o+ 0o, =(1)?° =1,  Buiki denklemin ortak ¢oziimiinden  (ag =1 — ;)

720 —1 720 —1 7 — 7%
06y = ——, o = 1-— G = B — bulunur.

- ()

720 720 1 720
+ 5. 0+ 2.

720_1 7 — 720 720_1
0+4,——— + 3.

4,720 42 2.7%0 _2

6 6
4,720 — 4 2.7%0 44

6 6

A20 olur.
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5.2. A, 2 x 2 Matrisinin 250°nci Kuvvetinin Hesaplanmasi

f(A) = apl + ;A = A250

A = 7ve A, = 1degerleriicin
f(7) = ay + 70y = 7250

f(1) = ag+ 1oy = (1)25°

oy + 70, = 7250

oy +o; = (1)25° = 1 Bu iki denklemin ortak ¢oziimiinden (ay =1 — ;)

7250 -1 7250 -1 7 — 7250
a = — oy =1-— c = c bulunur.
7 — 7250 1 01 (7%°-1 5 2
_  A250 _ S
fla) = A _< 6 >*[0 1+< 6 >*[4 3
|' 7 — 7250 N 5 7250 -1 0 N ) 7250 -1 ]
A250 _ 6 ' 6 ' 6
l 0+47250_1 7 _ 7250 +37250_1 J
' 6 6 ' 6
4.7%50 4 2 2.7%50 _ 2
_ 6 6
A0 = gm0y 2.7250 4 4 | OlUT-
6 6

5.3. A, 2 x 2 Matrisinin Karekokiiniin Hesaplanmasi

f(A) = agl + ;A = VA

A = 7ve A, = 1degerleriicin
f(7) = ap + 704 = V7
f(1) = ay + 1oy =V1=1

ap + 70, = V7

ao + 1y = V1 = 1 Bu iki denklemin ortak ¢éziimiinden (g =1—04)



veoy = 1-— =2 olur

f(A)

7-V7\ 1 o1, N7—=1_ 5 2
<6>*[01+(6 )+l 3

s =D |5-(ﬁ6‘ ) (% 1)‘

o (5 +

[(7—~7 V7 - 1 V7 =1\ ]
_ED ) eIy
l 0+4.<ﬁ6_1> (7_6ﬁ>+3<ﬁ6_1>J
[4x/7+2 zﬁ—z]
VA = i4\/76_4 2\/76+4J|01ur.
6 6

5.4. A, 2 x 2 Matrisinin Ustel Fonksiyon Hesaplanmasi

f(A) = aol + O(1A = eA
A = 7ve A, = 1degerleriicin

f(7) = Uy + 70(1 = e7

f(1) = oy + a; = e! = e Buiki denklemin ortak ¢éziimiinden (ap = e — a;)

7e—¢e’\ 1 0 e’ —e\ 5 2
_ WA _
fa) = e _< 6 >*0 1]+< 6 >*[4 3

23
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7e —e’ e’ —e e’ —e 4e7 +2e 2e7 —2e
c 0 5. c 2. ¢ ¢ g
ed = 2|+ = olur.

Te—e 4e7—e 3e7—e 4e” — 4e  2e” +4e
6 ) ) 6 6
Ornek
4 1 -1
A=12 5 =2|, (3x3) matrisinin 6zdegerlerini bulalim (Lipschutz ve Lipson, 2016).
1 1 2

(2, 8) e gore islem diizenlenirse; det(A —Al3) =0 ve

4 1 -1 1 0 O 4 — A 1 -1
det([z 5 —2‘—(%)*[0 1 OD = det([ 2 5 -\ =2 D
1 1 2 0 0 1 1 1 2—A

4 — )\ 1 -1
2 5-A =2
1 1 2 — A

= 0 olur. (2, 11) e gore ¢éziim yapilirsa;

=@4-D(G-1.C-N-1(-2)-O(@C -1 -1(-2))
+ (D2 -1G-21)

=(@4-NA-72+12) — (6—20) — (A—3)
=@-20DA-4A-3) + A=3)=(5-1)A—-3)?=0olur.

Buradan A matrisinin 6z degerleri A; = 3 ve A, = A3 = 5 olarak bulunur.

(A — AX = 0Oise

1 1 -1 X1 0
M =3icgin,(A-3)X = |2 2 =2|*|X2| =]|0| (2,4)e gore islem yapilirsa;
1 1 -1 X3 0

X1+ Xo — X3 = 0
21+ 2%, — 2x3= 0

X1 + X, — x3 = 0, denklemleri elde edilir.
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Denklemler ¢oziiliirse, sifirdan farkli ¢oziimler igin; X = , X1 # 0,

X1 X1 1
X3 2X1 2

1
x1 = 1 keyfi degeri icin A; = 3 6z degerine karsilik gelen 6z vektort [1] olur.
2

-1 1 -1 X1 0
(A — AM3)X =0ve A, = 5icin (A=5I3)X =2 0 -=2|=|X2|= [0| buradan
1 1 -3 X3 0

—X1+ Xy — X3 = 0
2X1_2X3=0

X1 + X, — 3x3 = 0, denklemleri elde edilir.

X1 X1 1
Denklemler ¢oziiliirse, sifirdan farkli ¢oziimler i¢in; X = [Xz] = [2X1] =X \2 X1 # 0,

X3 X1 1

1
x; = 1 Keyfidegeriicin A, = 5 06z degerine karsilik gelen 6z vektori [2] olur.
1

5.5. A, 3 x 3 Matrisinin 4. Kuvvetinin Hesaplanmasi

f(A) = ool + ;A + a,A? = A*

A1 = 3 ve A, = A3 =5, degerleri icin (3, 2) e gore islem yapilirsa;
f(3) = ap + 30y + 9, = 3* = 81

f(5) = ap + 504 + 25, =5* = 625

oy + 304 +9a, = 81

oy + 504 + 250, = 625, denklemlerin ortak ¢oziimii yapilirsa;

Uy = _735 - 15(12 ) o = 272 —8 (06}

ap =—735, o4 =272, a, = 0 olarak bulunur.



1 0 0 4 1 -1
f(A) =A*=(-735) |0 1 o[+ (@272)x|2 5 -2
0 0 1 1 1 2

4 1 -11 4 1 -1
- s 2lols 2o

1 1 2 1 1 2
1 0 O 4 1 -1 17 8 -8
A* = (=735) [0 1 0f+(272) % [2 5 =2|+(0)=* [16 25 —16]
0 0 1 1 1 2 8 8 1
353 272 =272
A* = |544 625 —544| olur.
272 272 —-191
5.6. A, 3 x 3 Matrisinin Karekokiiniin Hesaplanmasi
f(A) = agl + ;A + a,A? = VA
A1 = 3 ve A, = A3 = 5 degerleri icin
f(3) = (XO + 30(1 + 9(12 = 31/2 = \/§
f(5) = oy + 504 + 25a, = 572 = /5
(0 8)) + 3“1 + 90(2 = 31/2 = \/§
o + 50, + 250, = 5%/2 = /5, Bu denklem sistemleri ortak ¢oziiliirse;
5v3 —3v5 — 30a, V5 —/3 —16a,
0(0 = ) 0(1 = , 0(2 = 0,
2 2
5v3 —3v5 V5 -3 -
oy = ————, o, = ——— ve a, = 0 elde edilir.
2 2
5v3-3v5) [L 0 0] /y5-y3) [+ 1 ~1
f(A) = VA = <#)*[O 1 0of + <T>* 2 5 =2
0 0 1 1 1 2
4 1 —-11 4 1 -1
; (0)*[2 5 _sz 5 _z]
1 1 2 1 1 2

26



(5\/§—3\/§> [1
=|—— ] %10
2 0

0 1

0 0] V5 —+3 4 1
1 0+<—)*[2 5

2

1 1

27

-1 17 8 -8
-2 1+ (0) = [16 25 -—-16
2 8 8 1

olur.

, 4 x4 mertebeden matris olsun (Yesilot ve Sonmez, 2022).

[ V5++/3 V5 —+/3 —/5++3_ ]
( > ) ( > ) (T)
VA = |(¥5-+v3)  (V5) (—V5 +V3)
V5 —+/3 V5 —+/3 —/5+3V3
K > ) ( > ) ( > ) |
Ornek:
0 01 O
|l oo o0 1
A= 2 11 1
-5 2 5 -1

(2, 8) e gore diizenlenirse; det (A — Al;) = 0 olur. Buradan;

001 0
000 1
detj | > 1 1 1
5 2 5 —1
A 0
B 0 -
= det 5 11
5 2
0 1
0 -4 0
2 1 1-2
D,=|-5 2 5
A 0 1
0 —» 0
2 1 1-2
D,

S O r O

0 0

0 0

1 0

01
-2 0
0 —x
2 1
-5 2

1 0

0 1 olur.
1—x 1

5 —-1—-Ax

= (=) (=1 =) (=1=2) — (0).1.5.0 + (2).2.1.1 — (=5).0.0.1 + 0.0.1(=5)

—(1).(1 =2).2.(=A) + (1).5.0.0 — (=1 —2).1.(=1).2

A* —50% + 4 olur.

|

(2, 13) e gore diizenlenip islemin ¢oziimii yapilirsa;
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-\ 1 0 0

0 0 -\ 1

2 1-)» 1 1
D,=|-5 5 2 —1-—x| (2,14)e gore diizenlenip islemin ¢6zlimii yapilsa;

—A 1 0 0

0 0 -\ 1

2 1-x 1 1

D, = —(=1).0.1.(1 = 1) + (0). (1 = 1).2.0. —(2).5.0.1. +(=5). 1. (=1). 1
— (0). (=1). (1 = ). (=5) + 1.1.5. (=) — (1).2.1.0. +(=1 — 1). 0.0.2

D, = Oolur.

-2 0 0 1
0 —x 1 0
2 1 1 1-A
Dy=|-5 2 —-1-2A 5 (2, 15) e gore diizenlenip islemin ¢éziimii yapilsa;
-1 0 0 1
0 —A 1 0
2 1 1 1-A

Dy = —(=1).(=1).1.5 4 (0).1. (=1 = 1).1 = (2).2.0.0 + (=5).0.1.(1 — 1)
— (1).(1).(1).(=5) + 0.1.2.(=1) — (1 = A). (=1 = 1).0.0.4+5.0. (—10). 2
D; = =521+ 5olur.

det(A) =D; + D, +D; = A* —=50% 44 —52%+5 = A*—10A*+9 = Oise
(kz - 9)(%2 - 1) =A=-3)(A+3)(A+1)(L—1) = 0,determinantin 6zdegerleri;
A =3, A =-3 A3 =—1ve Ay, =1 olur. (2, 16) e gore islemin ¢éziimii yapildu.

5.7. A, 4 x 4 Matrisinin 12. Kuvvetinin Hesaplanmasi

f(A) = ool + ;A + ay A% + azA3 = Al?

A = 3,0, = —=3,A; = —1ve A, = 1degerleriicin; (3,1) ve (3, 2) e gore diizenlenirse.
fA) = apl + ayA; + 022 + ogAd

f(A,) = agl + Ay + A2+ oz A3

f(A3) = ol + ayA3 + A% + azAd

f(As) = apl + Ay + A% + agAd
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f(3) = (XO + 3(11 + 90(2 + 270(3 = 312

312

f(_g) =0y — 30(1 + 9 oy — 270(3 = (_ 3)12

f(_].) = (XO - 1(11 + 1(12 - 1(13 = (_1)12 = 1

denklemleri ortak ¢oziiliirse;

f(l) = (XO + 1(11 + 1(12 + 1(X3 = (1)12 = 1,

olarak bulunur.

8

312-1

:0, (XO

(Xl: (Xg

O

— O N

O O v N

oo

‘+(0)*

O O O -

O O - O

O - OO

— O O O

— O v N

O O = N

— O v N

— O N

S O OO

o O O O

S O OO

N

-3 3
15 3

O O O

O O - O

S = OO

- O O O

)|

9 — 312

A12=<

oS O OO

o o o O

o o o O

o O OO

312 -1

-3 3
15 3

[

O O O

O O - O

S = OO

- O O O

)|

9_312

A12=<



(

) .

31247 312 -1 312 -1 312 -1
8 8 8 8
—5.32 45 312 +7 5312 -5 -3 +1
8 8 8 8
—383+3 313 -3 732 +1 312 -1
) o )
5.313 - 15 313 -3 —53%2 +5 7.3%2 +1
—) ) -

olur.
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6. BULGULAR VE TARTISMA

Meksika, Colima'daki Pelibuey koyunlarinin morfolojik 6zellikleri arasindaki Pearson
korelasyonlarin1 ve dlgiilen morfolojik degiskenleri bir A, 4 x 4 matris olarak ifade edip

0zdegerlerini bulup n. mertebeden matris kuvvetlerini alalim.

1 0,83 0,39 0,61 1 0 0 O

A = 0,83 1 0,39 0,23 ve | = 0 100 matrisleri icin
0,39 0,39 1 0,37 0 01 0
0,61 0,23 0,37 1 0 0 0 1

1 083 039 0,61 1
083 1 039 023] ) * 0
039 039 1 0,37 0
0,61 0,23 0,37 1 0

det (A — Al,) = det

S O - O
SR OO
_ o O O

1-» 083 039 0,61
083 1-2 0,39 0,23
0,39 039 1—-x 037
0,61 023 037 1—-Ax

det(A —Al,) = det

1-» 083 039 061
083 1-x 0,39 0,23
0,39 039 1—-x 037
0,61 023 037 1-—Xx

|A =Ll =

R = matrix (c (1, 0.83, 0.39, 0.61, 0.83, 1, 0.39, 0.23, 0.39, 0.39, 1, 0.37, 0.61, 0.23, 0.37, 1),4,4)
R
eigen (R)$values

RStudio programiyla yukaridaki bilgi ve komutlarla 6zdegerler asagidaki gibi bulunur.

>R = matrix (¢ (1, 0.83,0.39, 0.61, 0.83, 1, 0.39, 0.23, 0.39, 0.39, 1, 0.37, 0.61, 0.23,0.37, 1), 4, 4)
>R
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[11 021 3] [:4]
[1,] 1.00 0.83 0.39 0.61
[2,] 0.83 1.00 0.39 0.23
[3,]0.390.39 1.00 0.37
[4,]0.61 0.23 0.37 1.00

> eigen(R)S$values

[1]2.44843530 0.80016902 0.68601735 0.06537833 olarak bulunur.

1-A» 083 0,39 0,61
083 1-Xx 0,39 0,23
0,39 039 1-x» 037
D, =] 0,61 023 037 1-A
1-» 083 039 061
083 1-1 039 023
039 039 1-A 037

D, = (1-2)(1 -1 —2)(1-21) - (0,83)(0,39)(0,37)(0,61)
+(0,39)(0,23)(0,39)(0,23) — (0,61)(0,83)(0,39)(0,37)
+ (0,61)(0,39)(0,39)(0,61) — (0,23)(1 — 1)(0,23)(1 — A)
+ (0,37)(0,37)(0,83)(0,83) — (1 — 1)(0,39)(1 — 1)(0,39)
D, = (1 —2)* = (0,07305909) + (0,00804609) — (0,07305909) + (0,05659641)
—(0,0529)(1 — A)% + (0,09431041) — (0,1521)(1 — 1)?
D, = (1—1)*— (0,2050)(1 — )% + (0,01283473)

1-» 039 1083 061
083 039 1-A 023
039 1-A 039 037
D,=| 061 037 023 1-2A
1-» 039 083 061
083 039 1-A 023
039 1-A 039 037

D, = —-(1-21)(0,39)(0,39)(1 — A») + (0,83)(1 —1)(0,23)(0,61)
—(0,39)(0,37)(0,83)(0,23) + (0,61)(0,39)(1 —1)(0,37)
—(0,61)(1 —2)(1 —21)(0,61) + (0,23)(0,39)(0,37)(1 — 1)
—(0,37)(0,23)(0,39)(0,83) + (1 — 21)(0,83)(0,39)(0,39)
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D, = —(0,1521)(1 —2)? + (1 — 1)(0,116449) — (0,02754687)
+ (1 —2)(0,088023) — (1 —1)?(0,3721) + (1 — 1)(0,033189)
—(0,02754687) + (1 —1)(0,126243)

D, = —(1-1)%(0,5242) + (1 —21)(0,363904) — (0,05509374)

1-» 083 061 0,39
083 1-—-1 023 0,39
0,39 039 037 1-A
D; =1 0,61 023 1—-A 037
1-» 083 061 039
083 1-x 023 039
039 039 037 1—Ax

D; = — (1 — 1) (1 —1)(0,37)(0,37) + (0,83)(0,39) (1 — 1)(0,39)
—(0,39)(0,23)(0,61)(0,39) + (0,61)(0,83)(0,23)(1 — A)
—(0,39)(0,23)(0,39)(0,61) + (0,39)(0,37)(0,23)(1 — A)

— (1 -2)(1—-2)(0,83)(0,83) + (0,37)(0,61)(1 — 1)(0,39)

D; = — (0,1369)(1 — 1) + (0,126243)(1 — 1) — (0,02133963)
+(0,116449)(1 — 1) — (0,02133963) + (1 — 1)(0,033189)
— (0,6889)(1 — A)% + (1 —1)(0,088023)

D; = — (1 —1)2(0,8258) + (1 — 1)(0,363904) — (0,04267926)

Det(A) = D, + D, + D5 = (1 —A)* — (1 — 1)2(0,2050) + ( 0,01283473)
— (1 -2)%(0,5242) + (1 — 1)(0,363904) — ( 0,05509374)
— (1 -2)2(0,8258) + (1 —1)(0,363904) — (0,04267926)
Det(A) = (1 —A)* — (1,5550)(1 — )% + (0,727808)(1 — 1) — (0,08493827)

RStudio programiyla A nin 6zdegerleri (eigen(R))
[1]2.44843530 0.80016902 0.68601735 0.06537833 olarak bulunmustu.
A = 2,4484, A, = 0,8001, A; = 0,6860,A, = 0,0653 olarak alalim.

I, A A%ve A3 4x4 boyutlu matrislerin satir ve siitun degerleri, islemlerde asagidaki

sonuglar gibi alinacaktir.
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AZ

A3

A =
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100 0 1 083 039 061
0100 ,_|08 1 03 02|
0010 039 039 1 037
000 1 061 023 037 1
1 083 039 061 083 039 0,61
083 1 039 023 083 1 039 023
039 039 1 037 039 039 1 037
10,61 0,23 0,37 061 023 037 1
$2,2131  1,9524  1,3294 1,5552
1,9524 1,8939 1,1888 1,1106
1,3294 1,1888 1,4411 1,0676
| 1,5552  1,1106 1,0676 1,5619
1 083 039 061 083 039 0,61
083 1 039 023 083 1 039 023
039 039 1 037 039 039 1 037
061 023 0,37 061 023 037 1

1 083 039 061

083 1 039 023

039 039 1 037

061 023 037 1
530073 4,665435 3,529369 3,846121
4,665435 4,233462 3,099779 3177017 |
3,529369 3,099779 2,81821 2,685165 | O
3,846121 3,177017 2,685165 3,161022

6.1. A, 4 x 4 Matrisinin 10. Kuvvetinin Hesaplanmasi

f(A) = apl + ;A + a, A% + azA3 = Al°
A =
£(2,4484) = aol + 0y (2,4484) + 0, (2,4484)2 + a5 (2,4484)3 = (2,4484)1°
£(0,8001) = al + 0, (0,8001) + a,(0,8001)2 + 3(0,8001)% = (0,8001)™
£(0,6860) = oyl + a;(0,6860) + a,(0,6860)2 + at(0,6860)3 = (0,6860)°
£(0,0653) = ] + 0, (0,0653) + a,(0,0653)2 + 3 (0,0653)% = (0,0653)™°
agl + a,(2,4484) + a,(5,99466256) + a3(14,67733181) = 7741,474869

2,4484, 1,

= 0,8001, A; =

0,6860,1, =

0,0653 degerleri icin;
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aol + 0, (0,8001) + a,(0,64016001) + a3(0,512192024) = 0,107508476
ol + 01(0,6860) + a,(0,470596) + 05(0,322828856) = 0,023080284
ool + oy (0,0653) + a5 (0,00426409) + a3(0,000278445) = 1,40972E — 12

2,4484 5,99466256 14,67733181
0,8001 0,64016001 0,512192024
0,6860 0,470596  0,322828856
0,0653 0,00426409 0,000278445

B =

(SR GG

Excel programiyla tersi alinirsa; DiZEY_ TERS, enter

—0,005177243  0,793649263 —1,024868036 1,236396017
0,093301714 —13,63496705 17,39427497 —3,852609632

-1 _
BT =1_0,224009443 2315358318 —26,54938221 3,619898472 |°T
0,144449815 —7,236173134 8,011763596 —0,920040278
7741,474869 )
| 0,107508476 6t . e )
C, = 0,023080284 ve X = o olur. (2, 7) ye gore matris ¢éziimii yapilirsa;
1,40972E — 12 o3
—0,005177243 0,793649263 —1,024868036 1,236396017
B-1C. — 0,093301714 —13,63496705 17,39427497 —3,852609632
171 -0,224099443 23,15358318 —26,54938221 3,619898472
0,144449815 —7,236173134 8,011763596 —0,920040278
7741,474869
0,107508476
0,023080284
1,40972E — 12
—40,01782757 )
_ 721,2284681 o
10 _ ) _ _
B™C, = ~1732,983769 | ~ | = X olur. Buradan
1117,661578 a3

ap = —40,01782757, 0y = 721,2284681,a, = —1732,983769 ve a3 = 1117,661578



100 0
e 010 0
f(A) = A = (~4001782757)+ | 1 9 0
00 0 1
1 083 039 061
083 1 039 023
+ (7212284681 x| 20 030 s o'
061 023 037 1
22131 19524 13294 15552
19524 18939 11888 11106
+(-1732983769) * [ 379, 11888 14411 1.0676
15552 11106 10676 15619
530073  4,665435 3529369 3,846121
4665435 4233462 3.099779 3.177017
+ (1117,661578) | 3'c09369 3099779 2.81821 2.685165
3846121 3177017 2.685165 3.161022
—40,01782757 0 0 0
Ao — 0 —40,01782757 0 0
= 0 0 —40,017827571 0
0 0 0 —40,01782757
7212284681 5986196285 2812791026 4399493655
, | 5986196285 7212284681 2812791026 1658825477
2812791026 2812791026 7212284681 2668545332
4399493655 1658825477 2668545332 721,2284681
383526638 —3383477511 —2303,828623 —2695,136358
3383477511 —3282.097961 —2060.171105 —1924 651774
—2303.828623 —2060171105 —2497.40291 —1850,133472
2695136358 —1924.651774 —1850133472 —2706.747349
5024422256 5214.377444 3944640126 4298,661666
, | 5214377444 4731577819 3464,503889 3550,829834
3944640126 3464503889 3149805036 3001105751
4298 661666 3550829834 3001105751 3532952837

36



37

2770,366517 2429,519562 1922,090606 2043,474674
2429,519562 2130,690499 1685,611886 1792,060607
1922,090606 1685,611886 1333,612766 1417,826812
2043,474674 1792,060607 1417,826812 1507,416128

A0 — olur

6.2. A, 4 x 4 Matrisinin 25. Kuvvetinin Hesaplanmasi

f(A) = apl + A + oy A% + azA3 = A?S

A, = 2,4484, 2, = 0,8001, A; = 0,6860,4, = 0,0653 degerleri icin;
(2,4484) = apl + oy (2,4484) + 0, (2,4484)% + a3(2,4484)3 = (2,4484)25
£f(0,8001) = a,l + a;(0,8001) + a,(0,8001)? + a5(0,8001)3 = (0,8001)25
£(0,6860) =l + &, (0,6860) + 0, (0,6860)2 + 5 (0,6860)% = (0,6860)25
£(0,0653) = apl + a; (0,0653) + o, (0,0653)2 + 3 (0,0653)3 = (0,0653)%°
ool + 0y (2,4484) + 0, ( 5,99466256) + as(14,67733181) = 5273018204
ael + a,(0,8001) + a,(0,64016001) + a5(0,512192024) = 0,003789717
aogl + a,(0,6860) + a,(0,470596) + a3(0,322828856) = 8,09288E — 05
ool + o, (0,0653) + 1, (0,00426409) + 5(0,000278445) = 2,35955E — 30

2,4484 5,99466256 14,67733181
0,8001 0,64016001 0,512192024
0,6860 0,470596  0,322828856
1 0,0653 0,00426409 0,000278445

[y

B =

Excel programiyla tersi alinirsa; DIZEY TERS, enter.

—0,005177243  0,793649263 —1,024868036 1,236396017
0,093301714 —13,63496705 17,39427497 —3,852609632

-1 _

BT = —0,224099443  23,15358318 —26,54938221 3,619898472 olur
0,144449815 —7,236173134 8,011763596 —0,920040278
5273018204 Qo

C. = 0,003789717 ve X = a olur

271 8,09288E — 05 S '

2,35955E - 30 a3
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—0,005177243  0,793649263 —1,024868036 1,236396017

0,093301714 —13,63496705 17,39427497 —3,852609632

, 15358318  —26,54938221  3,619898472

0,144449815 —7,236173134 8,011763596 —0,920040278

-10 _
BTG = 0224099443 23
—27299697,11
ol - | 4919816389 | _
27 | 1181680444 | ~
761686505,1

5273018204

0,003789717
8,09288E — 05
2,35955E — 30

= X, olur. Buradan

g = —27299697,11,a; = 491981638,9,a, = —1181680444 ve a3 = 761686505,1

f(A) = A5 = (—27299697,11)

+ (491981638,9) *

+ (—1181680444)

5,
+ (761686505,1) *

S O O
SO RO
O Rr OO
_ o o O

1 083 039 0,61
083 1 039 023
039 039 1 0,37
0,61 0,23 0,37 1

2,2131 1,9524 11,3294 11,5552
19524 1,8939 11,1888 1,1106
1,3294 11,1888 11,4411 1,0676
1,5552 11,1106 1,0676 1,5619

30073 4,665435 3,529369 3,846121

4,665435 4,233462 3,099779 3,177017
3,529369 3,099779 2,81821 2,685165

3,846121 3,177017 2,685165 3,161022

—27299697,11 0 0 0
AZ5 — 0 —27299697,11 0 0
0 0 —27299697,11 0

0 0 0 —27299697,11



491981638,9
408344760,3
191872839,2
300108799,7

408344760,3
491981638,9
191872839,2
113155776,9

191872839,2
191872839,2

49198163891

182033206,4

300108799,7
113155776,9
182033206,4
491981638,9

39

—2615176991
—2307112899
—1570925982
—1837749427

—2307112899
—2237984593
—1404781712
—1312374301

—1570925982
—1404781712
—1702919688
—1261562042

—1837749427
—1312374301
—1261562042
—1845666686

+

4037494508
3553598880
2688272739
2929538463

3553598880
3224570875
2361059833
2419890976

2688272739
2361059833
2146592526
2045253945

2929538463
2419890976
2045253945
2407707800

1886999459
1654830741
1309219596
1391897836

1654830741
1451268224
1148150961
1220672451

1309219596
1148150961
908354779,5
965725108,9

1391897836
1220672451
965725108,9
1026723056

olur

6.3. A, 4 x 4 Matrisinin —5. Kuvvetinin Hesaplanmasi

f(A) = apl + 0y A + oy A% + azA3 = A

A, = 2,4484, 2, = 0,8001, A; = 0,6860,4, = 0,0653 degerleri icin;
£(2,4484) = gl + 0y (2,4484) + o, (2,4484)? + a5 (2,4484)3 = (2,4484)5
£f(0,8001) = agl + ;(0,8001) + ,(0,8001)% + a3(0,8001)3 = (0,8001)~>
£(0,6860) =l + &, (0,6860) + a,(0,6860)2 + 5 (0,6860)3 = (0,6860)5
£(0,0653) = ] + &, (0,0653) + 0, (0,0653)2 + 3 (0,0653)3 = (0,0653)5
ool + 0y (2,4484) + a,( 5,99466256) + az(14,67733181) = 0,01136549
ool + 2, (0,8001) + 0, (0,64016001) + 5 (0,512192024) = 3,049851179
ool + 0, (0,6860) + 0, (0,470596) + a3 (0,322828856) = 6,582326513
aogl + a,(0,0653) + a,(0,00426409) + a5(0,000278445) = 842236,5681

2,4484
0,8001
0,6860
1 0,0653

B =

[y

Excel programiyla tersi alinirsa; DIZEY TERS, enter.

5,99466256
0,64016001
0,470596
0,00426409

14,67733181
0,512192024
0,322828856
0,000278445
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—0,005177243  0,793649263 —1,024868036 1,236396017
0,093301714 —13,63496705 17,39427497 —3,852609632

-1 _
B = —0,224099443  23,15358318 —26,54938221 3,619898472 olur
0,144449815 —7,236173134 8,011763596 —0,920040278

0,01136549 )
C. = 3,049851179 ve X = 61 olur
37 |6,582326513 a2 '
842236,5681 a3
—0,005177243 0,793649263 —1,024868036 1,236396017
B-1C. — 0,093301714 —13,63496705 17,39427497 —3,852609632
37 1-0,224099443 23,15358318 —26,54938221 3,619898472
0,144449815 —7,236173134 8,011763596 —0,920040278
0,01136549
3,049851179
6,582326513
842236,5681
1041333,612 o
_ —3244735,804 o
1 — 4 — — .
B™C; = 3048706,722 = o, | = X, olur. Buradan;
—774860,8974 a3

ap = 1041333,612,a, = —3244735,804,a, = 3048706,722, 03 = —774860,8974

f(A) = A=> = (1041333,612) *

S O O
SO RO
O Rr OO
_ o o O

1 083 039 061
0,83 1 039 023
039 039 1 0,37
0,61 0,23 0,37 1

+ (—3244735,804) *

2,2131 1,9524 11,3294 1,5552
19524 1,8939 11,1888 1,1106
1,3294 11,1888 11,4411 1,0676
1,5552 11,1106 1,0676 1,5619

+ (3048706,722) *



530073 4,665435 3,529369 3,846121
4,665435 4,233462 3,099779 3,177017
3,529369 3,099779 2,81821 2,685165
3,846121 3,177017 2,685165 3,161022

+ (—774860,8974) x

436362,2495 —355898,8648 52733,72156 —218148,9165
—355898,8648 290199,3042 —43041,95058 177858,2064
52733,72156  —43041,95058 6368,335437 —26382,31304
—218148,9165 177858,2064 —26382,31304 109020,4934

A5 =

6.4. A, 4 x 4 Matrisinin Karekok Kuvvetinin hesaplanmasi

f(A) = agl + ;A + a, A% + a3A3 = VA

A, = 2,4484, 2, = 0,8001, A; = 0,6860,4, = 0,0653 degerleri icin;
£(2,4484) = 0ol + 0y (2,4484) + 0y (2,4484)% + 05(2,4484)% = /2,4484
£(0,8001) = ool + ;(0,8001) + 5 (0,8001)% + 5 (0,8001)% = +/0,8001
£(0,6860) = 0ol + a(0,6860) + ot (0,6860)% + 0t (0,6860)% = ,/0,6860

£(0,0653) = aql + a;(0,0653) + a,(0,0653)% + a5(0,0653)% =,/0,0653
aol + oy (2,4484) + a,( 5,99466256) + a;(14,67733181) = 1,5647364
aol + a;(0,8001) + a,(0,64016001) + a5(0,512192024) = 0,894483091
aol + a;(0,6860) + a,(0,470596) + a5(0,322828856) = 0,82825117
aol + a;(0,0653) + a,(0,00426409) + a3(0,000278445) = 0,255538647

2,4484 5,99466256 14,67733181
0,8001 0,64016001 0,512192024
0,6860 0,470596 0,322828856
1 0,0653 0,00426409 0,000278445

B =

[y

Excel programiyla tersi alinirsa; DIZEY TERS, enter.

—0,005177243  0,793649263 —1,024868036 1,236396017
0,093301714 —13,63496705 17,39427497 —3,852609632
—0,224099443  23,15358318 —26,54938221 3,619898472
0,144449815 —7,236173134 8,011763596 —0,920040278

B! =

olur

41

olur
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1,5647364 )
C. = 0,894483091 X = o lur
+ = 0,82825117 Y€ * 7 |ay| O
0,255538647 a3
—0,005177243 0,793649263 —1,024868036 1,236396017
B-1C, — 0,093301714 —13,63496705 17,39427497 —3,852609632
471 —0,224099443  23,15358318 —26,54938221 3,619898472
0,144449815 —7,236173134 8,011763596 —0,920040278
1,5647364
0,894483091
0,82825117
0,255538647
0,16890364 o)
_ 1,372083052 oy
1 — ’ — — .
B™C, = —0704700817| = |, = X, olur. Buradan;
0,154038094 o3

ap = 0,16890364 ,a, = 1,372083052, a, =

f(A) = VA = (0,16890364) *

S OO
S O - O
S = O O
_ o oo

1
0,83
0,39
0,61

+ (1,372083052)

2,2131
1,9524
1,3294
1,5552

+ (—0,704700817) *

5,30073
4,665435
3,529369
3,846121

+ (0,154038094)

4,665435
4,233462
3,099779
3,177017

—0,704700817 ve a3 = 0,154038094

0,83 0,39
1 039

039 1

0,23 0,37

0,61
0,23
0,37

1,9524
1,8939
1,1888
1,1106

1,3294
1,1888
1,4411
1,0676

1,5552
1,1106
1,0676
1,5619

3,529369
3,099779
2,81821
2,685165

3,846121
3,177017
2,685165
3,161022
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0,79792766  0,481625774 0,141940398 0,3334691
VA = 0,481625774 0,858468233 0,174848108 0,022320018
0,141940398 0,174848108 0,959554042 0,168949836
0,3334691  0,022320018 0,168949836 0,92723229

olur

6.5. A, 4 x 4 Matrisinin Kiip Kok Kuvvetinin Hesaplanmasi

f(A) = apl + ;A + ay A2 + o3A3 = VA

A = 2,4484, A, = 0,8001, A; = 0,6860,A, = 0,0653 degerleri icin;
f(2,4484) = ol + a;(2,4484) + a,(2,4484)? + a5(2,4484)% = 3/2,4484
f(0,8001) = ol + a;(0,8001) + a,(0,8001)2 + a5(0,8001)3 = 3/0,8001
f(0,6860) = ol + a;(0,6860) + a,(0,6860)2 + a3(0,6860)3 = 3/0,6860

f(0,0653) = ol + a;(0,0653) + a,(0,0653)2 + a5(0,0653)3 = 3/0,0653
aol + oy (2,4484) + a,( 5,99466256) + a3(14,67733181) = 1,347806222
aol + a;(0,8001) + a,(0,64016001) + a3(0,512192024) = 0,928356445
aol + o, (0,6860) + a,(0,470596) + a3(0,322828856) = 0,881944735
aol + ;(0,0653) + a,(0,00426409) + a5(0,000278445) = 0,4026902

2,4484 5,99466256 14,67733181
0,8001 0,64016001 0,512192024
0,6860 0,470596  0,322828856
1 00653 0,00426409 0,000278445

Excel programiyla tersi alinirsa; DiZEY_ TERS, enter.

B =

=

—0,005177243  0,793649263 —1,024868036 1,236396017
0,093301714 —13,63496705 17,39427497 —3,852609632

-1 _
B =|_0224099443 2315358318 —2654938221 3619898472 |°MF
0144449815 —7,236173134 8011763596 —0,920040278
1,347806222 Qo
. _|0928356445 | ||
5 = 0,881944735 [V€ * T |ay| O™

0,4026902 a3
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—0,005177243  0,793649263 —1,024868036 1,236396017
0,093301714 —13,63496705 17,39427497 —3,852609632

10 _
BCs = —0,224099443  23,15358318 —26,54938221 3,619898472
0,144449815 —7,236173134 8,011763596 —0,920040278
1,347806222
0,928356445
0,881944735
0,4026902
0,323819078 o
_ 1,257024176 061
1, _ ) _ _ .
B™'Cs = —0764654669| = |a, = X, olur. Buradan;
0,172383912 s

ap = 0,323819078, a; = 1,257024176,a, = —0,764654669 ve az = 0,172383912

f(A) = VA = (0,323819078) *

S O O R
SO r O
O = OO
_ o OO

1 083 039 0,61
083 1 039 023
039 039 1 0,37
0,61 0,23 0,37 1

+ (1,257024176)

2,2131 19524 11,3294 1,5552
1,9524 11,8939 11,1888 1,1106
1,3294 11,1888 11,4411 1,0676
1,5552 1,1106 1,0676 1,5619

+ (—0,764654669) *

530073 4,665435 3,529369 3,846121
4,665435 4,233462 3,099779 3,177017
3,529369 3,099779 2,81821 2,685165
3,846121 3,177017 2,685165 3,161022

+ (0,172383912) *

0,802346577 0,354664224 0,082113945 0,240603188
A = 0,354664224 0,862444515 0,115569987 —0,012443298 lur
~10,082113945 0,115569987  0,964713473  0,111632866 o

0,240603188 —0,012443298 0,111632866 0,931438463
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6.6. A, 4 x 4 Matrisinin Siniis Fonksiyonunun Hesaplanmasi

f(A) = apl + a4 A + ay A2 + azA3 = SinA

A = 2,4484, A, = 0,8001, A; = 0,6860,A, = 0,0653 degerleri icin;
f(2,4484) = aol + a;(2,4484) + a,(2,4484)% + a5(2,4484)3 = Sin(2,4484)
£f(0,8001) = a,l + «,(0,8001) + a,(0,8001)% + «3(0,8001)* = Sin(0,8001)
f(0,6860) = a,l + a;(0,6860) + a,(0,6860)% + a5(0,6860)° = Sin(0,6860)
£f(0,0653) = apl + @;,(0,0653) + a,(0,0653)% + a3(0,0653)* = Sin(0,0653)
aol + a;(2,4484) + a,( 5,99466256) + o3(14,67733181) = 0,638996255
aol +a;(0,8001) + a,(0,64016001) + a3(0,512192024) = 0,717425758
aol + a;(0,6860) + a,(0,470596) + a3(0,322828856) = 0,633447114
aol + 1 (0,0653) + ,(0,00426409) + a3(0,000278445) = 0,065253602

2,4484 5,99466256 14,67733181
0,8001 0,64016001 0,512192024
0,6860 0,470596  0,322828856
1 00653 0,00426409 0,000278445

Excel programiyla tersi alinirsa; DIZEY TERS, enter.

=

—0,005177243  0,793649263 —1,024868036 1,236396017
0,093301714 —13,63496705 17,39427497 —3,852609632

-1 __

B =1 _0224099443 23,15358318 —26,54938221 3,619898472 |°T
0144449815 —7,236173134 8011763596 —0,920040278
0,638996255 Qo

c | 0717425758 = 1% otur

6 = 10633447114 |V * 7 |ay| OU"

0,065253602 a3
—0,005177243  0,793649263 —1,024868036 1,236396017
poic | 0093301714  —13,63496705 17,39427497 —3,852609632
(=

—0,224099443  23,15358318 —26,54938221 3,619898472
0,144449815 —7,236173134 8,011763596 —0,920040278

0,638996255
0,717425758
0,633447114
0,065253602
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1,044499498
—0,113639868
—0,084121518

B_1C6 =

—0,002444221 o)
= = X olur. Buradan;

ag = —0,002444221, oy = 1,044499498, a, = —0,113639868, a3 = —0,084121518

f(A) = SinA = (—0,002444221) x

S O O
S O - O
o R OO
o oo

1 083 039 0,61
083 1 039 023
039 039 1 0,37
0,61 0,23 0,37 1

+ (1,044499498) x

2,2131 19524 1,3294 1,5552
1,9524 11,8939 11,1888 1,1106
1,3294 11,1888 11,4411 1,0676
1,5552 11,1106 1,0676 1,5619

+ (—0,113639868) *

530073 4,665435 3,529369 3,846121
4,665435 4,233462 3,099779 3,177017
3,529369 3,099779 2,81821 2,685165
3,846121 3,177017 2,685165 3,161022

+ (—0,084121518) =

0,344653431 0,252600631 —0,040613914 0,136870434
0,252600631 0,470707481 0,011501614 —0,153229046
—0,040613914 0,011501614 0,64121676 0,039262735
0,136870434 —0,153229046 0,039262735 0,598651198

SinA = olur

6.7. A, 4 x 4 Matrisinin Kosinis Fonksiyonu Hesaplanmasi

f(A) = apl + ayA + a, A2 + azA3 = CosA

A = 2,4484, A, = 0,8001, A; = 0,6860,A, = 0,0653 degerleri icin;
£(2,4484) = apl + oy (2,4484) + 0, (2,4484) + a3 (2,4484)3 = Cos(2,4484)
£f(0,8001) = apl + o;(0,8001) + ,(0,8001)% + a3(0,8001)3 = Cos(0,8001)
£(0,6860) = a,l + «;(0,6860) + 0, (0,6860)2 + a3 (0,6860)3 = Cos(0,6860)
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£(0,0653) = al + a;(0,0653) + a,(0,0653)% + a5(0,0653)% = Cos(0,0653)
ol + oy (2,4484) + ay( 5,99466256) + a5(14,67733181) = —0,769209845
aol + a; (0,8001) + o, (0,64016001) + a3(0,512192024) = 0,69663497

aol + oy (0,6860) + a,(0,470596) + a3(0,322828856) = 0,773785987

ol + a; (0,0653) + a,(0,00426409) + a3(0,000278445) = 0,997868712

1 2,4484 5,99466256 14,67733181
1 08001 0,64016001 0,512192024
1 06860 0470596 0,322828856
1 0,0653 0,00426409 0,000278445

B =

Excel programiyla tersi alinirsa; DiZEY_ TERS, enter

—0,005177243  0,793649263 —1,024868036 1,236396017
0,093301714 —13,63496705 17,39427497 —3,852609632

-1 _

B =|_0224099443 2315358318 -—2654938221 3619898472 |
0144449815 —7,236173134 8011763596 —0,920040278
—0,769209845 Qo

. = | 069663497 o x| orur

7= 1 0773785987 |V€ * 7 [ay] OU
0,997868712 a3

—0,005177243  0,793649263 —1,024868036 1,236396017

poic, — | 0093301714  —13,63496705 17,39427497 —3,852609632

77| —0,224099443  23,15358318 —26,54938221 3,619898472
0144449815 —7,236173134 8,011763596 —0,920040278
—0,769209845
0,69663497
0,773785987
0,997868712
0,003982386 Qo

_ 0,064997237 ay

1 _ ) — — .

B™'C, = —0.173405009 | = o = X olur. Buradan;

0144141951 a3

ao = 0,003982386,a,; = 0,064997237,a, = —0,173405009 ve a3 = 0,144141951
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100 0
_ _ 010 0
f(A) = CosA = (0,003982386) | | -~ 0 o
00 0 1
1 083 039 061
083 1 039 023
+(0,064997237) | 58 oo VY 0
061 023 037 1
22131 19524 153294 1,5552
19524 18939 11888 11106
+ (=0173405009) *| 1’3094 11888 14411 10676
15552 11106 10676 1,5619
530073 4665435 3,529369 3,846121
4665435 4233462 3,099779 3177017
+ (0,14414195D) * | o) 9369 3099779 281821  2.685165
3.846121 3,177017 2,685165 3,161022
0,449274563 0387876671 0,303554437 0,32435623
Cosh — | 0387876671 035078735 0,269995627 0,280307191 | |
= 10303554437 0,269995627 0,225307953 0,225966712 | °'%
0,32435623 0280307191 0,225966712 0,253774219

6.8. A, 4 x 4 Matrisinin Tanjant Fonksiyonu Hesaplanmasi

f(A) = agl + 4 A + a, A + azA3 = TanA

A, = 2,4484, X, = 0,8001, A; = 0,6860,A, =

0,0653

£(2,4484) = a,l + ay(2,4484) + 0, (2,4484)% + a5(2,4484)3 = Tan(2,4484)
£(0,8001) = ool + a;(0,8001) + a,(0,8001)2 + a5(0,8001)% = Tan(0,8001)
£(0,6860) = ool + a;(0,6860) + a,(0,6860)2 + a5(0,6860)3 = Tan(0,6860)
£(0,0653) = ol + a;(0,0653) + a,(0,0653)2 + a3(0,0653)% = Tan(0,0653)
aol + oy (2,4484) + a,( 5,99466256) + as(14,67733181) = —0,830717729
aol + a;(0,8001) + a,(0,64016001) + a3(0,512192024) = 1,029844594
aol + a;(0,6860) + a,(0,470596) + a5(0,322828856) = 0,818633478

aol + a;(0,0653) + a,(0,00426409) + a3(0,000278445) = 0,065392974



49

2,4484
0,8001
0,6860
1 0,0653

5,99466256
0,64016001
0,470596
0,00426409

14,67733181
0,512192024
0,322828856
0,000278445

Excel programiyla tersi alinirsa; DiZEY_ TERS, enter.

B =

=

—0,005177243 0,793649263 —1,024868036 1,236396017
B-1— 0,093301714 —13,63496705 17,39427497 —3,852609632 lur
~1-0,224099443 23,15358318 —26,54938221 3,619898472 ofu
0,144449815 —-7,236173134 8,011763596 —0,920040278
—0,830717729 o0
C. — 1,029844594 X = 1261 1
8 =] 0818633478 |V¢* T [ag| O™
0,065392974 o3
—0,005177243 0,793649263 —1,024868036 1,236396017
B-1C. = 0,093301714 —13,63496705 17,39427497 —3,852609632
871 —0,224099443 23,15358318 —26,54938221 3,619898472
0,144449815 —7,236173134 8,011763596 —0,920040278
—0,830717729
. 1,029844594
0,818633478
0,065392974
0,004300828 o0
_ 0,096086266 261
1 _ ’ — _
B™Cg = 0183455307 | ~ o = X, olur. Buradan
0,009446003 o3

a, = 0,004300828, a; = 0,096086266, a, = —0,183455307 ve a3 = 0,009446003

f(A) = TanA = (0,004300828 ) x

S O O
S O r O
oSO R OO
_ o o O



+ (—0,183455307 ) *

+ (0,009446003 )

—0,255547134

—0,234356827

—0,173073411
—0,1903666

TanA =

+ (0,096086

1 083 039 0,61
083 1 039 023
039 039 1 0,37
0,61 0,23 0,37 1

266) *

2,2131 19524 1,3294 1,5552
1,9524 11,8939 11,1888 1,1106
1,3294 11,1888 11,4411 1,0676
1,5552 11,1106 1,0676 1,5619

530073 4,665435 3,529369 3,846121

4,665435 4,233462 3,099779 3,177017
3,529369 3,099779 2,81821 2,685165

3,846121 3,177017 2,685165 3,161022

—0,234356827 —0,173073411 —0,1903666

—0,207069617 —0,151337503 -0,151635511
—0,151337503 -0,137369529 —0,13494089
—-0,151635511 —0,13494089 —0,156292727

6.9. A, 4 x 4 Matrisinin Logaritma Fonksiyonu Hesaplanmasi

f(A) = apl + ;A + a, A2 + azA3> = LogA

A = 2,4484, A, = 0,8001, A; = 0,6860,A, = 0,0653 degerleri icin;
£(2,4484) = apl + oy (2,4484) + 0, (2,4484) + a5 (2,4484)% = Log(2,4484)
£f(0,8001) = agl + o;(0,8001) + ,(0,8001)% + a3(0,8001)3 = Log(0,8001)
£(0,6860) = a,l + ,(0,6860) + a,(0,6860)2 + a3(0,6860)3 = Log(0,6860)
£f(0,0653) = agl + o;(0,0653) + ,(0,0653)% + a3(0,0653)3 = Log(0,0653)
agl + a,(2,4484) + a,(5,99466256) + a3(14,67733181) = 0,388882371
aol + a,(0,8001) + a,(0,64016001) + a5(0,512192024) = —0,09685573
aogl + a,(0,6860) + a,(0,470596) + a5(0,322828856) = —0,163675884

aol + a,(0,0653) + a,(0,00426409) + a3(0,000278445) = —1,185086819

2,4484
0,8001
0,6860
1 0,0653

B =

=

5,99466256
0,64016001
0,470596
0,00426409

14,67733181
0,512192024
0,322828856
0,000278445

Excel programiyla tersi alinirsa; DiZEY_ TERS, enter.
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olur



51

—0,005177243  0,793649263 —1,024868036 1,236396017
po1_ | 0093301714 —13,63496705 17,39427497 —3,852609632 | .
= |-0224099443 23,15358318 —26,54938221 3,619898472 |°M
0144449815 —7,236173134 8011763596 —0,920040278

0,388882371 ao
c. _ | —0,09685573 <= 1% orur
9=1-0,163675884 |V€ * = |ay| OUI
—1,185086819 a3
—0,005177243  0,793649263 —1,024868036 1,236396017
p-ic. _ | 0093301714 1363496705 17,39427497 —3,852609632
9=1.0,224099443 2315358318 —26,54938221 3,619898472
0,144449815 —7,236173134 8011763596 —0,920040278
0,388882371
.| —0,00685573
—0,163675884
—1,185086819
—1,376373257 ao
_ 3.07556163 a
1 _ ) — — .
B™Cy = —2274105868 | = |y = X olur. Buradan;
0,536033929 o

ao = —1,376373257,a, = 3,07556163,a, = —2,274105868 ve az = 0,536033929

100 0
_ 010 0
f(A) = (-1376373257) | , o | |
00 0 1
1 083 039 061
083 1 039 023
+ (307556163) * | (a0 039 1 037
061 023 037 1
2,2131  1,9524 13294 1,5552
1,9524 1,8939 1,1888 1,1106
T (Z2,274105868) *| 13794 11888 14411 10676
1,5552 1,1106 1,0676 1,5619
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530073 4,665435 3,529369 3,846121
4,665435 4,233462 3,099779 3,177017
3,529369 3,099779 2,81821 2,685165
3,846121 3,177017 2,685165 3,161022

+ (0,536033929) *

—0,492264195 0,613583309 0,068134227 0,401054499
0,613583309 —0,338461462 0,157598696 —0,115253897
0,068134227 0,157598696 —0,067369415 0,149461923
0,401054499 —0,115253897 0,149461923 —0,158322541

LogA = olur

6.10. A, 4 x 4 Matrisinin Ustel Fonksiyonu Hesaplanmasi

f(A) = apl + yA + a, A2 + azA3 = e olur

A = 2,4484, A, = 0,8001, A; = 0,6860,A, = 0,0653 degerleri icin;
f(2,4484) = aol + 0;(2,4484) + 0,(2,4484)% + a3(2,4484)3 = 24484
f(0,8001) = aol + a4(0,8001) + a,(0,8001)% + a5(0,8001)3 = 28001
£(0,6860) = ayl + o;(0,6860) + a,(0,6860)% + a3(0,6860)3 = %6860
£f(0,0653) = apl + a;(0,0653) + a,(0,0653)% + a3(0,0653)3 = 00653
agl + 0,(2,4484) + a,(5,99466256) + a3(14,67733181) = 11,56982019
agl + a,(0,8001) + a,(0,64016001) + a3(0,512192024) = 2,225763494
agl + a,(0,6860) + a,(0,470596) + a3(0,322828856) = 1,9857566

aogl + a,(0,0653) + a,(0,00426409) + a3(0,000278445) = 1,06747922

2,4484 5,99466256 14,67733181
0,8001 0,64016001 0,512192024
0,6860 0,470596  0,322828856
1 0,0653 0,00426409 0,000278445

[y

B =

Excel programiyla tersi alinirsa; DiZEY_ TERS, enter.

—0,005177243  0,793649263 —1,024868036 1,236396017
0,093301714 —13,63496705 17,39427497 —3,852609632

-1 _

B™ =1 0224099443 2315358318 —26,54938221 3,619898472 |
0,144449815 —7,236173134 8,011763596 —0,920040278
11,56982019 o

c | 2225763494 | o _aaf

1071 1,9857566 ES '

1,06747922 a3



—0,005177243  0,793649263 —1,024868036 1,236396017
B-1C,. = 0,093301714 —13,63496705 17,39427497 —3,852609632
1071 —0,224099443  23,15358318 —26,54938221 3,619898472
0,144449815 —7,236173134 8,011763596 —0,920040278
11,56982019
2,225763494
1,9857566
1,06747922
0,991264373 o
a
B™1C, = é’éggig;;gg = 0(; = X olur. Buradan;
0,49253695 a3

ag = 0,991264373 ,a,; = 1,159487749,a, = 0,085165388 ve oz =

f(A) = e® = (0,991264373) *

o O O
S O - O
o R OO
_ o o O

1 083
0,83 1
0,39 0,39
0,61 0,23

+ (1,159487749) *

2,2131
1,9524
1,3294
1,5552

1,9524
1,8939
1,1888
1,1106

+ (0,085165388) *

530073 4,665435
4,665435 4,233462
3,529369 3,099779
3,846121 3,177017

3,426550862
4,397183313
2,080200531
1,926065127

+ (0,49253695) *

4,950037031
A _ | 3426550862
2,303763733
2,734093446

2,303763733
2,080200531
3,661556521
1,842476016

0,39 0,61

0,39 0,23
1 0,37

0,37 1

1,3294
1,1888
1,4411
1,0676

1,5552
1,1106
1,0676
1,5619

3,529369 3,846121
3,099779 3,177017
2,81821 2,685165
2,685165 3,161022

2,734093446
1,926065127
1,842476016
3,840692077

olor

53

0,49253695
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7. SONUCLAR VE ONERILER

Bu calismada, bir kare matrisin kuvvetlerini hesaplamak i¢in once matrisin 6zdegerleri
bulundu ve 6zdegerler yardimiyla Cayley- Hamilton Teoremi kullanilmistir. Ayrica matris
polinomlar1 kullanilmistir. Cayley- Hamilton Teoremi ile 2 x 2, 3 x 3ve 4 x 4 kare
matrislerinin n. mertebeden kuvvetleri bulunmustur. Ayrica 2 x 2, 3 x 3ve4 x 4 kare

matrislerin, determinantlari1 ve 6z degerleri bulunmustur.

Ayrica korelasyon katsayist degerleri ve kovaryans matrisi ile korelasyon matrisi
hesaplanmistir. Korelasyon degerleri —1 ve 1 aralarinda gozlenmistir. Iki degisken
arasinda dogrusal bir iliski varsa pozitif korelasyon, ters bir iligki varsa negatif korelasyon
olusur. Kovaryans matrisi sonucu, korelasyon matrisinin simetrik matris oldugu ve satir
ve siitliin elemanlarinin kdsegen elemanlarindan, yani 1’den kii¢lik oldugu goriilmiistiir.
Morfolojik degerlere bagli olusan, 4 x 4 boyutundaki kare matrisin bulunan 6zdegerlerine
karsilik asagidaki fonksiyonlarin Cayley- Hamilton Teoremi ile 4 x4 kare matrisleri
bulunmustur.

A% matrisinin simetrik matris kuralin1 sagladig1 goriilmiistiir.

A%5_ matrisinin simetrik matris kuralin1 sagladig1 gériilmiistiir.

A~°, matrisinin simetrik matris kuralini sagladig1 goriilmiistiir.

VA , matrisinin simetrik matris kuralin1 ve pozitif korelasyonu sagladig1 goriilmiistiir.

VA , matrisinin simetrik matrisi ve korelasyon kuralin1 sagladigi goriilmiistiir.

SinA, matrisinin simetrik matris kuralini, Siniis fonksiyonun [-1,1] deger araligin1 ve

korelasyonu sagladig1 goriilmiistiir.
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CosA, matrisinin simetrik matris kuralin1 ve Kosiniis fonksiyonun [-1,1] deger araliginda

pozitif korelasyon sagladig goriilmiistiir.

TanA, matrisinin simetrik matrisi ve negatif korelasyonu sagladigi gériilmiistiir

LogA, matrisinin simetrik matrisi ve korelasyonu sagladigi goriilmiistiir.

e?, Matrisinin simetrik matris kuralini sagladig1 goriilmiistiir.

Sonug olarak, Cayley- Hamilton teoreminin matris polinomlari ile ilgili uygulamalarda
kare matrisleri i¢in farkli fonksiyonlar tiirleri iizerinde n. mertebeden kuvvetlerinin

bulunmasinda kolaylik sagladigi ve elde edilen matrislerin simetrik veya korelasyon

matrisleri oldugu goriilmiigtiir.
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