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SIMGELER VE KISALTMALAR LIiSTESI
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A : A’nin yogun ciimlesi
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BANACH CEBIiRLERININ ARENS REGULERLIGI

OZET

Bu tez, alt1 ana bélimden olusmaktadir. Birinci b6lim olan giris kisminda, ele alinan
konunun tarihsel gelisimi agiklanmis, tez igerigi ve bolimler hakkinda genel bilgiler
sunulmustur.

Ikinci boliimde ise; iigiincii, dordiincii ve besinci bolumler icin gerekli olan temel
tanimlar ve kavramlar yer verilmistir.

Uclincli boliim, iki alt boliimden olusmaktadir. Bu boliimde, bir Banach cebirinin Arens
regiilerligi ele alimmaktadir. Bunun tanim yapilmis ve drnekler verilmistir. Ozellikle bir
Banach cebirinin Arens regiiler olmasi i¢in karakterizasyonlar sunulmus olup bunlara ek
olarak Arens reguler olan bir Banach cebirinin, herhangi bir kapali alt cebirinin de Arens
regiiler oldugu ortaya konmustur.

Dordiincii boliim, bes alt boliimden olusmaktadir. Dordiinci boliimde, zayif Arens
Reguler Banach cebirleri kavrami tanimlanmis olup kuazi carpanlar (quasi-multipliers)
kavrami 6zel Banach cebirleri sinifina genisletilmistir. Diger hususlarin yani sira, zayif
Arens regller bir Banach cebiri olan A'nin Arens regiilerligi ile A*'nin tiim bilinear ve
ayr1 ayr1 siirekli sag kuazi carpanlarinin olusturdugu QM,.(A*) uzayi arasindaki iliski géz
Ontine almmustir. Bunlarla ilgili tanimlar, teoremler ve Ornekler sunulmustur.
Ayrica, QM, (A*) Uzerindeki siki (strict) ve kuazi-siki (quasi-strict) topolojilerin gesitli
Ozellikleri verilmistir.

Besinci boliimde, minimal yaklasik birimlere sahip Banach cebirleri {izerindeki yari-
carpanlar teorisine bir giris sunulmakta tanim ve teoremler verilmistir. Ayrica
C* —cebirleri ile grup cebirlerine uygulamalar1 gelistirilmis ve Ornekler ile
zenginlestirilmistir.

Altinc1 boliimde ise sonug ve Onerilere yer verilmistir.

Anahtar Kelimeler: Banach cebiri, Arens regiilerligi, kuazi carpanlar, kuazi-siki

topolojiler, Yari-carpanlar.



ARENS REGULARITY OF BANACH ALGEBRAS

ABSTRACT

This thesis consists of five main chapters. In the first chapter, the introduction, the
historical development of the subject is explained, and general information about the
thesis content and chapters is provided. The second chapter presents the fundamental
definitions and concepts necessary for the third, fourth, and fifth chapters.

The third chapter comprises two subsections. This chapter deals with the Arens regularity
of a Banach algebra. Its definition is given, and examples are provided. In particular,
characterizations for a Banach algebra to be Arens regular are presented, and
additionally, it is shown that any closed subalgebra of an Arens regular Banach algebra is
also Arens regular.

Chapter Four consists of five subsections. In this chapter, the concept of weakly Arens
regular Banach algebras is defined, and the notion of quasi-multipliers is extended to a
special class of Banach algebras. Among other topics, the relationship between the Arens
regularity of a weakly Arens regular Banach algebra A and the space QM,.(A*) , which
consists of all bilinear and separately continuous right quasi-multipliers of A*, is
considered. Definitions, theorems, and examples related to these topics are presented.
Additionally, various properties of the strict and quasi-strict topologies QM,.(A*) are
provided.

In Chapter Five, an introduction to the theory of semi-multipliers on Banach algebras
with approximate identities is presented, along with relevant definitions and theorems.
Furthermore, applications to C* —algebras and group algebras are developed and
enriched with examples.

Sixth, the chapter presents the conclusions and recommendations.

Keywords: Banach algebra, Arens regularity, Quasi-multipliers, Quasi-strict topologies,

Semi-multipliers.



1. GIRIS

Banach cebirleri, cebirsel yapilarin normlu uzaylarla birlestigi, fonksiyonel analiz ve
cebir arasmnda koprii kuran matematiksel yapilardir. ilk olarak 20. yiizyilin baslarinda
Stefan Banach’m normlu uzaylar lizerine gelistirdigi caliymalarla temelleri atilan bu yap,
zamanla operat0r teorisi, C*cebirleri ve harmonik analiz gibi bir¢ok alanda énemli bir rol
istlenmistir. Banach cebirlerinin 6zellikle ¢arpanlar, Arens {iriinleri ve regiilerlik gibi
ileri dizey kavramlarla etkilesimi, bu alanin hem teorik hem de uygulamali olarak

gelismesine katki saglamaktadir.

Ronald Larsen’in klasiklesmis eseri Carpanlar Teorisine Giris, degismeli Banach cebirleri
tizerindeki ¢arpanlar1 sistematik bi¢cimde ele alirken, bu kavramin degismeli olmayan
Banach cebirlerine genellestirilmesinin zorluklarim1 da ortaya koymustur. Degismeli
olmayan yapilarda klasik anlamda tanimlanan g¢arpanlar yetersiz kalmakta, bu nedenle
cesitli genellemelere ihtiyag duyulmaktadir. Ne sag ¢arpanlar ne de sol ¢arpanlar ¢carpma
islemine gore simetrik bir yapi olusturmakta, bu da kavramsal eksikliklere yol
acmaktadir. Bu baglamda, kuazi (yar1)-carpanlar (semi-multipliers) kavrami ortaya
atilmis ve daha genel bir yap1 olusturmak iizere degerlendirilmistir. Ozellikle bir
C* —cebirinin kuazi (yari)-¢arpanlarmnin, durum uzayinda zayif siirekli olan ¢ift dual
uzaydaki elemanlarla 6zdeslestirilebilecegine dair elde edilen bazi sonuglar, bu kavramin

uygun bir genelleme olabilecegini gdstermektedir.

Kuazi(yari)-garpanlarm en temel kusuru ise, dogrudan bir carpilabilirlik tanimi
icermemeleridir. Bu c¢alismada, bu kusur onemli bir Banach cebiri sinifi iizerinde ele
alinmakta ve kavramsal olarak giderilmeye g¢aligilmaktadir. Tezin {iglincii bolimunde,
kuazi (yar1)-carpan teorisine genel bir bakis sunulmakta; dérdiince ve besinci bolimde ise

baz1 6zel Banach cebirlerinin kuazi (yari)-garpanlarinin yapisi detaylandirilmaktadir.

Tezin odak noktalarindan biri olan zayif Arens Reguler Banach cebirleri, kuazi garpan
(quasi-multiplier) kavrammin daha o6zel ve incelikli bigimlerde tanimlanabildigi

yapilardir. Bu kapsamda, bir Banach cebirinin zayif Arens regiilerligi ile, uzay tizerinde



tanimlanan tim bilinear ve ayr1 ayri siirekli sag kuazi g¢arpanlardan olusan uzayi
arasindaki iligki incelenmektedir. Ayrica bu uzay iizerinde tanimlanan strict ve quasi-
strict topolojilerin matematiksel 6zellikleri belirlenmekte, bu yapilarin analitik davranisi

detaylandirilmaktadir.

Son olarak, tezde Arens regiilerliginin karakterizasyonuna dair c¢esitli sonuglar ele
almmakta ve mevcut literatiirdeki bulgularla karsilastirilmaktadir. Ozellikle, bir Banach
cebirinin Arens regiiler olmas: durumunda, onun kapali alt cebirlerinin de bu 6zelligi
korudugu gosterilmektedir. Bu sonucglar, Banach cebirlerinin i¢ yapisal simetrisi

acisindan 6nemli bir ¢ikarim niteligindedir.

Bu ¢alisma ile amaglanan, Banach cebirleri iizerindeki ¢arpan yapilarmin genellestirilmis
formlarini inceleyerek, Arens regiilerligi ve kuazi carpanlar arasindaki iliskiyi aciga
¢ikarmaktir. Ug temel calismanin sentezi ile olusturulan bu tez, alan yazina kavramsal bir
derinlik kazandirmayir ve mevcut teorileri bir biitiinliik icerisinde degerlendirmeyi

hedeflemektedir.



2. TEMEL KAVRAMLAR

Bu boliimde daha sonraki boliimlerde kullanilacak bazi temel tanim ve teoremler verildi.

2.1. Topolojik Uzaylar ve Topolojik Gruplar

Tanmm 2.1.1. X bos olmayan bir kiime ve X kiimesinin alt kiimelerinin bir simifi olan t
verilsin. Eger;

. @9,X€erT,

Il.  Vi=12,..,nicin G; € T olmak Uzere, N,G; €1

1. Viel+#0@icinG; € tolmak tzere, U;G; €t

sartlar1 saglaniyorsa; T sinifina X Uzerinde bir Topoloji ve (X, T) ikilisine de Topolojik
uzay denir. (X,T) topolojik uzaymmda, T nun elemanlarina; bu topolojik uzaymn
acik kiimeleri denir (Tas, 2005).

Tamim 2.1.2. (X, 7) topolojik uzay ve X > A olsun.

AcU;G; (2.2)

olacak sekilde (G;);c; acik kiimelerinin smifina A kiimesinin bir agik Ortlst denir
(Tas, 2005).

Tamm 2.1.3. X herhangi bir kiime olsun. X in tiim altkiimelerinin smifi t ile gosterilsin.

Bu agikga bir topolojidir. Bu topolojiye diskret topoloji denir (Tas, 2005).

Tamm 2.1.4. (X, 1) topolojik uzay ve (X 2)A nin her agik Ortiisiiniin sonlu bir agik alt

ortist varsa A kiimesine kompakt kiime denir (Tas, 2005).



Tanmm 2.1.5. G # @ kimesi asagidaki ozellikleri saglayan -: G X G = G, (x,y) = xy
carpma islemi asagidaki sartlari sagliyorsa G ye bir grup denir (Tas, 2005).
i.  Vx,y,z € Gicin x(yz) = (xy)z (Birlesme 6zelligi)
ii. Vx € G igin, xe = ex = x olacak sekilde e € G vardir. (Birim eleman)
iii. VxeG ich xx ! =x"1x =e olacak sekilde bir x™! € G vardir. (Ters

eleman)

Tamm 2.1.6. (G,") bir grup ve G © H da G kiimesinin alt kiimesi olsun. Eger (H,") da bir
grup ise bu takdirde H grubuna G grubunun altgrubu denir (Tas, 2005).

Tamm 2.1.7. Bir G grubundan bir H grubu i¢ine taniml

¢:G->H ¢px+y) =)+ 1) (2.2)

doniisiimine bir homomorfizma adi verilir. Eger bu homomorfizma birebir ve Orten ise
bu takdirde izomorfizma admi alir. Eger G grubundan H grubuna bir izomorfizma varsa

bu takdirde G ve H izomorfik grup olurlar ve birbirinin ayni olarak kabul edilirler
(Tas, 2005).

Tamm 2.1.8. G bir grup ve ayn1 zamanda (G, T) bir topolojik uzay olsun.

i. G XG - G doniisimii stirekli,
(y) - xy

ii. G — G dontsimi siirekli
x—-x~1

ise G ye bir topolojik grup denir. Dahasi; bir topolojik grup, bir G grubunun grup

islemlerini siirekli kilan bir topoloji ile donatilmasidir (Tasg, 2005).

Tamm 2.1.9. G bir topolojik grup olsun. Bu grup, tzerindeki topolojiye gére kompakt ise

bu topolojik gruba, kompakt topolojik grup adi verilir (Tas, 2005).

Tammm 2.1.10. G bir topolojik grup olsun. Bu grup, Uzerindeki topolojiye gore lokal
kompakt ise bu topolojik gruba; lokal kompakt topolojik grup denir (Tas, 2005).



Tammm 2.1.11. G bir lokal kompakt topolojik degismeli grup ise, y:G — T seklinde G
grubundan T birim ¢ember igine tanimli siirekli bir homomorfizmaya karakter adi
verilir. Bu sekilde tanimli tiim karakterlerin kiimesi de G nin karakter grubu veya dual
grubu olarak adlandirilir ve G veya I' ile gdsterilir. Burada, T={1€ C: |A]| =1}
seklindedir. Eger y € G ise y ye G nin karakteri denir. Sunu belirtelim ki; buradaki G

dual grubunun kendisi de ayn1 zamanda lokal kompakt topolojik degismeli gruptur (Tas,
2005).

Tamm 2.1.12. G herhangi bir topolojik grup olsun. Bir f fonksiyonu verilsin. Bu f
fonksiyonunun G tizerinde siirekli olmasi i¢in; Ve > 0 igin G lzerinde e birim elemanmin

bir U komsulugu vardir ve a € G igin t € aU ise,

If@) - fa)l <e (2.3)
Olmasidir (Tas, 2005).

Tammm 2.1.13. G herhangi bir lokal kompakt topolojik grup ve f, G Uzerinde bir
fonksiyon olsun. Eger f sol (sag) diizgiin siirekli ise Ve > 0 i¢cin G Uzerinde bir e birim

elemanmin bir U komsulugu vardir 6yle ki; x € G ve her u € U igin,

lf(x) — f(xuw)| <€ veya |f(x) — fux)| < e (2.4)

dir (Tas, 2005).

Tammm 2.1.14. G herhangi bir lokal kompakt topolojik grup ve f, G lzerinde bir
fonksiyon olsun. Ve > 0 igin G lzerinde e birim elemaninin bir U komsulugu vardir dyle

Ki; x € G ve her u € U i¢in;

IfGcu™) = f)l <e (2.5)

dir (Tas, 2005).



Onerme 2.1.1. G bir topolojik grup, her @eG igin Ly:G — G ve R,:G — G dontistimleri
birer homeomorfizma olsun. L, ve R, doniisiimlerinin tersi de birer homeomorfizmadir

(Hewitt and Ross, 1979)

Ispat: Ly,:G — G ve R,: G — G dontistimleri stirekli iki doniisimdiir. Herhangi bir ¢ € G
icin L, ve R, doniisiimleri siirekli olup bu doniisiimlerin ters doniisiimleri de siirekli olur
ve bu doniigiimler ayni zamanda siirekli birer ters doniistime sahiptirler. L,-1 dontigimii

L, m, R,-1 doniisimil de Ry, m stirekli bir tersi olur. Bu durumda;

Ly (Le(9)) = Ly(o™" ) = 097 g) = g (2.6)

ve

Ly (Lq,(g)) =Ly,1(pg) =9~ (9g) =g (2.7)

olur. Bdylece sol donilistim bir homeomorfizmadir. Benzer sekilde sag doniisiimiin de

homeomorfizma oldugu gosterilebilir.

oluyorsa y izometrik immersiyon (metrik koruyan immersiyon) olarak tanimlanir
(Hewitt and Ross, 1979)

2.2. Banach Uzaylarn ve Banach Cebirleri

Bu calisma boyunca ele almacak vektdr uzaylarinin kompleks sayilar cismi {lizerinde

verildigi kabul edilecektir ve kompleks sayilar cismi de C ile gOsterilecektir.

Tammm 2.2.1. C veya R flzerinde tanimli bir lineer uzay (vektér uzayr) X olsun.
[-]l: X > R* fonksiyonu Vx,y € X ve a € C igin asagidaki sartlar1 sagliyorsa, |||

fonksiyonuna X tzerinde bir norm ve (X, ||-[|) ikilisine de normlu uzay denir.



i. x|l=0
ii. [xl=0ex=26
iii. x € X ve askalerii¢in, [|ax|| < |a|]|x]|
iv.  vx,yeXicin [lx +yll < llxIl + Iyl
Norm; x — [|x]|| seklinde bir fonksiyondur (Tas, 2005).
Tamim 2.2.2. X normlu uzayinda bir {x,} dizisi alalim. Eger,

llx, = xpll = 0, (n,m — ) (2.9)

ise {x,,} dizisine Cauchy dizisi denir. X normlu uzaymda her Cauchy dizisi bu uzaym bir

elemanina yakinsak ise X e bir Banach uzayi denir (Tas, 2005).

X ve Y iki Banach uzay1 olsun. T: X — Y doniisiimii X den elde edilen her xeX icin Y nin

tek bir y = Tx elemanini kars1 koyarsa X Uzerinde (Y de degerler alan) bir T operatori

tanimlanmistir denir (Tas, 2005).

Tamim 2.2.3. T: X — Y operat6rii X den elde edilen her x,,x, ve a, 8 € C olmak Uzere,
T(axy + fx;) = aT(xy) + BT (x2) (2.10)

sartin1 sagliyorsa, T operatoriine lineer operator denir (Tas, 2005).

Tanmm 2.2.4. T: X — Y operatori X den elde edilen her sinirli kiimeyi Y de baska bir

sinirh kiimeye doniistiiriirse, T lineer operatdrine sinirh lineer operator denir. Bir bagka

deyisle; Vx € X igin,

ITx|ly < Cllxllx (2.11)

olacak sekilde bir C > 0 sabiti varsa T ye simirh operator denir (Tas, 2005).



Tammm 2.2.5. T: X —» Y sinirh ve lineer operator olsun. |[Tx|ly < Cllx|lx esitsizligini
saglayan C sayilarinm infumumuna T operatdriiniin normu denir ve |[T|| ile gdsterilir
(Tas, 2005).

IT|l = inf{C > 0 : ITx[ly < Cllxllx} = sup LN (2.12)

llx|| =6 (B

Tamm 2.2.6. Eger T: X — Y lineer operatorii icin n — o i¢in ||x, — x|| = 0 olmasi,
n - oo i¢in [|Tx,, — Tx|| = 0 olmasin1 gerektirirse T operatdriine stirekli operator denir.
X uzaymni Y uzayma donistiiren tiim lineer ve smirl operatorlerin kiimesini B(X,Y) ile

gosterelim (Tas, 2005).

Tamim 2.2.7. A kiimesi, C cismi {izerindeki bir lineer uzay olsun. Eger A X A dan A ya
tanimli olan ve (x,y) — xy olarak belirlenen doniisiim x,y,z € A ve a € C igin,
i x(yz) = (xy)z

i. x(y+z)=xy+xzve (x+y)z=xz+yz

i, alxy) = (ax)y = x(ay)
sartlarini sagliyorsa, bu uzaya bir A cebir adi verilir.

iv. xy = yx ise degismeli cebir,

V. xe =-ex =x olacak sekilde e € A varsa birimli cebir adm alr

(Tas, 2005).

Tanim 2.2.8. C Uzerindeki bir (4, ||-]|) normlu lineer uzayi eger,
i. A bir cebir,
ii. x,y € Aolmak uzere ||xy|l < llx|llIyll

sartlarini sagliyorsa, A cebirine bir normlu cebir denir (Tas, 2005).

Tamm 2.2.9. Eger (4, ||])) normlu cebiri bir Banach uzay1 ise bu normlu cebire bir
Banach cebiri denir. Her x,y € A igin, xy = yx ise A cebirine degismeli cebir denir. A
Banach cebirinin ¢arpma islemine gore etkisiz elemani varsa yani Vx € A igin
xe = ex = x olacak sekilde e € A varsa, A cebirine birimli cebir ve e elemanma da

cebirin birim elemani denir (Tas, 2005).



Ornegin; B(X) de asagidaki sekilde bir carpma islemi tanimlanabilir.
(AB)(x) = A(Bx) A,B € B(X) (2.13)
ve
IABII < [IAIIlIBII (2.14)
esitsizliginden goriildiigii gibi bu g¢arpma islemi siireklidir ve dolayisiyla B(X) bir
Banach cebiridir (Tas, 2005).

Biz bundan sonra ele alacagimiz biitiin Banach cebirlerin degismeli Banach cebiri

oldugunu kabul edecegiz.

Tanmm 2.2.10. A birimsiz bir Banach cebiri olsun. A; de x € A ve a € C olmak (zere

(a, x) swral1 ikililerin climlesi, yani
A =AxC={(a,x):x €A a€C} (2.15)
olsun. Bu ciimle, x,y € A ve a, b € Cigin
a) (x,a)+ (,b)=(x+y,a+b)
b) b(x,a) = (bx, ba)

c) (x,a)(y,b) = (xy + ay + bx,ab)

islemlerine gore bir cebirdir. A4,

I Cx, )|l = [IX1] + |al (2.16)

normuna gore bir Banach cebiridir. Bilindigi iizere A degismeli bir Banach cebiri ise

My, , M, nin tek nokta kompaktlamasidir.

My, = My + {0} (2.17)

olur (Tas, 2005).
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Tanim 2.2.11. A bir cebir ve A D [ verilsin. [ lineer altuzayi, x,y € I oldugunda xy € I

ise bu I altuzayina altcebir denir (Tas, 2005).

Tammm 2.2.12. A bir komditatif Banach cebiri olsun. a € A ve {e;} c A olmak Uzere, A
Banach cebirinde ae; — a olacak sekilde bir (e;);c; ag1 varsa, (e;);c; agma bu cebirin
yaklagik birimi denir. Eger her i € I igin |le;|| < C olacak sekilde bir € > 0 sabiti

mevcutsa (e;);e; Ye sirh yaklasik birim adi verilir (Tas, 2005).

Tamim 2.2.13. A bir cebir ve I da bir altcebir olsun. x € A ve y € I igin xy € I oluyorsa,
I altcebirine ideal ad:1 verilir. Eger burada [ # A ve I # @ ise, I ideali has ideal olur.
Higbir ideali, bagka bir ideal tarafindan kapsanilmayan ideale maksimal ideal denir

(Tas, 2005).

G lokal kompakt bir grup ve A(g) sol Haar 6lciimii olsun. L'(G) uzay birinci dereceden
mutlak degerce Haar Ol¢iimiine gore Lebesque anlaminda integrallenebilir surekli

fonksiyonellerin uzay1 olsun. L'(G) uzay: f € L*(G) icin,

Iflly = [ 1f (©)dAt) (2.18)
normu ile bir Banach uzayidir. L*(G) yi asagidaki sekilde tanimlayacagiz. " * " carpma
islemi ile bir Banach uzayidir. f, g € L*(G) igin

frg@) = [, flxy ™)g(y)day) (2.19)
dir. Eger kompakt bir grup ise 1 < p < oo igin LP(G) uzay1 f € LP(G) igin,
1
Ifll, = (If ©PdAD)? (2.20)

normu ile bir Banach cebiridir (Tas, 2005).

G lokal kompakt bir grup ve d(g) ise G de bir sol Haar 6l¢iimi olsun. L'(G) uzayi ile G
tizerinde Lebesque anlaminda d(g) Olgumine gbére mutlak integrallenebilir

fonksiyonlarin uzayimi gosterelim. L'(G) uzay1 f € L*(G) igin,
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IFlly = £,1f (9)ldg (2.21)

normuna gore bir Banach uzayidir. L'(G) yi asagidaki sekilde tammlayacagiz. " x

carpma islemi ile bir Banach cebiridir. f, g € L*(G) igin,

(f *9)(s) = [, f(xg™DHh(g)dg (2.22)
(Tas, 2005).

Tamm 2.2.14. Bir C* —cebir, Uzerinde bir norm || - || ve bir involisyon (yani * islemi)
taniml1 olan bir kompleks Banach cebiri A olup, asagidaki iki kosulu saglar:
. Vab € Aigin(ab)* = b*a”

. Va € Aicin[la*al| = ||la|?

Bu 6zellikler, C* —cebirlerini hem cebirsel hem de analitik yapilar1 bir araya getiren 6zel
bir cebir sinifi haline getirir. Ozellikle bu norm kosulu, involiisyonun normla uyumlu
oldugunu garanti eder ve C* —cebirlerin Hilbert uzaylarindaki operatorlerle olan derin

iliskisini yansitir (Pedersen, 1979).

Tamm 2.2.15. Bir Banach cebiri A, zayif kompakt cebir olarak adlandirilirsa, bu cebirin
carpim islemi altinda belirli zayif topolojik kompaktlik kosullarmi saglamasi gerekir. Bu
tiir cebirler, genellikle asagidaki 6zelligi tasir:

Her a € A i¢in sol ¢carpma islemi Lyt A = A, La(x) = ax, zayif operator topolojisi
altinda zayif olarak kompakt bir operatordir. Yani L,, birim yuvarm gorintustni

zayif topolojide kompakt hale getirir (Ulger, 1990).

Tammm 2.2.16. Bir Banach cebiri A icin bir B cebirin “ara cebir” olarak
adlandirilabilmesi i¢in genellikle su kosullar1 saglamas1 beklenir:
I. A, B’ nin yar1 ideali olmalidir. Bu, A’nin B’nin hem sol hem de sag carpimlari
altinda kapali oldugu anlama gelir (yani, ba € Ave ab € Ahera € A, b € B).
[l.  A’nmn yari-garpan uzay1 ile B arasindaki doniigiimiin (genellikle @5 ile gosterilir)
bir izometri olmasi beklenir. izometri, iki metrik uzay arasindaki mesafeyi

koruyan haritadir; bu baglamda normu korudugu anlamina gelir.
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Eger A sinirli bir ultra-yaklasik birime sahipse, bu ara cebirler genellikle A’nin yari-
carpan uzayl QM(A) nin bir alt cebiri olarak kabul edilebilir. Bu durum, ara cebirlerin

A’nm carpan teorisiyle iliskisini ortaya koyar (Ulger, 1992).

Basitce ifade etmek gerkirse, ara cebirler, belirli bir cebir A ile daha genis bir cebirsel
yap1t B arasindaki iliskiyi tanimlayan, carpanlar ve ideallerle ilgili 6nemli Ozelliklere

sahip 6zel cebirdir.
2.3. Dual Uzaylar

Tamim 2.3.1. X Banah uzaymda tanimli f: X — C doniisiimii X uzayindan elde edilen her

x,yvea,p € Cicin,

flax + By) = af (x) + Bf () (2.23)

esitligini saglarsa, bu doniisiime lineer fonksiyonel denir (Tas, 2005).

X bir Banach uzay1 ve f de X iizerinde tanimli bir lineer fonksiyonel olsun. Her x € X
icin |f(x)| < Cllx|| olacak sekilde bir C > 0 sabiti varsa, bu fonksiyonele smirh
fonksiyonel adi verilir. Yukaridaki esitsizligi saglayan C sabitlerinin supremumuna f

fonksiyonellerinin normu denir ve ||f|| ile gdsterilir. Yani;

”f” = sup L Ol (224)

|| =6 [lxl
dir (Tas, 2005).

Tamm 2.3.2. X Banach uzaymda tiim smnirh lineer operatorlerin kiimesine X uzayinin

dual uzay ad1 verilir. X* veya B (X) ile gosterilir (Tas, 2005).

Tamim 2.3.3. X, F cismi Uzerinde bir normlu uzay ise X* n bir Banach uzay1 oldugunu

biliyoruz. X* bir Banach uzay1 oldugundan X* bir dual uzaya sahiptir ve bu dual uzay
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(X*)* = X** ile gosterilir. X** da bir Banach uzayidir. Bu ylizden X** da bir duale

sahiptir. x € X ise x elemani, X** 1n bir X elemanini tanimlar. Yani; x* € X* igin,

2(x*) =x*(x) (2.25)

esitligi ile X: X* - F doniisiimiinii tanimlar. O zaman her x € X icin, ||X|| = ||x|| olur.
x = X ile £: X - X™ donisiimiine, X in kendisinin ikinci dualinin i¢ine dogal gommesi

denir (Tas, 2005).

Tanim 2.3.4. Genel olarak bilinmektedir ki; bir topolojik vektdr uzayindaki topoloji, sifir
noktasinin komsuluklar1 (veya taban komsuluklari) ile belirlenir. X bir Banach uzayi
olmak Uzere, X de sifirm {x: [|x|| <&} komsuluklar1 ile olusan topolojiye kuvvetli
topoloji denir (Tas, 2005).

Tamm 2.3.5. Kuvvetli topolojiye goére X de bir {x,} dizisinin x noktasma yakinsamasi

demek, ||x, — x|l » 0 olmasi1 demektir. Bu yakinsama Kkuvvetli yakinsama olarak

adlandirilir (Tas, 2005).

Tamim 2.3.6. Simdi de zayif topolojiyi (w — topoloji) tanimlayalim. Keyfi € > 0 ve
sonlu fi, fo, o, fn €X* igin X de {x: |fi(0)]| <e¢ ..,|fn(x)] < e} komsuluklar1 ile
olusan topolojiye zayif topoloji ve w — topoloji denir (Tas, 2005).

X den elde edilen her [x,} dizisinin x noktasina, zayif topolojiye gore yakinsamasi
demek, her f € X* icin f(x,) = f(x) olmasi demektir. Zayif (weak) topoloji bazen
o(X,X™) ile de gosterilir (Tas, 2005).

Dual uzaylarda bu iki topolojinin yani sira daha zayif topolojilerden de bahsedilebilir. X

bir normlu uzay, X* bu uzayimn duali olsun. Keyfi € > 0 ve sonlu x4, ..., x, € X* i¢in;

I IfGdl <e, ., [f ()] < €} (2.26)

X* da komsuluklarinimn belirttigi topolojiye zayif* topoloji veya weak™ topoloji denir
(Tas, 2005).
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Tanmim 2.3.7. Yukaridaki zayif topolojiden de anlasilacag: gibi; X* da bir (f,) dizisinin

f e zayif* topolojiye gore yakinsamasi demek, her x € X i¢in, f,,(x) = f(x) olmasi
demektir (Tas, 2005).
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3. BANACH CEBIRLERININ iKiNCI BIRLESEN CEBIRLERI

Uciincti boliim iki alt bolimden olusmaktadir. Bu boliimde, bir Banach cebiri A’nin
Arens regiilerligini inceleyecegiz. Ozellikle A’nmn Arens regiiler olmasi icin gerekli olan
karakterizasyonlar verecegiz. Ayrica A, Arens regller olan bir Banach cebiri ise, A’nin

herhangi bir kapali alt cebirinin de Arens regiiler oldugunu gosterecegiz.
A bir Banach cebiri ve A" ile A™ 'nin sirastyla birinci ve ikinci dual uzaylar1 olsun.
0: A — A™’a kanonik gémme islemini gosteriyoruz. A** fizerindeki iki Arens ¢arpimi,

asagidaki kurallara gore asamali olarak tanimlanar.

Arens Carpimi Tanmimlar: Asagidaki tanimlamalar A** {izerindeki Arens ¢arpimlarinin
asamalarmi olusturur.

1) ¢, d € A, @ € A* olmak Uzere;
(pAc,d) = p(cd) (3.1)

ise @ Ac € A" olur.
2) HeA™, @ € A" ve c € Aolmak Uzere;

(HAp,c) =H(pAc) (3.2)

ise bu durumda H A ¢ € A*olur.
3) D,H € A olmak Uzere;

(HAD, @) = H(D A ¢) (3.3)
ise bu durumda (D A H) € A**olur. Bu tanimlar, bir Banach cebiri A’nm ikinci dual

uzayr A™ iizerinde farkli Arens carpimlarmi kurmak icin kullanilan temel adimlart

gostermektedir (Wong, 1994).
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A**, Arens ¢arpimi A altinda bir Banach cebiridir ve bu cebiri (A**,A) ile gosterecegiz.
Simdi diger Arens ¢arpimi olan A’ i¢in tanimlamalara gecelim.

1) c¢,d € A, ¢ € A* olmak Uzere;

(cA'p,d) = @p(dc) (3.4)

ise bu durumda ¢ A’ ¢ € A*olur.

2) @ € A" ve D € A™ olmak Uzere, @A’D su sekilde tanimlanir;
(pA'D,c) = D(cA'p) (3.5)

ise pA’D € A* olur.
3) D,H € A* olmak Uzere, D A’ H su sekilde tanimlanir;

(DNH, ) = H(pA'D) (3.6)
ise bu durumda DA’H € A*™ olur. A*, Arens ¢arpimi A’ islemi altinda bir Banach
cebiridir ve bu cebiri (A4**,A’) ile gosterecegiz. Her iki Arens carpimlar1 da A, A** igine
kanonik gomiildiigiinde, A Uzerindeki carpma islemini genisletir. A ve A’ ¢arpimlar1 A**
Uzerinde birbirinden farklidir. Eger bu iki ¢arpim A** iizerinde birbiriyle Ortiisiiyorsa A
cebirine Arens reguler adi verilir (Wong, 1994).

3.1. Banach Cebirlerinin Arens Regiilerligi

Lemma 3.1.1. A bir Banach cebirive L,:A — A" operatérd, soldan strekli ve lineer bir

operatdr olsun. Vvd € Ave ¢ € A”igin L,(d) =@ Ad ise p Ad € A" (Wong, 1994).

Ispat. L,:A - A", ¢, d,z € Aolsun. L,(d) = ¢Ad oldugunu gosterelim.

(Lyd,c)=(d, L,"c)=(d,cp) =@ Ad = L,d=pAd (3.7)
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bulunur (L(p*: L, nin eslenegi). Sonug olarak; (e/;), A’nin sinirh yaklagik birim
elemani olsun L,: A — A" bir siirekli lineer doniistimiiyse L(p(eﬁ. d) = @Ad oldugunu

gosterelim.

(L(p(eﬁ.d),z) =(ep.d, L, z) = (ep.d,z.¢) = (d, zpeg) = (d, zp) = (pAd, z)
= L(p(eﬁ. d)=pAd (3.8)

olur (Wong, 1994).
Tamm 3.1.1. Her D € A™ igin D. L,, ifadesi DL, (c) = (DAp)(c) ile tanimlanur.
Lemma 3.1.2. Her D € A* i¢in D. L, ifadesini;

D L,(x) = (DAgp,x) (3.9
olarak tammlarsak bu durumda D.L, = DA € A olur (Wong, 1994).
Ispat. L,: A — A operatorii soldan strekli operator olsun. Vc € A igin; (D L,c,d) =
(Lyc,dD) = (pc,dD) = (DA@,cd) = (D L,c,d) = (DA@p,cd) = D.L,c = (DAp)(c)
olup DAg € A" olur. Boylece D. L, A" lzerinde soldan surekli bir operatér olur (Wong,
1994).
Ornek.3.1.1. L," : A — A operatdrini D € A** igin;

L,(D) = DAg (3.10)

ile tammlayalim. Bu durumda L,":A™ — A* operatorii soldan strekli bir lineer

operatordir (Wong, 1994).

Ispat. (L,"(D),z) = (D, L,z) =(D,¢z) = (D.¢p,z) - L, (D) = DAg elde edilir. Bu
durumda L," agikga A** dan A*” ya soldan siirekli bir operatérdir (Wong, 1994).
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Lemma 3.1.3. eg, A"’nin soldan zayif smirh yaklasik birimi olsun. Bu takdirde;

L, (eg.D) = DAg oldugundan DAg € A™ olur (Wong, 1994).
Ispat. D € A* igin;

(L(p*(eﬁ.D),z) =(ep.D Lyz) = {ep.D, pz) = (D, (¢.z)eg) = (D, ¢.z) = (DAg, z)
= L,"(es.D) = DAy (3.11)

ise DAp € A* olur.
Tamm 3.1.2. VD,H € A* igin D L, operatdrin(;

D L,"(H) = D(HA@) (3.12)
olarak tanimlayalim. Bu durumda D L,,” € A***olur (Wong, 1994).
Tamm 3.1.3. VD € A i¢in L, (D) = DL,," olararak tanimlanir (Wong, 1994).
Lemma3.1.4. VD € A* igin L, : A™ — A™* operatorini;

L,”"(D)=DL,’ (3.13)

ise L, (D) operatdrii A™* den A*** surekli bir operatérdir (Wong, 1994).
Ispat. L,": A" — A™* operatoriinii gdzOniine alalm. VD, H € A™ igin;

(L,”D,H) =(D, L,”"H) =(D,Ho) = {(pD,H) =(D. L,",H) = (L, D, H)
=(D.L,",H)=> L,”.D=DL," (3.14)
elde ederiz. Bu durumda L(p**

Yani L, € A olur (Wong, 1994).

acikga A™ den A Uzerine surekli bir sol operatérdir.
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Teorem 3.1.1. A bir Banach cebiri i¢in bu durumda asagidaki ifadeler birbirine denktir:

A Arens regulerdir.

Vo € A" igin; 0(A*), A™’nin bir alt uzayr oldugunda L, "(A™), 6(4")
tarafindan kapsanir.

Vo € A" icin, L, zayif olarak kompaktir.

DeA* ve {x,} A’da sinrrh bir ag olsun. Eger 8(x,) = D ’ye zayif
yakinsiyorsa; @A’D, {¢ A x,} nin zayif limit noktasidir (Wong, 1994).

Ispat. (i) = (ii): (i) dogru kabul edelim. D, H € A** olsun. O halde,

L,"(¢) =D. L,’ (3.15)

dir ve (i) geregi;

D. L,"(H) = D ( L, (H)) = D(HAp) = (DAH) ()

olur. Bu nedenle;

olur ve boylece;

= (DAH)¢ = H(pA'D) = (pA'D)(H) (3.16)
D. L, =6(pAD) € 6( A (3.17)
L,"9(D) =D. L," € 6(A") (3.18)

olur. Bu da (ii)’yi ispatlar (Wong, 1994).
(ii) = (iii)  : Bu sonug¢ dogrudan (Dunford and Schwartz, 1958)’den elde edilir.

(iii) = (iv) : L, ‘nin zayif kompakt oldugunu varsayalm. D,H € A™olsun. O zaman

Goldstine Teoremi (Dunford and Schwartz, 1958)’ne gore, A’da smirli bir {x,} agi

vardir. Oyleki 6(x,) » D zayif bir sekilde yakmsar . Benzer sekilde, H(yﬁ) — H zayif

yakinsayacak sekilde sinirl bir {yﬁ} ag1 mevcuttur. L,,, zayif kompakt oldugundan ve

bazi h € A* igin;
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Ly, (xg) > h (3.19)
zayif bir sekilde yakinsadigini varsayabiliriz. Dolayisiyla;
pAx, = h (3.20)
zaylf bir sekilde yakinsar (Wong, 1994). Bu nedenle,

li(rln D(pAx,) = D(h) = lién Q(yﬁ)h = liénlior(n H(yﬁ)(goAxa)
= lién lior(n (p(xayﬁ) = liénlién(yﬁA’go) (xq)
= lién lior(n H(xa)(yﬁA’(p) = liénH (yﬁA’go)

= lién((pA’H) (vp) = limx(yg)(@A'H) = D(pN'H)  (3.21)
B

olur. Bu nedenle ¢ A’'H, {@pAx,}’nin zayif yaklagik limit noktasi olur. Bu da (iv)’i
ispatlar (Wong, 1994).

(iv) = (i) : (iv)’tin dogru oldugunu varsayalim. D, H € A**olsun. O zaman Goldstine
Teoremi geregi, A’da smirh bir {x,} ag vardir. Oyleki 6(x,) = D zayif bir sekilde
yaklasik yakinsar. @A'F, {@A x,}'nin zayif yaklasik limit noktasi oldugundan sunu

varsayabiliriz;

D(pA’H) = 1im D(pAx,) = lim(DAg)(x4)

= ym 0(x,)(DAp) = H(DA@) = DAH(¢p) (3.22)
olur. Bu nedenle;
(DA’H) (@) = H(pA'D) = DAH (o) (3.23)

olur ve boylece A Arens regulerdir (Wong, 1994).



21

Sonug olarak; A Banach cebiri olsun ve A’dan A*’a olan her siirekli dogrusal T

dontisiimii zay1f, kompakt olsun. Bu durumda A Arens regulerdir (Wong, 1994).

Ispat. Her L,(¢ € A") zayif kompakt oldugundan, Teorem 3.1.1 ‘c gbre A Arens
regulerdir. Simdi A, bir B * cebiri ve B * bir w * — cebiri olan Banach uzay:1 B olsun. O
zaman (Akemann, 1967)’a gore, A’dan B’ye giden her siirekli dogrusal T doniisiimii zay1f
kompaktir. Bu sonugtan, (Akemann, 1967)'den A’nin Arens reguler oldugu sonucu ¢ikar.
"Her A’dan B’ye giden her siirekli dogrusal T doniisiimiiniin zayif kompakt olmas1”
ozelligi ¢ok gucli bir 6zelliktir. A’nin Arens reguler olmasi i¢in; sadece A*’daki tiim
@’ler i¢in L,’nin zayif kompakt oldugunu gostermemiz yeterlidir. Bu nedenle, bir

B * -cebirinin Arens reguler olmasi i¢in daha basit bir ispat bulunabilir (Wong, 1994).
3.2. Arens Reguler Bir Banach Cebirinin Alt Cebirleri

A Arens reguler bir Banach cebiri olsun. Bilindigi tizere, A’nin bir alt cebirinin Arens
reguler olamayabilecegi iyi bilinmektedir. Sonsuz; V, sonsuz bir abel, yerel kompakt
grubun grup cebiri olsun. Bu durumda V, bir A* — cebiridir. A’da V’nin yardimc1 bir
norm altinda tamlamasi olsun. (Civin and Yood, 1961)'e gore V Arens reguler degildir.

A, B ™ — cebiri oldugu i¢in A arens regulerdir (Wong, 1994). A bir Banach cebiri ve
V, A’nm kapali bir alt cebiri olsun. Vo € A* icin ¢y ’yi;

oy (x) = p(x) (3.24)

seklinde tanimlariz. Bu her x € V icin gecerlidir. Bu durumda ¢, € V*olur (Wong,
1994).

Teorem 3.2.1. V, A’nm kapali bir alt cebiri olsun. Eger A Arens reguler ise, VV de Arens
regulerdir (Wong, 1994).

Ispat. ¢ € V* olsun. Bu durumda ¢, = ¢ olacak sekilde bir ¢ € A* vardir. Her x € V,
h € A" igin;
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oy (x) = p(x) (3.25)
dir. D € V** olsun. Ve D’yi su sekilde tanimlayalim: D(h) = D(hv). . D € A** oldugu
aciktir. A Arens reguler oldugundan, Teorem 3.1.1’¢ gbre Lp sol ¢arpim operatorii
A Uzerinde zayif kompakt bir operatordiir (Wong, 1994). Simdi V’de smirli bir {x,} agmi
alahm. O zaman; Lz(x,) = h zayif olarak bir h € A* i¢in yakinsar.
oldugundan ve

((hAxy)y) = hy.x, (3.27)

olur. (hx,)y € V* oldugundan, su sonuca variriz;
D(hy) = D(h) = lim D (hAx,) =1im D ((RAx,), ) = lim D(hAx,)  (3.28)
a a a

Bu nedenle, L,(x,) — hy zayif olarak yakmsar ve bdylece Teorem 3.1.1'e gore V Arens

regulerdir. Bu da ispat1 tamamlar (Wong, 1994).
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4. ZAYIF ARENS REGULAR BANACH CEBIRLERINDE KUAZI
CARPANLAR

Bu bolim 5 alt bolimden olusmaktadir. DOrduncu bolimde, zayif Arens regiiler
Banach cebirleri kavramini tanimhiyor ve kuazi c¢arpanlar (quasi-multipliers)
kavramini Banach cebirlerinin bu 0zel sinifina genisletiyoruz. Diger hususlarin yani sira,
zayif Arens regiiler bir Banach cebirinin A*’nin Arens regiilerligi ile A*’nin tiim bilinear
ve ayr1 ayri sirekli sag Kkuazi c¢arpanlarinin olusturdugu uzay ile QM,(A*) uzayi
arasmdaki iligkiyi inceliyoruz. Ayrica, QM,(A*) Uzerindeki siki (strict) ve kuazi-siki

(quasi-strict) topolojilerin ¢esitli 6zelliklerini belirliyoruz.

Bir kuazi-carpan kavrami, bir Banach cebiri Gizerindeki ¢carpan (multiplier) kavraminimn bir
genellestirilmis halidir. Bu kavram ilk olarak Akemann ve Pedersen (Akemann and
Pedersen, 1973) tarafindan C* —cebirleri i¢in tanitildi. Daha sonra McKennon
(Mckennon, 1977) ise tanimi, sinirlt bir yaklasim birime (b.a.i.) sahip genel bir kompleks
Banach cebiri A icin asagidaki sekilde genisletti:

0:Ax A > A seklinde tamimlanan bilinner doniisimii, eger hera,b,c,d € A igin
0 (ab,cd) = ab(b,c)d esitligini saglhyorsa, A lizerinde bir kuazi ¢carpandir denir.

Simdi 6: Ax A = A doniisiimiin bilineer oldugunu gosterelim.

. 6(a(x;+x3),y.d) = 8(ax;+ax,,y.d) = 0(axy,y.d) + 0(ax,,y.d)
a-e(xl:Y)d = a-e(xz:J’)d

Il.  O8(a(x x),yd) =x (H(ax, yd)) = (a.0(x,y)d)

1. 0 (ax, ()’1 +)’2)d) :H(ax,y1d+y2d)
= f(ax,y,d)+ 0(ax,y,d) =a(60(x,y,).d + 0(x,y,).d)

IV. 0O(ax,xyd) = 9(o< yd, ax) = (X yd,ax) = X 0(ax,yd) = & (a.0(x,y)d)

oldugundan bilineer doniisiim sartlar1 saglaniyor.
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V. O halde bu 6:4 x A — A tanimhi kuazi ¢arpimi bilineer dontsiimidiir (Adib,
2013).

Bir Banach cebiri olan A i¢in, A* onun topolojik dualini temsil eder. A ve A* arasindaki
eslestirme (., .) ile gosterilir. A’y1 her zaman dogal olarak A** igine gémiili olarak kabul
ederiz. Bu gdmme islemi 6 doniisiimii ile yapilir. c € A ve ¢ € A* i¢in (6(c), p) = (@, c)
seklinde tanimlanir (Adib, 2013).

Arens Carpimlari: Bir Banach cebiri A4 olsun. ikinci dual A** iizerinde sirasiyla birinci
ve ikinci Arens ¢arpim olarak adlandirilan iki cebir ¢arpimimin varligi iyi bilinir. Bu
tezde temel olarak birinci Arens ¢arpimini kullandigimizdan tanimini verelim: ¢ € A,
@ €A* ve D,H € A* keyfi elemanlar olsun. Oncelikle ¢.c ve H.¢ yi asagidaki gibi

tanimlanir:

(p.c,d) = (@, cd) (4.1)

ve

(D.p,d) =(D,p.d) (4.2)

burada d € A keyfidir (Adib, 2013).

Simdi D ve H’nin birinci Arens ¢arpimi, A**’da elemani olan DAH olarak tanimlanir.

Burada ¢ € A* keyfiolup, (DAH, ¢ )=(D, H. ¢ ) dir (Adib, 2013).

Ikinci Arens ¢arpimi A’ ile gosterdigimizden benzer sekilde tanimlariz. A bir Banach
uzay! olmak iizere @ € A* ve D,H € A** keyfi elemanlar olsun. Ikinci Arens carpimi
tanimlama adimlar1 sunlardir:

I. . ‘nintanimini ¢ € A ve ¢ € A* olacak sekilde,

(c.,d) = (¢, dc) (4.3)
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il.  @.D ‘nintanimmid € A, ¢ € A* ve D,H € A™ olacak sekilde ¢.D € A",

(p.D,d) = (D, dy) (4.4)

iii. DA'H tanimmida ¢ € A* ve D,H € A* igin ikinci Arens ¢arpimi1 DA'H, A** da

sOyle bir elemandir,

(DA'H, @) = (H, pD) (4.5)

olur (Adib, 2013).

Birinci (veya ikinci) Arens carpimiyla donatilmig A™ uzayi bir Banach cebiridir ve A
onun bir alt cebiridir. Eger V D,H € A* i¢in; DAH = DA'H esitligi saglaniyorsa A’ya
Arens reguler denir (Adib, 2013). Ornegin, her C*-cebiri Arens regulerdir (Civin and
Yood, 1961). Ancak, herhangi birc € Ave H € A*i¢in ;

HAc=HA'cve cAH = cA'H (4.6)

esitliklerinin gegerli oldugunu biliyoruz.

4.1. Zayif Arens Regiiler Banach Cebirleri

Zayif Arens regiiller Banach cebirleri, klasik Arens regiilerligi kavraminin bir
genellemesidir. Bir Banach cebiri A i¢in Arens regiilerligi, ikinci dual uzayr A** Uzerinde
tanimlanan iki farkli garpimin (birinci ve ikinci Arens ¢arpimlar1) her zaman ayni sonucu
vermesi anlamma gelir. Matematikte, 6zellikle fonksiyonel analiz ve cebirsel analizde, bu

regiilerlik kosulu 6nemli 6zelliklerin belirlenmesinde kullanilir.

Zayif Arens regiilerligi ise bu kosulun daha esnek bir versiyonudur. Bu kavram, kuazi
carpanlar (quasi-multipliers) gibi genellestirilmis ¢arpan tiplerinin incelenmesine olanak

tanir ve Arens regiilerligi kadar kat1 olmayan bir ortamda cebirlerin yapisini arastirmay1
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saglar. Ornegin, bu tiir cebirler iizerinde tammlanan bazi 6zel topolojiler ve bu

topolojilerin cebirin diger 6zellikleriyle iligkisi incelenebilir.

Zayif Arens regiiler Banach cebirleri {izerine yapilan ¢alismalar, cebirin dual uzayinin A*
ve ikinci dual uzaymim A** 6zellikleri ile cebirin kendi yapisi arasindaki iliskileri daha
derinlemesine anlamamiza yardimci olur. Bu alan, 6zellikle C* —cebirleri, grup cebirleri

ve genel Banach cebirleri teorisinde yeni arastirma kapilar1 agmaktadir.

Bu caligmanin amaci, ikinci duali karisik birim igeren bir Banach cebiri A’nin duali
A*’nin kuazi ¢arpanlar1 iizerinde bazi yeni ifadeler sunmaktir. Aragtirmamizda Arens
regulerlik lizerinde durmuyoruz, bunun yerine Arens regulerlikten daha zayif bir kosulu
saglayan belli bir Banach cebiri {izerinde ¢alisiyor ve sonuglarimizi C* —cebirlerine ve

kompakt bir grubun grup cebirine uyguluyoruz.

Tamm 4.1.1. Bir Banach cebiri A4 olsun. Eger her @€A* ve D, H € A™"igin

(D.p).H =D.(p.H) 4.7)

esitligini sagliyorsa, A’ya zayif Arens regiiler denir (Adib, 2013).

Elbette, her Arens regiiler Banach cebiri ayn1 zamanda zayif Arens regiilerdir. Ancak,
zayif Arens regiiler Banach cebirleri sinifi daha genistir. Ornegin, ikinci dualinde bir
ideal olan her Banach cebiri bu sinifa dahildir. Evet, bu ifade Banach cebirleri
teorisindeki 6nemli bir ayrimi vurgular: Zayif Arens regiiler Banach cebirleri simifi,
Arens regiiler cebirler sinifindan kesinlikle daha genistir (Adib, 2013).Bu ifadeyi ve
ardindaki mantig1 acalim: Arens Regiilerligi, bir Banach cebiri A’nin Arens reguler
olmasi, A** bidual uzayi iizerindeki iki Arens carpiminin birbirine esit olmas1 anlamina

gelir. Yani, tim D,H € A™ i¢in ;

DAH = DA'H (4.8)
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olur. Burada A birinci Arens ¢arpimini, A’ ise ikinci Arens ¢arpimini temsil eder. Bu,
bidual uzaydaki ¢arpma isleminin hangi sirayla tanimlandigindan bagimsiz oldugu
anlamina gelir (Adib, 2013).

Zayif Arens Regiilerligi ise daha Once tartistigimiz gibi, bir Banach cebiri A’nin zayif
Arens reguler olmasi, belirli bir "birlesimsel" 6zelligin saglanmasi demektir. Daha

spesifik olarak, tim @€A* ve D, H € A™ igin;

(D.9).H =D.(p.H) (4.9)

bu, birinci Arens ¢arpiminin belirli bir sekilde "kismi birlesimsel" oldugu anlamina gelir
ve asagidaki ifadeler gecgerlidir:

o Arens regllerlik, zayif Arens regiilerligi gerektirir. Eger bir cebir Arens regiilerse
(yani iki Arens ¢arpimi tamamen ayniysa), o zaman zayif Arens regiilerlik kosulu
otomatik olarak saglanir. Ciinkii Arens regiilerlik, ¢arpimm her zaman ayni
oldugunu garanti eder, dolayisiyla (D.¢).H ve D.(@.H) ifadeleri (ki bunlar
aslinda Arens garpimlarmin ¢esitli uygulamalaridir) esit olacaktir (Adib, 2013).

o Zayif Arens regiilerlik, Arens regiilerligi gerektirmez. Iste énemli ayrim burada
yatiyor. Zayif Arens regiiler olan ancak Arens regiiler olmayan Banach cebirleri
vardir. Bu tUr cebirler, yukaridaki o6zel birlesimsel 6zelligi saglarken, A**
iizerindeki iki Arens ¢arpiminin genel olarak esit olmamasi durumunu korurlar.
Yani, (D.p).H = D.(@.H) esitligi gecerliyken, genel olarak DAH = DA'H
olabilir (Adib, 2013).

Ornegin; Bu tir érnekler, genellikle L*(G) gibi ayrik olmayan lokal kompakt gruplarin
grup cebirlerinde ortaya ¢ikar. Bu cebirler genellikle zayif Arens regiilerdir ancak Arens
regiiler degildir. Bu durum, Arens c¢arpimlarinin karmasik dogasini ve Banach

cebirlerinin yapilarindaki ince farklari gosterir (Adib, 2013).

Sonug olarak; boylece, zayif Arens regiiler Banach cebirleri smifi, Arens regiiler cebirler
smifindan kesinlikle daha genistir ifadesi tamamen dogrudur. Bu, Arens regiilerligin daha
kisitlayict bir kosul oldugunu, zayif Arens regiilerligin ise daha genis bir Banach cebirleri
ailesini kapsayan daha zayif bir kosul oldugunu belirtir. Bu ayrim, Banach cebirlerinin

cebirsel ve analitik 6zelliklerini daha iyi anlamak i¢in 6nemlidir (Adib, 2013).
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Onerme 4.1.1. A bir Arens regliler Banach cebiri olsun. Eger 4, A** da bir ideal ise, bu
takdirde A , zayif Arens regiiler (Adib, 2013).
Ispat. D,H € A™ ve @€A*olsun.

((D.@).H,c) =(6(c),(D.p).H) =(H A'8(c),D. @)
= ((HA'6(c))AD, p) = ( HA'(6(c)AD), p)
=(8(c)AD, @.H) = (D.(¢.H),c) (4.10)

c € A keyfidir (Adib, 2013).
4.2. Zayif Arens Reguler Banach Cebirlerinde Kuazi(Yarr) Carpanlan

Onerme 4.2.1. A birimli bir Banach cebiri olsun. A Zayif Arens regiiler olmas igin gerek

ve yeter sart Arens regiiler olmalidir (Adib, 2013).

Ispat: A’nin birimi e olsun. Bu durumda 6(e), hem(A4**, A) hem de (A**,A") igin birimdir.
A'min zayif Arens regiiler oldugunu varsayalim. Herhangi D,H € A™ ve @eA* i¢in su

esitlikler gecerlidir:

(DA H, ) = (D, H.@) = (D &' 6(e), H. ) = (6(e), (H.9). D) = (8(e), H.(p.D)
=(0(e)A'H,p.D) = (H,p.D) =(DA'H, @) (4.11)

Bu da zayif Arens regiilerligin, Arens regulerligi gerektirdigini gosterir (Adib, 2013).

4.3. A* Uzerinde Kuazi(Yar1) Carpanlan ve Ozellikleri

“A Klmesinin Yar1 Carpanlari ve Ozellikleri” bashg: altinda, kuazi-carpanlar olarak
tammliyoruz. Ozellikle, bir bilinear déniisiim olan 6’nin belirli kosullar1 saglamasi

durumunda A* kiimesinin bir sag yar1 ¢arpani oldugu agiklaniyor. Tanimda verilen iki

esitlik, bu tiir bir yar1 ¢arpanin temel 6zelliklerini belirliyor.
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Tamm 4.3.1. 6: A" X A™ — A" seklinde bir bilineer doniisiim, eger herhangi bir ¢ € A*
ve D,H € A™ ic¢in asagidaki esitlikler saglaniyorsa, A*’nin bir yar1 carpani olarak

adlandirilir:

0(D.p,H) =D.6{p, H) (4.12)

ve

6{p, DAH) = 6{p, D)H (4.13)

olur (Adib, 2013).

Ornek 4.3.1. QM,(A*), A*in kimesinin bilineer ve ayr1 ayr1 siirekli sag kuazi-
carpanlarmm kiimesi olsun. QM, (A*)’nin bir lineer uzay oldugu agiktir. Ayrica,

asagidaki norm ile bir Banach uzayidir:

61l = sup{llo (e, D)I; ¢ € A, D € A, llpll < 1,1IDIl < 1} (4.14)

(Adib, 2013).

Tammm 4.3.2. A herhangi bir Banach cebiri olsun. Bu durumda, bir R:A* - A*
doniisiimiine, eger tim ¢ € A* ve H € A™ icin;

R(H.p) = H.R(¢), esitligi saglaniyorsa, A* lizerinde bir sag ¢arpani olarak adlandirilir.
M, (A*) ile A* iizerinde tim smirl lineer sag c¢arpanlarm uzayin gosteriyoruz.
Her D € A™ i¢in sag carpma operatori Rp.@= ¢@.D’nin A* {izerinde bir sag carpan
oldugu agiktir (Adib, 2013).

Teorem 4.3.1. A bir zay1f Arens regiler Banach cebiri ve A** karma birim elemana sahip
olsun. Bu durumda, 6 € M, (A*), p € A* ve  D,H € A*™ icin; Ly(D.p,H) = (6¢)D
ifadesi, M,.(A*)’dan |[L|| < 1 normlu QM,.(A*)’ye bir lineer doniisiim tanimlar. Ayrica,
A** bir birim elemana sahipse, bu durumda L bir 6rtendir (Adib, 2013).

Ispat. 8 € M,.(4*) keyfi olsun. Lg, A* X A™ — A*ya bir bilineer doniisiim oldugu ve || 6|
ile sinirlt oldugu aciktir. c € A, ¢ € A* ve D,H € A™ icin asagidaki esitlikler gegerlidir:
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Lo(D.o,H)=6(D.¢9).H=(D.6¢).H=D(Op.H)=D.L(p,H) (4.15)

ve

Lo(@, HAD) = (6. ¢).(HAD).H = (6¢.H).D = Ly(¢p,H).D (4.16)

Boylece, Ly € QM,.(A*) elde edilir. Tanimdan L: M,.(A*) — QM,(A*) lineer oldugu
aciktir (Adib, 2013). Acikca, ||Lgll < ||6]] olup bu da ||L|| < 1 oldugunu gosterir.
E € A*’nin  bir karma birimi olsun. Eger Ly = 0 ise, ¢ € A* i¢in; (6¢).D =0 elde
ederiz ve sonug olarak 8 = O olur. E, A™ igin bir birim eleman oldugunu varsayalim.
Keyfi bir n € M,.(4*)’yi alalim. ¢ € A*igin; 8¢ = n(p, E) esitliginin A*’m simirh bir sag
carpan operatdrini  tanimladigi  kolayca goriiliir. Lg(p, H) = (6¢).H = n(p,E).H
= n(p, EAH) = n(@p, H) esitlikleri her ¢ € A* ve H € A igin gegerli oldugundan

dolay1 L’nin 6rten oldugu sonucuna variriz (Adib, 2013).

Son olarak, E'nin normu bir olan A** i¢cin karma birim oldugunu varsayalim. 8 € M,.(A*)
ve € > 0 keyfi olsun. Eger, |l@ || <1 ve ||8]| —& < ||6¢ || olacak sekilde bir ¢ € A*
varsa 0 zaman ||Lgll = ||Lg(@, E)Il = |18¢l| > |I18]] — € olur. Béylece, L bir izometridir
(Adib, 2013).

Uyan 4.3.1. Eger A zayif Arens regiiler bir Banach cebiri ve A**’nin bir birim elemani
oldugunu varsayalim. Keyfi ny, n, € QM,(A%) icin n; = Ly, Ve n, = Ly, esitliklerini
saglayan tek tiirlii belirlenmis 6; 6, € M, (A*) ¢arpanlar1 olsun.

Bu durumda: n;A,n, = Lg, ApLg, = Lg,g, iyi tammlanmis bir garpma islemi verir.

Buradan QM,.(A*)’nin birimli bir Banach cebiri oldugu kolayca goriilir (Adib, 2013).
@ Doniisiimiiniin  Tanimi: @: A" —QM,(A*) donilsiimiini, H € A*™ tarafindan

belirlenen A* lzerindeki sag carpma operatorii Ry olmak lzere, @(H)=Lg, seklinde

tanimlayim. Bu durumda rastgele ¢ € A* ve D,H € A™ igin;

@(D)(p,H)=(¢.D).H (4.17)
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A™ ile QM,(A*) arasindaki izomorfizm: Burada A**ile QM,(A") adili iki yapinin
asagidaki teoremin sartlari altinda birbirinin aynist oldugu anlamma gelir; cebirsel

islemler  agisindan  tamamen  aym  sekilde  davranirlar  (Adib,  2013).

Teorem 4.3.2. A zayif bir Arens reguler Banach cebiri ve A™ birimli oldugunu
varsayalim. A* sagdan c¢arpanlara ayrilabiliyorsa bu durumda ¢ doniisiimi,
A™dan QM,.(A") tzerine bir izomorfizmidir (Adib, 2013).

Ispat: Lineerlik ve siireklilik acik oldugundan sadece ¢@’nin carpimsalligmni kontrol
edecegiz. G, G, € A™olsun. Teorem 4.3.1'e gore ¢(G,) = 65, ve @(G;) = 65, olacak
sekilde 6, 6, € M, (A") vardwr. Bu durumda, keyfi bir ¢ € A* ve D € A™ i¢in asagidaki

esitliklere sahibiz;

8, (p).D=(¢.G,).D (4.18)

ve

8, (9).D =(¢.G3).D (4.19)

Buradan da su ¢ikar;

(0(6)A09(G)) (@, D) = 85,5, . (0, D)= 68, (8, (9))AD = §; ¢.(G,AD)
= @(G1AG,AD) = ¢(G,AG,) (@, D) (4.20)

Bu, ¢ bir homeomorfizm oldugunu gésterir. G € A igin ¢(G) =0 oldugunu
varsayalim. CUnki 6 bire bir doniisiim oldugundan R; = 0 olmalidir. Dolayisiyla, her
@ € A" icin @ A G = 0 elde ederiz. A*’nin sagdan bir ¢arpan oldugu varsayimiyla G = 0
sonucuna variriz. Boylece, ¢ bire birdir. ¢ homeomorfizmi ayni zamanda Grten bir
doniisimdiir. Eger m € QM,.(4*) ise;m = 05 = QRB*(E) = <p(9*(E)) olacak sekilde
0 € QM,.(A*) vardir (Adib, 2013).



32

Teorem 4.3.3. A zayif Arens reguler bir Banach cebiri ve A**’nin birimi D oldugunu

varsayalim. Eger A** Arens reguler ise 0 zaman QM,.(A*) Arens regulerdir (Adib, 2013).

Ispat. ¢, Teorem 4.3.2 ispatinda bahsedildigi gibi bir doniisiim olsun. Dolayisiyla ¢,
orten bir homeomorfizmdir. Elbette, ¢ *: (4™)™ - (QM,(4")) de aym ozellige
sahiptir. B,C(QM,(4%)) olsun. B,C € (A™)™ mevcuttur.

O zaman ¢ ** (B) = B, ¢ ** (C) = C oacak sekilde vardir. Béylece,

BAC = @ *x (B) A @ ** (C) = ¢ *+ (BAC) = ¢ *+ (BA'C) = BA'C (4.21)
olur (Adib, 2013).

Not 4.3.1. A'nin zayif Arens reguler Banach cebiri olsun. VD,H € A** ve 6 € QM,.(A%)

icin asagidaki tanimlamalar1 yapalim;
(6AD) (@, H) = 0(¢, DAH) (4.22)
ve
(DAB)(@,H) = 6(¢@.D,H) (4.23)
DA6 ve OAD ‘nin QM,(A*)’in elemani oldugu kolayca gorilir (Adib, 2013).
4.4. QM,.(A*) Uzerinde Siki Topoloji (X)

Norm topolojisinin yani sira QM,.(A*) 'da iki kullanigh topoloji daha vardir. Bunlardan

ilki, X sik1 topolojidir. Bu topoloji asagidaki yar1 normlar tarafindan belirlenir.
0> |0 AH|I(H € A™, 6 € QM, (A")) (4.24)

Ikincisi, yari-sik1 topoloji (1)'dir. Bu topoloji asagidaki yar1 normlar tarafindan belirlenir
(Adib, 2013).
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8 - 16(p, Dl(p € A*,H € A™, 6 € QM,.(4")) (4.25)
QM,.(A*) tzerinde norm tarafindan iiretilen topolojiyi T ile gosterelim (Adib, 2013).
Teorem 4.4.1. A zayif Arens reguler bir Banach cebiri ve A™’nin karma birime sahip
oldugunu varsayalim. Bu durumda (QM,.(4*), ), (QM,.(4*) 1), (QM,(A*), @) aynm sinirli
kiimelere sahiptir (Adib, 2013).
Ispat. 2 S u oldugundan A — smirh kiimedir ve 7 —smnirhdir. QM, (4*)'deki herhangi
bir A — siurli kiime G olsun. Bu durumda her ¢ € A*ve 9 € A** igin dyle r = r(¢,9) >
0 sabiti vardir ki; V 8 € G igin;
N6(p, NIl <7 (4.26)
olur. Her ¢ € A" ve 6 € G olacak sekilde 6,,: A™ — A" doniisiimii i¢in;
0,(9) = 6(p,9) (4.27)
Y € A olarak tanimlayalim. Bu durumda;
G=1{6,:0 €G} <= CL(A", A" (4.28)
(4.26) ifadesine gore herhangi bir K € A** igin;

16, (|| = 116 (o, KDl < (0, K) (4.29)

V0 € G igin gegerlidir. Dolayisiyla G noktasal olarak sinirlidir. Tekdiize smirlilik
prensibine gore ¢ = ¢(¥) > 0 vardir ki; V 6 € G icin;

16| < ¢ (4.30)
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olur. Simdi A* tizerinde P = {py : 8 € G} yar1 norm ailesini asagidaki gibi tanimlayalim.

Vo € A" icin;
Pe(<p)=||9<p||=mJg 16, = sup 116 (¢, ) (4.31)
19T=1 1971

diisiinelim. V 8 € G igin; pg, A* Uzerinde sureklidir (Adib, 2013). Clnku, eger A*’da

{p,} € A" ve ¢, - ¢, ise 0 zaman;

| p6(@n) = Po (@0 < Po(@n = 90) = sup [|84,,—4, )]
I57=1

= sup 10(pn = o DI (4.32)
197=1

olur. Ardindan (4.30) ifadesine gore P ailesi noktasal olarak smirhidir (Adib, 2013).
B(@o,1r)={p € A*:|l¢p — @, < rll} seklinde birim yuvar ve k, > 0 seklinde V 6 € G,
@ € B(gy, ) bir sabit vardir 6yle ki; p,,(g) < k, olur. Herhangi ||¢|| < 1 olan sabit bir

@ € A" icin;
o (@) = pe(rw+r<po—<po) < pe(r<p+(p(;)+ Po(P0) % (4.33)
ve bu da sunu ima eder;
k
6l = sup  116(p.DlI= sup polp) <=* (4.34)
llpll<1]19]<1 llpll<1

seklinde olur.A € a S 7 iliskisi vardir (Adib, 2013).

4.5. L1(6) Dualinin Kuazi Carpanlan

Son olarak kompakt bir grubun grup cebirini ele alalim. L!(G) nin Arens reguler olmasi

icin G’nin sonlu olmas1 gerek ve yeter kosuldur (Young, 1973). Ancak, L *(G) ikinci
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dualinde iki tarafli ideal oldugundan zayif Arens regulerdir (Watanabe, 1974). L1(G)* ve
L”(G) dualinin 6zdeslestirilecegini belirtmek gerekir (Adib, 2013).

M(G), G iizerindeki tiim smirh reguler dlgiilerin convolusiyon cebiri olsun. f € L1(G)

ve u € M(G)’nin convolusiyon ¢arpimi su sekilde verildigini hatirlayalim;
fou(x) = [ fly Ddu(y) (4.35)

Elbette L*(G), bir L*(G)Banach-bimoduldir. Ancak, L* (G)uzay1 ayn1 zamanda dogal bir
Banach M(G) bimodill yapisma da sahiptir. Aymi sekilde L*(G)* = L*(G)** icin de
gecerlidir (Adib, 2013). Tiim bu modiil ¢arpimlarin1 * ile gosterecegiz.

Onerme 4.5.1. G kompakt bir grup ve A = L'(G) olsun. Bu durumda u € M(G),
@ € L2(G), F € L*(G)* icin deklem;

(6,(p.F) = (¢ *p) x F) (4.36)

denklemi M(G) ile QM,.(A*)' nin bir alt uzay: arasinda lineer bir izomorfizm tanimlar
(Adib, 2013).

ispat. Modiil islemi tanimina gore (6, (¢, F) = (¢ * ) * F) olduguna dikkat edin. Bu
tanimdan ve zayif Arens regulerligiden 6, € QM,(L'(G)*) oldugu sonucuna variriz.
Elbette, 8 : M(G) » QM,.(L*(G)*) doniisiimii sinirl lineer bir doniisiimdiir. 8 nin birebir
oldugunu iddia ediyoruz. Gergekten de, 6, = 0 oldugunu varsayalim. Bu durumda tim

@ € L*(G), F € L*(G)**icin;
(p xw=F=0 (4.37)

olur. L*(G) Banach cebiridir ve buradan ¢ * u = 0 sonucu ¢ikar. Ozellikle, L'(G)’ nin
yaklasik birimi oldugunu her ¢ € Co(G) igin; ¢ * u =0 olur. Olgli cebiri M(G),
Co(G)’nin duali oldugundan ve bir yaklagik birimi oldugundan u = 0 oldugu sonucuna
varilir (Adib, 2013).
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5. KUAZI (YARI)-CARPANLAR

Bir A cebiri Uzerinde yari-carpan 6, her a,x,y,b € Aicin 6(ax,yb) = ab(x,y)b
Ozelligini saglayan A X A’dan kendisine tanimli bir bilinear doniisiimdiir. Besinci
bolimde ise minimal yaklagimli birimlere sahip Banach cebirleri iizerindeki yari-
carpanlar teorisine bir giris yapilmakta ve C*-cebirleri ile grup cebirlerine uygulamalar1

gelistirilmektedir.

Ronald Larsen’in degismeli Banach cebirlerindeki ¢arpanlar konusunu ele almaktadir. Bu
kavramm degismeli olmayan bir Banach cebirine genisletilmesi, her biri bazi kusurlara
sahip olabilecek olas1 bigimler anlatilmaktadir. Ilgili amac i¢in ¢ok az sayida ¢ift carpan
olabilir. Ne sol ¢arpanlar ne de sag carpanlar carpima gore simetri degildir.

Tdm bu genellemeler, daha ileri bir genelleme olan yari-garpanin 6zel durumlaridir.
(Akemann and Pedersen, 1973)’in bir C* — cebiri yari-¢arpanlarmin, bidualin durum
uzay1 iizerinde zayif stirekli olan elemanlariyla tam olarak 6zdeslestirilebilecegini belirten
sonucu, yari-carpanin dogru genelleme olabilecegine dair en azindan bazi kanitlar

sunmaktadir.
Yari-carpanlarin baslica belirgin kusuru, en azindan baslangig¢ta, bunlar1 birbiriyle
carpmanin bir yolunun goériinmemesidir. Bu kusur, bu tezde 6nemli bir Banach cebirleri

smifi i¢cin kismen giderilmistir.

Bu kisim genel bir tanimlamaya giristir ve bazi 6zel Banach cebirlerinin yari-

carpanlarinm bir incelemesidir.
Tamm.5.1. Herhangi bir R halkas1 veya cebiri igin, dyle ki tim a, b, c,d € R igin

6(ax,yb) = ab(x,y)b (5.1)
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kosulunu saglayan bir bilinear doniisim 6’ye kuazi-garpan diyecegiz. Topolojik bir R
halkasi i¢in, QM(R) ifadesine tiim ayr1 ayr1 siirekli yari ¢arpanlar1 kiimesi olarak
gosterecegiz. (4, ||*|]) minimal yaklasik bir birime sahip Banach cebiri olsun. Her a € A

icin; lim||ax, — a|| = lim||x,a — al|| = 0 ve her « indeksi icin ||x,]| < 1 olacak sekilde
a a

bir {x,} ag1 vardir (Mckennon, 1977).

Tamim.5.2. Bir Banach cebiri A normel (topolojik olarak birimli) degilse, yani birim
eleman1 yoksa, bu durumda A’nin birim igeren en kiicilik cebirsel genislemesi olan ¢arpan

cebiri M(A) vardir ve bu cebir iginde A, ideal olarak yer alir.

Ozellikle, asagidaki ifade gecerlidir: Eger A yaklasik birime sahip bir Banach cebiri ise,
her siirekli dogrusal ¢arpan T:A — A ( yani hera,b € A igin T(ab) = T(a)b veya
T(ab) = aT (b)) bir sol veya sag carpma operatorii seklinde ifade edilebilir. Bu
operatOrler M(A) adi verilen bir Banach cebiri olusturur ve A € M(A) olacak sekilde

genisletilebilir (Hewitt and Cohen, 1957).

Teorem 5.1. 8: A X A — A ortak siirekli bir yari-¢arpandir ve asagidaki kosullar1 saglar.
Her a, b, c € A igin;

6(ab,c) = ad(b,c) ve 0(a,bc) =08(a,b)c (5.2)
gecerlidir (Mckennon, 1977).

Ispat. a, b, c € Ave a € Colsun. Hewitt-Cohen Carpanlara Ayirma Teoremi (Hewitt and

Ross, 1970), w, x,y,z € A igin;
a=wx,b=wyc=wz (5.3)
secimini saglar. Bu durumda;

B(ab,c) = 0(awy,wz) = awb(y,w)z = abB(wy,wz) = ab(b,c) (5.4)
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elde ederiz ki bu, (5.2)" nin ilk yarisin1 ispatlar; ikincisi benzer yapilir. Ayrica,(5.2)’den;

6(aa,b) = 0(awx, b) = awd(x,b) = aB(wx,b) = ab(a,b)ved(c,a + b)
=0(c,wx +wy) =[0(c,w)](x+vy) =0(c,w)x + 0(c,w)
= 6(c,wx) + 0(c,wy) = 6(c,a) + 6(c,b) (5.5)
elde edilir. Benzer sekilde;
6(a,ab) = ab(a,b) (5.6)
ve
6(a+b,c) =0(a,c)+6(b,c) (5.7)
denklemleri de dogrulanir. Bu nedenle, 0 bilineardir. A’da x limitine sahip bir {x,,} dizisi

olsun. Bu durumda {x, —x} = 0 yakinsaktir ve Hewitt-Cohen Carpanlara Ayirma

Teoremi lim ||z, || = 0 ve Vn € N i¢in;
n—-o0o

Xp — X = ZZ, (5.8)
olacak sekilde bir {z,} dizisi ve z € A eleman1 vardir. O halde;

lim,[16(a, x) — 6(a, x,)[I=hm, |6 (a, x — x,,) ||=lim, |16 (a, zz,) ||

=lim,||6(a,z)z,|| = 0 (5.9)

olur. Bu durumda lim6(x,,a) = 6(x,a). Bu da gosteriyor ki 6 ayr1 ayr1 siireklidir.
n

Simdi A’da limitleri sirasiyla x ve y olan {x,} ve {y,} dizileri olsun. Hewitt-Cohen
Carpanlara Ayirma Teoremi’ni bir kez daha kullanarak Yn € N igin, z.z, = x,, — x ve

W.W, =Yy, — Y Ise;

lim ||z, || = lim |[w, || = 0 (5.10)
n—-oo n—oo
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olacak sekilde A’da z,w elemanlarina yakinsayan {z,} ve {w,} dizilerini secelim.

Oyleyse;

T 10 e, 2) = 0l = Ty || 700 %0 n =9 50 3n) + 60k )

—20(x,y)

< Timy, 16 Gen, — 2, 7 — I + Imy [10Cx, 3,) — 6(x, Y) |
+im, |16 (xn, y) — 0 (x, Y|

= Im, ||z, 0z, Ww, [l + 0+ 0 =0 (5.11)

dir. Boylece 6 ortak streklidir. A Uzerindeki kuazi ¢arpimlari kiimesini QM (A) ile
gosterilir. Her zamanki noktasal islemler altinda, QM (A) her 8 € QM (A) icin ||6]| degeri

bir lineer uzaydir.

IO11l; sup{llo(a, b)ll: a,b € A, llall = ||bll = 1} (5.12)
olarak tanimlanacaktir.
Teorem 5.2. (QM(A), |||-]]]) siirekli Banach uzayidir (Mckennon, 1977).

Ispat. 6,q € QM(A) ve € > 0icin 6yle a, b € A secelimki |la|| = ||b]| = 1 ve
1(6 + q)(a,b)|| = 1118 + ql|| — £ olsun. O zaman;

61l + liqll = 116 (a, b)ll+lIq(a, D)
216 +g)a+b)ll>1l6+qglll—¢  (513)

Bu durumda tiggen esitisizliginden ||-]|’in QM (A) Uzerinde bir normdur. {6}, QM (A)

normlu uzayinda bir Cauchy dizisi olsun. a, b € A igin,
im,, (16, (a, b) — 6, (a, b)|l < lim, (16, — 6.lllallllbll =0  (5.14)

oldugundan, 6(a, b) = 1lim6,,(a, b) A’nin tamligim gosterir. Bu 68: A X A > A doniisimii
n

gosteriyor ki 6 € QM(A) (5.1)’i saglar. € > 0 veher s,t € N olmak Uzere s,t > n igin
I[16; — 0.1l < /2 olacak sekilde n € N olsun. ||a|| = ||b|| = 1 olacak sekilde a,b € A
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olsun. t >n ve ||8.(a,b) —6(a,b)|| < &/2 olacak sekilde t € N secelim. Boylece
Vs > nigin;

165 (a, b) — 6(a,b)|| < 116:(a, b) — 6s(a,b)|| + [|6.(a,b) — 6(a, b)||
<6s =6l +e/2<e/2+¢e/2=¢ (5.15)

olur. n,a ve b’den bagimsiz oldugundan dolayi, her s > n icin |||6; — 6.||| < & olur
(Mckennon, 1977). Bu durumda QM (A) tamdir. Her bir a € A igin;

w:A - QM(A) (5.16)
fonksiyonu ve x,y € A4;
[w(a)](x,y) = xay (5.17)

olacak sekilde tanimlansin. Tim a € A icin; |||alll < |lal| sagladig1 agiktir (Mckennon,

1977). Esitsizligin tersini gostermek igin asagidaki lemmaya ihtiya¢ vardir.

Lemma 5.1. Eger {x,}, A i¢in sinirli yaklagik birim ise a € A i¢in lim||x ax, — al| = 0
a

olur (Mckennon, 1977).

Ispat. a = x.y olacak sekilde x,y € A olsun. Bdylece;

imllxgax, — all = img|lx,xyxe — xaxy + xoxy — x|l
< imgllxexlllyxe, — yIl +Iimgllxgxy — xyll
=|lx|.0+0 (5.18)
olur (Mckennon, 1977).

Teorem 5.3. ¢ dontisiimii, A’dan QM (A) icine lineer bir izometridir (Mckennon, 1977).

Ispat. va € Aicin |lal| < |l¢,ll olur. Va € A ve {x,} A’da herhangi bir minimal yaklasik

birimi igcin Lemma 5.1°den;
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llall = hm,llxqax, |l = hm,ll[@q]: (xa, x )1 < lll@alll (5.19)
olur. Devaminda ¢(A4), QM (A) nm alt uzay: olarak tanimlanacak. BOylece birkag ¢esit
alt uzay bulunmaktadir. A Uzerinde sol ve sag garpanlarmn Banach cebirlerini sirasiyla
LM(A) ve RM(A) olarak tamimliyoruz. Simdi y:LM(A) - QM(A) donimind her
T € LM(A) ve x,y € A icin;

[y(D](x,y) = xT(y) (5.20)

olarak tanimlayalim (Mckennon, 1977).

Teorem 5.4. y doniistimii, LM(A)’dan QM (A)’ya lineer bir izometridir (Mckennon,
1977).

Ispat. y'in lineer oldugu agiktir. T € LM (A) olsun. Ote yandan,

Iy (DY =sup{llaT B)II: lall = lIbll = 1} < sup{lIT(B): lIbll = 111} = ITl. (5.21)

Diger yandan, eger € > 0 ise, {x,} A'da minimal bir yaklagik birim ve

ITIl — & <IIT()l (5.22)

olacak sekilde a € A bir birim vektor ise 0 zaman,

Iy (DI = him, [Ty (T)]Ceg, )l = imyllx, T(@)l = IT(@I > ITIl - (5.23)

olur. Dolayisiyla;

Iy (O = NITl (5.24)

sonucu elde edilir. Bu da ispat1 tamamlar. Her x,y € Aicin, [9(T)](x,y) = T(x)y ile
tanimlanan 9: RM (A) - QM (A) fonksiyonu bir lineer bir izometridir.
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Devaminda LM(Q) ve RM(Q) sirasiyla y(LM(Q)) ve 19(RM(Q)) alt uzaylariyla
Ozdeslestirilecektir (Mckennon, 1977).

Her (a,b) € Ax A icin, QM(A) Uzerindeki yar-normu, ,||8ll, = ||6(a, b)|| olarak
tanimlayalim. Bu tanim, A Uzerindeki tim 9(A4) topolojisi 8 € QM (A) icin gegerlidir.
Boyle bir norma, kuazi (yar1)-norm adi verilir. QM (A) Uzerindeki q(A) topolojisi,her
bir kuazi-normun siirekli oldugu en kat1 topoloji olup,buna kuazi-norm topolojisi adi

verilir.

Bir R halkasmin SRS < S kosulunu saglayan bir S alt halkasina kuazi-ideal denir. Sol ve
sag ideallerin her iKisi de kuazi-idealdir. Eger A, bir Ust cebir B’nin bir ideali ise, 0 zaman

Vb € B, Vx,y € Aigin;

[¢p5(D)](x,y) = xby (5.25)

seklinde tanimlanan ¢g: B - QM (A) lineer bir doniisiim vardir. Eger B ayn1 zamanda

norma sahip bir cebir ise ve lizerinde bu norm |[|-|| ile sinirliysa ¢g’nin normu artirmadig:
agiktir. {¢5""(p):p € q(a)} topolojisi q(B,A) olarak gosterilecektir. B’deki bir ag
{bﬁ}’nin b € B elemanma q(B, A)-yakinsamasi Vx,y € A icin;

li[I;n”xbﬁy —xby|| =0 (5.26)

Olmasi ile mimkindir. Boylece, ¢ tanim geregi, M(B) hem q(B,A) — q(4A) hem
stirekli hem de norma gore sireklidir. ¢,’nin, kendi gorintist tzerinde bir g(4,A) —

q(A) homeomorfizmi olduguna dikkat edin (Mckennon, 1977).

Teorem 5.5. VO € QM (A) ve A’daki minimal sinirli yaklagik birim igin;

lim 0(xqx,) =6 (5.27)

q(A)’daki topolojisinde gegerlidir. Ozellikle A’nin birim yuvart QM(A)’nmn birim
yuvarinda q(A) yogundur (Mckennon, 1977).
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Ispat. a,b € A olsun. O halde lim|lax, — all = lim||x,b — b|| = 0 olur. 6 siirekli
a a

oldugundan;

0 = lim||0(ax,, x,b) — 6(a, b)|| = lim||ab (x4 x,)b — 6(a, b)||
a a

= lim 4[16 (xo, x4) — Ol (5.28)
a

dir. Boylece 6(x,, x,) ag1 A’nin birim yuvarinda q(A), 6’ya yakinsaktir. Eger [|0]| < 1
ise, her 6(x,, x,) A’nin birim yuvarindadir (Mckennon, 1977).

Teorem 5.6. QM (A)’ nin birim yuvari ve QM (A)’nin kendisi, —q(A) tamdir (Mckennon,
1977).

Ispat. {6,}, QM (A)’da Cauchy ag1 olsun. Va, b € A icin, {6,(a, b)} ag1 ||-|| Cauchy dizisi
oldugundan, limit noktasi1 6(a,b)’ye yakinsar. Boylece tanimlanan 6:A XA - A
fonksiyonu agike¢a bir kuazi ¢arpandir ve {6,} nin bir q(4) limitidir. Dolayisiyla QM (A),
q(A) — tamdir. Eger {6,}, QM (A) yuvarindaysa ve a, b € A birim vektor ise 0 zaman;

16(a,b)ll = all6ll, = lim o[l6, 11, < 1 (5.29)

olur. Boylece |||8]]| < 1°dir. Teorem 5.5 ve Teorem 5.6 gosteriyor ki QM (A), A’nin bir
q(A,A) — tamamlanis1 olarak diisiiniilebilecegini gostermektedir. QM (A) ashinda
q(A, A)’ya bagh olmadigindan, bu durum QM (A)’nin cebirsel yerine topolojik olarak
tanimlanabilecegi anlamina geliyor (Mckennon, 1977). Yazar bu ikinci yaklagimi, esasen
keyfi (normsuz) halkalarda genisletebilecegi igin tercih etti. QM (A)’nin alt uzaylar1 olan
LM(A) ve RM(A) da A’nin tamamlanisidir, ancak bunlar biraz daha ince topolojilere
sahiptir.( Ornegin, (Mckennon, 1971)’e bakmiz.)

Teorem 5.7. B, A’da bir alt cebir ve kuazi ideal banach cebiri olsun. Bu takdirde ¢p,
B’den QM (A)’ya bir lineer izometri ve ancak asagidaki kosullar1 sagliyorsa gegerlidir
(Mckennon, 1977).

(i) g(B, A) tamdir; B’nin birim yuvari By,

(i) Vb € B icin||b|| = sup{|labc||: a,c € A,} burada A, A’nin birim yuvaridir
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Ispat. Kosullarin gerekliligi Teorem 5.6 ve ||-|| tanimindan ¢ikar.B, (i) ve (ii) sartlarimni
sagliyor kabul edelim. Kosul (ii), ug’nin bir izometri oldugunu ima eder. Yalnizca
¢g’nin Orten oldugunu gostermemiz gerekiyor, normun da yapismni korudugundan
izometridir. Aslinda ¢g’nin, QM(A) birim yuvarinmn smir1 igine oldugunu gostermek
yeterli olacaktir. O zaman 6 € QM (A) birim vektor olsun. Teorem 5.5’ten q(A), A;’de
q(A) limit-6 olan bir {yﬁ} agini verir. O zaman {yﬁ} ag1, q(A, A) Cauchy’dir. Dolayistyla
q(B,A) Cauchy’dir. Ve (i) kosuluna gore, B,’de bir q(B,A) limit-b’ye sahiptir.
Yw,z € A igin;

16w, 2) — [¢5 (D)1 (w, 2)|| < limgl|6(w, 2) — wypz|| + limg||wygz — [¢5 (D)W, 2)

= Timg||6 — ||, + Tmg|lwypz — whz]| = 0 (5.30)

olur (Mckennon, 1977). Boylece 68 = ¢z (b). Dolayisiyla ¢pg ortendir. A bir n birimine

sahip ve 6 kuazi ¢carpan ise, Vx,y € A igin;

[¢(6(n,n))](x,y) = x6(n,n)y = 6(x,y) (5.31)

olur. Bu durumda A,Q(A) ile ozdeslestirilebilir. A’daki {x,} sl yaklasik birimi
vo € QM(A) ve a € A icin; {0(a,x,)} ve {6(x,, a)} aglar1 ||.|’na gére Cauchy ise,
A’da ultra-yaklasik birim olarak adlandirilir (Mckennon, 1977).

Teorem 5.8. A’da {x,} siirh yaklagik birimi bir ultra-yaklasik birimi olmasi i¢in gerek
ve yeter sart; Va € A, T € LM(A) sol c¢arpanlar ve S € RM(A) sag carpanlar igin
{aT(x,)} ve {S(x,)a} aglar1 ||-||’na gore Cauchy’dir (Mckennon, 1977).

Ispat. Oncelikle {x,} 'nin ultra-yaklasik birim oldugunu kabul edelim ve keyfi a € 4,
T € LM(A) ve S € RM(A) gbz oniine alalim. Bu durumda {aT (x,)} = {[y(T)](a, x,)}
ve {S(x,)a} = {[0(S)](x,, a)} ifadeleri elde edilir. Bu da tim bu dizilerin bir Cauchy

dizisi oldugunu gosterir (Mckennon, 1977).

Simdi ise, {aT(x,)} ve {S(x,)a}'nin Va € A, T € LM(A) ve S € RM(A) icin ||-||-Cauchy
oldugunu varsayalim. T € LM(A) ve S € RM(A) olsun.
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0 bir kuazi-carpan ve a da A’nin bir elemant olsun. a = b.c olacak sekilde b,c € A
secelim. Vx € Aigin T(x) = 0(c, x) ve S(x) = 6(x, b) olarak tanimlayarak T: A —» A ve
S: A - A fonksiyonlarmi belirleyelim. Bu durumda T bir sol ¢arpandir (T € LM(A) ) ve
S bir sag carpandir (S € RM(A)). Ancak, her « indisi igin:

0(a,x,) = bO(c,x,) = bT(x,) (5.32)

ve
0(xy, a) = 0(xy,, b)c =S(x,)c (5.33)
olur. Dolayisiyla, {6(x,,a)} ve {6(a,x,)} aglar1 |I-|| norma gore Cauchy'dir

(Mckennon, 1977).

Lemma 5.2. {x,}4e; 4 icin bir ultra-yaklasik birim olsun. 8,n € RM(A) sag carpanlar ve

a € A olmak lizere lﬁlg} 0(xp) = lim n(x,)a = lim n6(xs) a dir (Mckennon, 1977).

Ispat. £ > 0 olsun. Iéiem nf(xs) a ifadesini d ile, lién n(x,)a ifadesini e ile gdsterelim.
T aeT
Ve }gién 0(xg)e ifaedesini de b ile gosterelim. Su kosullar1 saglayan o € T segelim.
T

Bu durumda;
16(xz)e — bl < e/4 ve |[nB(xyz)a —d|| < /4. (5.34)
olur. Su kosullar1 saglayan y € t segelim;
[n(x,)a — || < e/4ll6l (5.35)
ve

|6 (x)x, — 8(x )| < &/ linllllall) (5.36)
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olur. O zaman;

Ib —dll < 18(x,)e — bll + |6 (xs)n(x, )a — 6 (x,)el|
+||n(0(xa)xya) — n(@(xa))a” + |[n0(xz)a — d||
<e/4+10(x)I ||n(x,,)a — e||
+Hinll[|6 Gep)x, — 6 |[llall +=

<i+i+i4i=¢ (5.37)
4 4 4 4
olur (Mckennon, 1977).

Teorem 5.9. A bir ultra-yaklagik birime sahip olsun. Bu durumda, &§: LM(A) - QM(A)
(sol carpanlardan yar1 carpanlara) ve u:RM(A) - QM(A) (sag carpanlardan yari
carpanlara) doniisiimleri ortendir. Ayrica, 8~ 1= u ve pu~!*§ doniisiimleri izometrik

cebir, bir anti-izomorfizmlerdir (Mckennon, 1977).

Ispat. {x,}ultra-yaklasik bir birim olsun. p € QM(A)’da olsun. Va € A igin,

0(a) =lim q(x,,a) olarak tanimlayarak 6:A4 — A doniisiimiinii tanimlayalim. Eger
a
a,b € A ise 0 zaman 6(ab) = lim q(x,, ab) = limq(x,,a)b = 8(a)b olur. Buradan
a a
0 € LM(A) olur.va,b € A icin; &y(a,b) = aB(b) = limaq(x,, b) =limq(ax,,b) =
a a

q(a, b) esitligi gecerlidir. Boylece 8y = q olur ve § ortendir. y’nin da orten oldugu
benzer sekilde ispatlanir. Simdi 6,n € RM(A) (sag carpanlar) ve a € A olsun.

Lemma 5.2’ye gore asagidaki esitlikleri elde ederiz;

571 (116)8™ () (@) = 67 (tp) lim pty (0, @) = 87 (tg) lim n(x) @
= ll/lgn H(x[;) hénn(xa) a= llal)nn *0(x,)a

= 6" (pp) (@) (5.38)

olur. Simdi § 71 * y’nun bir cebir anti-izomorfizmi oldugu agik¢a goriilmektedir. Benzer
sekilde, u~!=*§ bir cebir anti-izomorfizmi oldugu kanitlanir (Mckennon, 1977).

& ve p izometri oldugundan, 571 x u ve u~1 * § izometridir.
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Boylece A, ultra-yaklagik birime sahip oldugundan QM (A) yari-carpanlar kimesi iKi
farkli sekilde bir cebire doniistiirebilir. Ya 6’y1 ya da p’y1 izomorfizm yaparak, bir yari-
carpan g € QM (A) ve bir a € A elemant igin;

limq(xq,a) = [671()](a) (5.39)
ve

limg(a, x4) = [p™" (@)](a) (5.40)

olur. Teorem 5.9’un tersi de dogrudur (Mckennon, 1977).

Teorem 5.10. Eger § ve u Orten ve {x,} bir yaklasik birim ise bu durumda {x,} ultra-
yaklagik birimdir (Mckennon, 1977).

Ispat. Eger a € A ve g € QM(4) ise; [672(q)](a) = limx,[6*(g)](a) =lim q(x,4, a)
a a
olur.Benzer olarak, [u=1(q)](a) = limq(a,x,) elde edilir. Simdi B, A’nin kuazi ideali
a

oldugu ve ¢g’nin bir izometri oldugu Banacah cebiri olsun. Boyle bir B, A icin bir ara
cebir olarak adlandirilacaktir. (5.4) ve (5.5)’ten, eger b € B, a € A ve {x,} ultra-yaklagik
birim ise o zaman su esitlikler gecerlidir;
lim||x,ba — ba|| =0 (5.41)
a
ve

lim|labx, — ab|| = 0 (5.42)
a

olur (Mckennon, 1977).

Teorem 5.11. B, A igin bir ara cebir olsun ve A’nin smirli bir ultra-yaklasik birime sahip

oldugunu varsayalim. Bu durumda ¢ bir cebir homomorfizmdir (Mckennon, 1977).
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Ispat. {xp}, A igin bir ultra-yaklasik birim olsun. a,b € B, x,y € A ve € > 0 alalim. Su

kosulu saglayan keyfi bir p, indeksi secelim. p > p, igin;
[[¢z(a) - pp(D](x, y) = [ps(@](x, x,) [@s(BI(x,¥)|| <& (5.43)

(5.41) nolu denklemi kullanarak, ||x,by — by|| < & olacak sekilde p > p, indeks elde

edelim. Boylece, bu p icin;

95 (a). o5 (D]1(x, y) — [p5(@)](x, x,) [ (D] (x,, ¥) |
< ||[¢>B(a).q§3(b)](x, y) — xaxp” + ||xapry - xaxppry”
+[|[p5 @1(x, %, ). (95 (D1 (x5, ¥) = [#5(a). 65 (B)]Cx, Y.
< llxall||by — x,by|| + ||xax, |- |[by — x,by|| + &
< ellxlllall + lxlllallflx,[le + & (5.44)

elde edilir. €, x ve y keyfi olarak secersek;

¢s(a b) = ¢pp(a). ¢pp(b) (5.45)

esitligi gegerlidir. Bundan boyle, A smirh ultra-yaklasik bir birime sahip oldugunda,
A’nin ara cebirlerini QM (A)'nin alt cebirleri olarak kabul edecegiz (Mckennon, 1977).

Teorem 5.12. B ve A Teorem 5.11°deki gibi olsun. Bdylece VO € QM(B) igin;
0(A x A) c A olsun. Ayrica; eger 8 € QM(B), (A x A) lizerinde sifirlantyorsa o zaman
0 = 0. Boylece QM(B), QM(A)'nmn lineer uzay1 olarak tanmimlanabilir (Mckennon,
1977).

Ispat. {x,}, Aigin sinirh ultra-yaklasik birim olsun. 8 € QM(B) ve x,y € A olsun.

x=ab ve y=cdolacak sekilde a,b,c,d €A secelim. Lemma 5.1°den

0 = lim||x,a6(b, c)dx, —ab(b,c)d|| = lim||x,ab(b,c)dx, — 68(x,y)|| olur. Eger A,
a a

B’nin kuazi ideali ve A tam oldugundan, 6(x,y) € A sonucu c¢ikar. Bdylece

0(A x A) c Aolur. 8 € QM(B)’nin A X A iizerinde 0 oldugunu varsayalim.
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0 # 0 oldugunu kabul edelim ve 8(a, b) # 0 olacak sekilde a,b € B secelim. O zaman
x0(a,b)y # 0 olacak sekilde x,y € A vardiwr. (5.6) ve (5.7)’ye gore lim|[xax, — xal|
a

= 0 = lim||x,by — by||. Herhangi bir &> 0 olsun. 6 ayr1 ayr1 slrekli oldugundan,
a

|6 (xa, by) — 8(xax,,, by)|| < € olacak sekilde a, vardir (Mckennon, 1977).

Simdi [|0(xax,,, by) — 6(xax,,, x,by)|| < € olacak sekilde a indeksi segelim. Buradan
da 0 # ||x8(a, b)yll = 118(xa, by)|| < ||9(xaxa0,xaby)|| + 2¢ sonucu cikar. & keyfi
segildiginden hem xax,, hem de x,by A’da oldugundan, 6’nin, A X A Uzerinde 0
olmadig1 sonucu ¢ikar. Dolayisiyla, eger A sinirli bir ultra-yaklasik birime sahipse ve B,
A’nm ara cebiri ise, 0 zaman QM (B), QM (A)’nn alt kiimesi olarak kabul edilebilir. Bu
boliimiin geri kalaninda, A’nin kendisi iizerinde degil, olduk¢a somut bir Banach cebiri
olan B’nin bir kuazi ideali olarak gerceklesen A’nin alt cebiri A iizerinde olacaktir. B,
ayni zamanda Banach uzay1 (E, ||'||z) Banach uzaymin yogun bir alt uzayi olan bir cebir

olsun; 6yle ki Vb € B igin;
bl = sup{@ax{llbxllg, lxbllg}: x € E; N B} < o (5.46)

olur (burada E;, E’nin birim yuvaridir) (Mckennon, 1977). (B, ||llz)’nin normlu bir
cebiri oldugu ve sol ¢arpim islemini (B X E) U (E X B)’den E’ye tam olarak tek bir
sekilde surekli lineer bir doniisime genisledigi asikardir, burada B, E’nin bir Banach
cebiri tamhiligini1 gosterir. Bu durumda B’nin E ile uyumlu bir cebir oldugunu

soyleyebiliriz. Eger;
sup{Bax{|lax||g, llxallg}: x € E; N D} < 0 (5.47)

ifadesi B’nin ||-||z yogun alt kiimesi olan bazi D icin sadece B’de bulunan a € E

elemanlar1 igin gergeklesiyorsa Oylece B’ye D-maksimal diyecegiz (Mckennon, 1977).

Teorem 5.13. B bir Banach uzayi, E Banach uzay: ile uyumlu B-maksimal bir cebiri

olsun. O zaman B, ||-|lz + |I:llz normu altinda Banach cebiridir (Mckennon, 1977).
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Ispat. a, b € B icin;

llabllg + llablls < llallglibllz + llallgliblls < (lalls + llalle)Iblls + 1Iblle) oyleki B,
I'llg + |-l normu altinda normlu bir cebirdir. {b,;} dizisi, B’de |||l + |||z -Cauchy
dizisi olsun. O zaman {b,,} dizisi E’de ||:||z normuna gére limiti b’dir. Vx € E; N B i¢in;

lbx|lg = lim||b,x||g < sup,|lbnllzllx|lg < sup,l|lbnllz olup ve benzer sekilde,
n

llxb|lg < supl||bn||p elde edilir. Boylece b, (5.9) sartin1 saglar ve dolayisiyla B’dedir. Bu
nedenle B, |I'llg + ||'llz tamdir. é’nin geri kalaninda B’nin Banach uzay:1 (E, ||*||g) ile

uyumlu A-maksimal cebir olacaktir, ||-||z normu (5.8) deki gibi olacaktir. B’nin ||-||g
tamamlanmas1 B ile gosterilecek ve biz %(ll-llE + [Illg ) normu igin ||-||z yazacagiz

(Mckennon, 1977). Ayrica A asagidaki 6zelliklere sahip Banach cebiri olacaktir.

A, Biginde ||-|lp (5.48)
-kapal1 bir kuazi idealdir.

ABA, E’de ||[lg (5.49)

yogundur (Mckennon, 1977). Son olarak; (4, ||llz) nin asagidaki sartim saglayan {x,}

minimal yaklasik birime sahip oldugu varsayilacaktir (Mckennon, 1977). Va € A igin;
lién sup{max{llxaba — ballg, llabx, — abllé}: beB,I|bllg <1 } =0 (5.50)

elde edilir. A’nin B’deki kapanis1 A ile gosterilecektir. (5.50)’den dolay1 Va € A igin;
lién sup{max{||x,ba — ballg, llabx, — abllg}:b € B,||bllz <1}=0 (5.51)

elde edilir (Mckennon, 1977). Ve yine Va € A i¢in;

lim||x,a — allz = 0 = lim|lax, — allz (5.52)
a a
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dir. A’nin B igindeki kapanis1 A ile gosterilecektir. (5.49)’dan anlasiliyor ki AE ve EA
I'llz’de yogundur. Dolayisiyla, Banach modulleri i¢in Hewitt Carpanlara Ayirma
Teoremi;
E = AE = EA = AEA (5.53)

esitligini verir. Bu durumda (5.49) ile birlikte Vy € E;

lim|lxay — ylly = 0 = limllyxq — ylls (5.54)
Bu durumda (5.52) ve (5.54) ile birlikte Va € A4;

lim||x,a — allg = 0 = lim|lax, — allg (5.55)

a - a -

elde edilir (Mckennon, 1977).

Teorem 5.14. A = AA = AA = AAA elde edilir. A, A’nimn ideali olduguna dikkat edelim
(Mckennon, 1977).

Ispat. x €A ve a €A olsun. Bu durumda ax € E’dir ve (5.47) ax igin gegerli

oldugundan, ax € Bsaglanir. Fakat (5.52) ve (5.54) sunlar1 ima eder;

limllxgaxz, — axlly < limllx,ax — axlg Ixgllg + limllallallxxg — xll; = 0 (5.56)

(5.48)’e gore ax € A sonucu verir. Boylece AA c Aoldugunu gostermis olduk. AA’nin
A’da |||z -yogun olmasi (5.55)’den saglanir (Mckennon, 1977). Dolayisiyla Hewitt

Carpanlara Ayrrma Teorem’inden AA = A oldugunu ima eder. AA = A benzer sekilde

ispatlanir. (5.48) ve (5.51)’den ;

A, B’de ideal oldugu elde edilir. (5.57)
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Buradan da;
A’nin B’de bir ideal oldugunu gosterir. (5.58)
Va € AN A igin (5.52) ve (5.54)’den;

lim||lx,a —allz =0 (5.59)
I B

elde edilir. Boylece (5.48) ve (5.57)’den Va € A igin;

ANB=4 (5.60)

elde edilir. B’nin alt kiimesi olan D igin, QM(E, Q) ifadesini Vx,y € E ve a,b € D
olmak uzere; 6(ax,yb) = afd(x,y)b sartimm saglayan tiim bilineer ayri1 ayri siirekli

fonksiyonlar 6: E X E — E klmesi olarak ifade ederiz. Basit bir limit ifadesinden;
QM(E,D) = QM(E, D) (5.61)

oldugunu gosterir (Mckennon, 1977). Burada D, D’nin ||-||z kapal bir lineer gerenidir.

Bu durumda Teorem 1’den x,y €E, a€ A ve 6 € QM(E, D);
0(x,y)a = 0(x,ya) ve ab(x,y) = 0(ax,y) (5.62)
esitlikleri saglanir. Burada 6’nin ayr1 ayr1 siirekli dolayisiyla;
61z = sup{llo e, Y)llg:x,y € Ey} < o0 (5.63)

Burada E;, E’nin ||-||z -birim yuvaridir. QM(E,A) ‘nin ||-||z normu altinda Banach
uzayi oldugu kolayca gériilebilir. D, B’nin alt cebiri oldugundan QM(D, |I-|lz) yerine
kisaca QM(D) ile gosterecegiz. Acikca goriilmektedir ki D, D ||-|lz-kapanist
ise, QM (D)’deki her 6 elemam QM (Q)’nin bir elemanina tam olarak tek bir sekilde
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genisletilebilir. Bu nedenle QM(D)’yi, QM(D)’nin bir alt uzay1 olarak diisiinebiliriz
(Mckennon, 1977). v6 € QM(D) igcin;

1611l = sup{llé(a,b)llz: a, b € D; llall, Ibllg} < 1 (5.64).

Teorem 5.15. V0 € QM(E, 4) iin; 6| gxg € QM ((B,I1l1z)) Ve 6] 4xq € QM(4)
(Mckennon, 1977).

Ispat. Vx € A ve a,b € B icin;

16 (a, b)xllg = 16(a, bx)llg < 18llIlllalllzllbx|llz < lO1gIallle bl 1x ]l

ve benzer sekilde; [1x8(a,b)llg < 16llIglllalllzllIbllENlx]lg elde edilir. 6(a,b) icin
(5.47) sart1 saglanir. Dolayisiyla 6(a,b) € B’dir. | 6 gy, ayr1 ayr1 siirekli olmasi, Kapali

Grafik Teoremi’nin basit bir sonucudur. Boylece; | 6 vz € QM ((Q, ||-||§)) elde edilir
(Mckennon, 1977). x,y € A olsun. Teorem 5.15’ten x = cd olacak sekilde c € A ve
d € A olsun. Yukaridaki ifadeden 6(x,y),8(d,y) € B oldugu ve dolayisiyla (5.58)’den
0(x,y) = c6(d,y) € A olur. Fakat (5.60)’dan x,y € Ave 6(x,y) oldugunu ima eder.
Simdi x,,y € Aolsun. A’da |||z limiti x, olan bir {x,,} dizisi oldugunu varsayalim.
€ > 0 olsun. Teorem 5.15’¢ gore ab =y olacak sekildle a€A ve b €A vardr
(Mckennon, 1977). (5.51)’den sunu elde ederiz;

ligl’l Supﬁ):o”xae(xn; Y) - H(Xn, y)”B
= lim sup,~ollxq8(xn, a)b — 0 (xp, a)bllp = 0 (5.65)
a

n=0,12...i¢in; |lx,0(x,,y) — 0(xn, ¥z < €/2 olsun (Mckennon, 1977).

Bdylece;

mlle(xn;:)’) - e(xo:Y)“B S mlle(xn;y) - xae(xn,Y)”B
+”9(xa[xn - xo];Y)“B + ”xae(iny) - e(xO:y)”B S 8/2
+@III9III5IIIxaIIIEIIIxn —xolllglllylllg +&/2 = e. (5.66)
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Boylece, lim||6(x,,y) — 0(xo, ¥)llg =0 olur. lim|[0(y,x,) —68(y,x5)|lg = 0 oldugu
n n

benzer sekilde kanitlanir. Boylece 8 € QM (A) olur (Mckennon, 1977).

Teorem 5.16. QM (A) iizerindeki dogal kisitlama doniisiimii, QM (A4) Uzerinde lineer
izometridir (Mckennon, 1977).

Ispat. 0 € QM(A) ve a,b € A olsun. Teorem 5.14’ten dolay1 a = dc olacak sekilde
c€A ve d €A vardrr. Boylece; 0(a,b) = 0(dc,b) =d6(c,b) olur. Bu da, yine
Teorem 5.14’ten dolayr A’dadir. Bu durumda | 6 axa €EQM (A ) oldugunu gosterir. Bu

kisitlama doniigstimiiniin izometri oldugu agiktir (Mckennon, 1977).

Teorem 5.17. QM(E, A ) Uzerinde A X A’ya kisitlanan dogal doniisiim QM (4) Gizerinde

bir topolojik izomorfizmdir (Mckennon, 1977).

Ispat. S6z konusu doniisiimiin QM (é) icine olmasi (5.61) ve Teorem 5.15’ten ¢ikar.
0 eQM (A) ve a,b € A elemanlarin1 géz Oniine alalim. Teorem 5.14’ten, b = dc
olacak sekilde ¢ € A ve d € A vardir. (5.52) ve (5.46) denklemlerinden her a indisi igin

[x,llz < 1 oldugundan dolayt;

16(a, b)llz = 116 (a, d)clly = lim||6(axq,d)c]l,

= 1im|[af (xo,b) |, < llall 1611411l (5.67)

olur (Mckennon, 1977). Béylece 6 sagdan ayr1 ayr1 ||-||g norm siirekli olur. Soldan ayri

ayri siirekliligi benzer sekilde ispatlanir. Boylece, tam olarak bir tane 6| E X E - E’ye
tanimli ayr1 ayr1 siirekli bir genislemesi vardir. Boylece 6 € QM (E , A) oldugu agiktir.
Dolayisiyla QM (E ,4) elemanlarini A X A’ya kisitlayan bir ¢ doniisimii Ortendir.
Boylece Teorem 5.16’nin bir sonucu olarak QM (A) tamdir. QM (E, A) tam oldugundan,

Kapali Grafik Teoreminden dolayr ¢’nin siirekli oldugunu gosterir. Ag¢ik Doniisiim

Teoreminden ¢ bir homeomorfizm oldugu ¢ikar (Mckennon, 1977).
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Teorem 5.18. w| QM(E,A) > EE*E ve 9| QM(B) » BA*4  kisitlama doniisiimleri
olsun. O halde w, QM(B) uzerine topolojik izomorfizm ve 9, QM (A) Uzerine lineer bir
izometridir (Mckennon, 1977).

Ispat. 6, QM(Q) icine olmast Teorem 5.15’ten ¢ikar. w € QM(Q) alalm ve a,b € A
olsun, (5.52)’ye gore;

lim||6(a, b)~x,0(a, b)lls = lim[l6(a — xaa,b)lls = 0 (5.68)
a

oldugu i¢in (5.58)’e gore 6(a, b) € A olur. Ancak (5.60)’dan dolay1 6(a,b) € A olur.
Bu da 9‘nin QM (A) igine oldugunu gosterir. Teorem 5.17°den dolay1; 6 | axa = 9(6)

olacak sekilde 6 € Q(E,A) vardir. € > 0 ve a,b € B olsun. (5.46)’dan dolay1; hem
16(a,b)x|lz = 116(a,b)llzg —c hem de ||x8(a,b)|lz = 116(a,b)|lz — ¢ olacak sekilde
x,y € E; vardrr. (5.53)’ten dolay1 e.y = x olacak sekilde y € E ve e € A vardrr
(Mckennon, 1977). Hewitt Faktorizasyon (Carpanlara Ayirma) Teoreminden, |le||z <1

ve |lyllg < llxllz + € oldugunu varsayabiliriz. (5.46)’dan dolayz;

|6(ab)||B €

||5(a, b)e”B > ||§(a, ble—=| = ||0(a b)x” /lylls = (5.69)

Ivlle ”

olur. Boylece (5.51) ile birlikte;

[8a ), -
1+4+¢

£ _ _
< ||0(a, b)e”B = licrln”xae(a, b)e”B = ||60(x,a, be)l|

< Im[ll9(@)1llallxallpllallplIbllsllells < 9@ allallzlIblls  (5.70)

sonucunu verir. Buradan da anlasiliyor ki; w(@) € QM(Q) ve |||a)(§)|”3 < I[9(8)]l 4

oldugu anlasiir (Mckennon, 1977). Ters esitsizliginde gecerli oldugu asikardir.
Boylece, VO € QM (A) icin;

lo@)ll, = 9@, - (5.72)
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Teorem 5.17°den 9 * w birebir orten oldugunu biliyoruz. w bire bir oldugu ve 9 ise 6rten
oldugu sonucu ¢ikar. Bu durumda w’nin bire bir oldugunu gosterebilirsek hem w’nin
hem de ¥’nin bire bir ve Orten oldugunu gorecegiz. Dolayisiyla (5.71) ve Teorem
5.17°den dolay1 9 nin bir izometri ve w’nin da topolojik izomorfizm oldugunu ima eder.
q € QM(B) ve q # 0 kabul edelim. q(r,t) # 0 olacak sekilde r,t € B olsun. Boylece
q(r,t)x # 0 ve xq(r,t) # 0 olacak sekilde x € E vardir (Mckennon, 1977). (5.46)’ya
gore bazi s € A icin q(r, t)s # 0 oldugu ortaya ¢ikar. Boylece (5.51)’den dolayi;

0 # lig(r, Osllz = limllx,q(r, O)sllp = limllq(xar, ts)ll5 (5.72)

olacak sekilde baz1 {x,} ag1 i¢in; ||q(x,7, ts)||g # 0 sonucu ortaya ¢ikar. Bu durumda,
[9(q)](x,7, ts) = q(x,1,ts) # 0 sonucu elde edilir. Boylece 9’nin bire bir oldugunu
gosterir (Mckennon, 1977).

Teorem 5.19. Z, {x,} agmni i¢eren ve hem de C’nin Z -maksimal hem de Z N E’nin
E’de yogun oldugu bir C alt kiimesi olsun. Bu durumda QM(E,C) = QM(E,Z)
(Mckennon, 1977).

ispat. QM(E,C) c QM(E, Z) oldugunun kanit1 C’nin Z’deki |||l -kapanisi olsun. Ve
6 € QM (E Z ) olsun. Z minimal yaklasik birim elemanli Banach cebiri oldugundan ve
(5.16)’dan ZE ile EZ’nin E’de yogun oldugunu belirttiginden, Hewitt Carpanlara
Ayrrma Teoreminden; E = ZE = EZ = ZEZ oldugunu gosterir (Mckennon, 1977).
Ayrica Teorem 5.1’in ispatinda oldugu gibi x,y € E igin;

0(x,y)d =0(x,yd) ve dO(x,y) = 6(dx,y) (5.73)

ve
I61llz = sup{llé(a,b)lls; a,b € Ey} < oo (5.74)
dir. Ve x € Z N E; vea,b € C olsun. Bu durumda;

16(a, b)xllg = 16(a, bx)llg < ll6llIellallelblislxlle < [6lllellallglblls — (5.75)
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olur ve benzer olarak;

Ix6(a, )l < l16lllllallzlIbll - (5.76)
olur. Dolayisiyla (5.47) denklemi saglanir (Mckennon, 1977).
6(a,b) €C (5.77)

ifadesinin tim a,b € Cicin gegerli oldugunu gosterir. Simdi 6 € QM(E;Z), x,x € E

Ve ¢, c € C olsun. e > 0 olmak lzere; (5.49) ve (5.57) geregince Oyle a,a € A secelim Ki;

&

xX—allgt|x—a 5.78
| e + [l —”E slll6lllsliclcllell,(lzll+Ixl+lalls+all ;) +1 (5.78)
olsun. z, z € Z secelim ki;
&
1z = cllg + ]|z — ¢l < (5.79)

E " glliolliglall (lclclals+|zll ;+lallc)+6(aaz)| +|co(aa)] +1
(5.73) ve (5.74) denklemlerinden sunu elde ederiz;

16(cx, xc) = co(x. x)cl|, < [|6(cx, xc) — 6(ca xc)],
+|6(ca, xc) = 6(ca,ac)||, + [|6(ca, ac) - 6(ca, az)|,
t+||6(ca, az) - 6(za, az)||, +||z6(a.az) — c6(a. az)]|,
+|[co(a.a)z — cb(a,a)c|, +|cb(a a)c — co(x, a)c|,
+ [0 (x, @)c — c0(x, x)cll .
< Nolligllcliclix = allgllxl ]l
+lellgllclcllalle|lx = all llell,. + llz = cliel|6(a, az)l|,
+|lco(a, a)|| Nz = cllg + licllclle]| Motz l|all lla — xIlg
+iclicllell Nelizlxlglla - x|,

T (5.80)
8 8 8
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Bu, 8 € QM(E; () oldugunu gosterir (Mckennon, 1977).

Teorem 5.20. L*(G) grup cebiri minimal bir ultra-yaklasik birime sahiptir (Mckennon,
1977).

ispat. T € LM(L*(G)) igin herhangi bir minimal ultra-yaklastk birimi {ag} olsun.
Wendel Teoremi’ne gore; p € L*(G) olacak sekilde ¢ € M(G) vardir. T(p) = @ *p

olur. Bu durumda Vh € L*(G) icin;

Iim|lh *T(ag) —h*¢ll; = lim||(h* ) — (h* @) xagll =0 (5.81)
a a

L'(G), M(G)’de bir ideal oldugundan {h * T(ag)} dizisi L'’de Cauchy dizisi olur.
K € RM(L1 (G)) ise benzer sekilde Va € L*(G) icin;

lignIIL(aB) xh—Axh| = lignllaB *x Axh— A1=h|

=limll2 * A= A= h|| =0 (5.82)

Buradan da V h € L1(G) icin; {L(ag) = h} dizisi L'(G) Cauchy dizisidir. Bu durum,

Teorem 8’den dolay1 (ag)’nin ultra-yaklasik birim oldugunu gosterir (Mckennon, 1977).
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6. SONUCLAR VE ONERILER

6.1. Sonuglar

Bu tez calismasinda, Banach cebirlerinin Arens regiilerligi sistematik bi¢cimde ele
almmis; ozellikle ¢ift dual uzayda tanimlanan Arens carpimlar1 arasindaki oOrtiisme
(esitlik) durumlar1 ayrntili olarak incelenmistir. Calismanin temel amaci, Arens
regiilerligi kavraminin Banach cebirlerinin yapisal 06zellikleri iizerindeki etkilerini

kavramsal ve uygulamali diizeyde ortaya koymaktir.

Tezin ilk boliimlerinde verilen temel tanim ve kavramlar, {iclincii, dordiincii ve besinci
boliimlerde detaylandirilan ileri diizey yapilar1 anlamada énemli bir temel olusturmustur.
Arens regiilerligin karakterizasyonlar1 sunulmus ve ozellikle kapali alt cebirlerin bu
ozelligi korudugu gosterilerek 6nemli bir yapisal stabilite ortaya konmustur. Ayrica, zayif
Arens regiiler Banach cebirleri {izerinde tanimlanan kuazi ¢arpanlar ve bu carpanlarin

olusturdugu uzaylarin topolojik 6zellikleri analiz edilmistir.

Calismada kuazi (yar1)-carpanlarin, klasik ¢arpan kavraminin Gtesine gecerek Banach
cebirlerinde genisletilmis bir yapisal ger¢eve sundugu goriilmiistiir. Bu baglamda,
yaklasik birimlere sahip Banach cebirleri ve L'(G) gibi grup cebirleri lizerinde yari-

carpanlari davranislar1 detaylandirilmis, 6rnekler ve teoremlerle desteklenmistir.

Elde edilen baslica sonuclar su sekilde 6zetlenebilir:
e Arens regiilerligi, Banach cebirlerinde ¢arpma isleminin ¢ift dual uzaya nasil
genisletilecegini belirleyen temel bir kriterdir.
e Bir Banach cebirinin Arens regiiler olmasi, kapali alt cebirleri i¢in de ayni
ozelligin saglandigini garanti eder.
e Zayif Arens regiiler Banach cebirlerinde kuazi garpanlarin olusturdugu uzaylar,

cebirsel oldugu kadar topolojik olarak da anlamli yapilar tasimaktadir.
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Kuazi-siki topolojiler, bu ¢arpan uzaylar1 tizerinde saglanan stireklilik kosullarinin
daha derin analizine olanak tanimaktadir.

Yari-garpan kavrami, o6zellikle yaklasik birimi olmayan Banach cebirlerinde
carpan kavrammin zayiflatilmis ancak uygulanabilir bir versiyonu olarak islevsel

goriinmektedir.

6.2. Oneriler

Bu ¢alisma kapsaminda ulasilan sonuclar temelinde, asagidaki akademik ve arastirmaya

donik onerilerde bulunulabilir:

Arens regiilerlik kavrami, degismeli olmayan Banach cebirleri 6zelinde daha fazla
arastirilmali ve carpan teorisiyle iligkisi derinlestirilmelidir.

Kuazi carpan uzaylar1 iizerinde tanimlanan topolojilerin, operator teorisi ve
harmonik analizdeki uygulamalar1 arastirilmaya aciktur.

Yari-garpanlar kavrami, C*-cebirleri disindaki yapilar icin de genellenerek daha
genis ¢ercevelerde incelenebilir.

Bu calisma, Banach cebirlerinin topolojik ve cebirsel yonlerinin birlikte ele
almmasmin ne kadar verimli olabilecegini géstermistir. Bu baglamda, gelecekte
norm-topoloji uyumu igeren daha karmasik yapilarin (6rnegin, modiiller veya
topolojik ciftler) incelenmesi 6nerilmektedir.

Tezde ele alman sonuglarin, bilgisayarli cebir sistemlerinde (computer algebra
systems) sembolik analiz ve yap1 tanima algoritmalarina entegre edilmesi

yoniinde uygulamali aragtirmalar yapilabilir.

Sonug olarak, bu tez ¢aligmasi Banach cebirlerinin Arens regiilerligi ile kuazi ve yari-

carpan kavramlarin1 biitlinciil bir bakis agisiyla ele almis; bu yapilar arasindaki iligkilerin

hem teorik hem de uygulamali anlamda anlagilmasina katki saglamistir.
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