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ONSOZ

Yiiksek lisans tezi olarak hazirlanan bu calismada 4 — Boyutlu Oklid Uzayinda Kanal
Hiperyiizeyler ve Tubular Hiperyiizeyler detayli olarak ele alinmistir. Lisansiistii egitim
stirecinde yaptig1 calismalarla her zaman bana 6rnek ve destek olan, zaman y6netimi, sabri
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MUSTAFA ALTIN’a ¢ok tesekkiir ederim. Ayrica c¢alismalarim siiresince her zaman
yanimda olan, manevi desteklerini esirgemeyen sevgili esim MEHMET VAKIF
KOYUNCU ile yiiksek lisans egitimi almam konusunda beni yiireklendiren annem
ZULEYHA DUYAR, kardesim ESMA OZYURT ve tiim aileme de tesekkiirlerimi borg
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4-BOYUTLU OKLID UZAYINDA KANAL HiPERYUZEYLER VE
TUBULAR HiPERYUZEYLER

OZET

Dort boliimden olusan bu tezin birinci boliimii giris kismina ayrildi. Bu boliimde kanal ve
tubular hiperyiizeyler hakkinda bilgiler verildi. lkinci béliimde, yiiksek boyutlu Oklid
uzaymda egriler ve yiizeyler ile ilgili temel kavramlar anlatildi. Ugiincii béliimde,
4 —boyutlu Oklid uzayinda kanal hiperyiizeyler insa edildi. Ayrica bu boliimde,
4 —boyutlu kanal hiperyiizeylerin normali, birinci ve ikinci temel formlarinin katsayilari,
gauss egriligi, ortalama egriligi, sekil operatorii ve asli egrilikleri hesaplandi. Kanal
hiperyiizeylerin flat ve minimal olmas1 i¢in gereken sartlar, gauss egriligi ve ortalama
egrilik arasindaki iliski ve son olarak da Weingarten kanal hiperyiizeyleri i¢in bazi
karakterizasyonlar verildi. 4. bdliimde ise, ii¢lincli boliimde yer alan karakterizasyonlar
4 —boyutlu tubular hiperyiizeyler i¢in elde edildi.

Anahtar kelimeler: kanal hiperyiizey, tubular hiperytizey, sekil operatorii, Gauss
egriligi, ortalama egrilik, asli egrilik, Weingarten hiperytizeyi.



CANAL HYPERSURFACES AND TUBULAR HYPERSURFACES IN
4-DIMENSIONAL EUCLIDEAN SPACE

ABSTRACT

The first part of this thesis, which consists of four parts, is devoted to the introduction. In
this part, information about canal and tubular hypersurfaces is given. In the second part,
basic concepts related to curves and surfaces in high-dimensional Euclidean space are
explained. In the third part, canal hypersurfaces are constructed in 4-dimensional Euclidean
space. Also in this part, the normal of 4-dimensional canal hypersurfaces, coefficients of
first and second fundamental forms, Gauss curvature, mean curvature, shape operator and
principal curvatures are calculated. The conditions required for canal hypersurfaces to be
flat and minimal, the relationship between Gauss curvature and mean curvature and finally
some characterizations for Weingarten canal hypersurfaces are given. In the fourth part,
the characterizations in the third part are obtained for 4-dimensional tubular hypersurfaces.

Keywords: canal hypersurface, tubular hypersurface, Gauss curvature, Mean curvature,
Weingarten hypersurface
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1. GIRIS

Diferansiyel geometride yiizeyler teorisi genis ve dnemli bir yere sahiptir. Uygulama alan1
olarak ise ylizeyler giiniimiizde mimarlik, miihendislik, bilgisayar destekli tasarim ve
modelleme gibi bir¢ok alanda yaygin olarak kullanilmaktadir. Kanal yiizeyleri, ilk olarak
1850 yilinda Fransiz matematik¢i Gaspard Monge tarafindan tanimlanmigtir. Kanal yiizeyi
degisken yarigcapli hareketli bir kiirenin zarfi olarak tanimlanir. Bu kiirelerin merkezlerinin
yoriingesi bir helis ve yaricap fonksiyonu sabit ise, meydana gelen ylizey helisel kanal
ylizeyi, kiirelerin merkezlerinin yoriingesi bir dogru ise, meydana gelen yiizey bir donel
ylizey olur. Kanal yiizeyleri, giinliik hayatta karsimiza ¢ikan boru, halat, direk ve 3-boyutlu
dokiimleri temsil etmede kullanilir. Yine kanal yiizeyleri, bilgisayar destekli tasarim ve
iiretim i¢in katilarin ve yiizeylerin modellenmesinde de siklikla kullanilmaktadir. Temsili

ornekler olarak, dogal kuadrikler, tiip ylizeyleri ve tor yiizeyleri verilebilir (Altin , Kazan,

& Yoon, 2023).

Kanal yiizeyleri miihendislik, fizik ve ¢evre bilimleri gibi bir¢ok alanda kritik 6neme sahip
geometrik yapilardir. Bir akigkanin beli bir yonde hareket ettigi veya bir maddenin tagindig1
bu yiizeyler, boru hatlari, nehirler, kanallar ve biyolojik sistemdeki damarlar gibi cesitli
sekillerde karsimiza ¢ikar. Bu tezde kanal hiperyiizeylerin temel kavramlari, ¢esitleri analiz

yontemleri detayli olarak ele alinacaktir.

Kanal yiizeyini olusturan hareketli kiirenin yarigap fonksiyonu sabit ise, kanal yiizeyine
tiip ya da boru yiizeyi adi verilir. "Tiip yiizey" terimi, genellikle tibbi veya miithendislik
alanlarinda kullanilir. Bu terim, bir boru seklindeki nesnenin yiizeyini ifade eder. Ornegin,
tibbi cihazlar veya implantlar gibi bazi tibbi cihazlar, tiip yiizeylere sahip olabilir. Bu
cihazlar, viicut i¢inde kullanildiginda, dokulara en uygun sekilde uyum saglamak ve
cihazin yerinde kalmasini saglamak i¢in 0zel tasarimlara sahip olabilirler. Tiip yiizeyler
ayrica, kaniil veya kateter gibi tibbi aletlerde de kullanilabilir. Miihendislik alaninda ise,

boru hatlari, su borulari, yag ve gaz borulari gibi boru seklindeki yapilar, tiip



ylizeylere sahip olabilirler. Bu yiizeyler, borularin igindeki akiskanin akiskanligini, akisg
hizin1 ve akis yoniinii etkileyebilir. Bu nedenle, boru hatlar1 veya diger boru seklindeki

yapilarin tasarimu, tiip yiizeylerin etkilerinin dikkate alinmasini gerektirir.

Yiizeyler teorisinin dnemli bir pargasini olusturan minimal yiizeyler Lagrange (1760),
Meusnier (1776), Monge (1784), ve Legendre tarafindan E3 3 —boyutlu Oklid uzayinda
ele almmistir. Diiz yiizeyler (ayrilabilir yiizeyler) ise 19. yiizyilin baslarindan itibaren
onemli bir ¢alisma alan1 olusturmustur. Bu ylizeyler koniler, silindirler ve tor yiizeyleri

olmak iizere {i¢ sinifta incelenmektedir.

3 —boyutlu uzayda yapilan galismalara benzer olarak giiniimiizde 4-boyutlu Oklid
uzaymda E* de yiizeyler ile ilgili birgok calisma yapilmaktadir. (Arslan , Bayram, Bulca,
& Oztiirk, 2012) ve (Arslan, Bayram, Bulca, & Oztiirk, 2016) yillarinda yapmis olduklar
calismalarda E* uzaymda 6teleme yiizeyi ve genellestirilmis rotasyon yiizeyi ele alinmis
ve bu yiizeylerin diiz ylizey ve minimal yiizey olma durumlari incelenmistir. (Arslan,
Bayram, Bulca, & Oztiirk, 2015) yilindaki c¢alismada ise ayni yazarlar tarafindan E*
uzayinda normal oteleme yiizeyi ele alinarak bu ylizeyin paralel yiizey ve evoliit yiizeyi
olmasi icin yeterli kosullar ortaya konulmustur. (Arslan, Bayram, Bulca , & Oztiirk,
2009),2012 ve 2008 yillarinda yapmus olduklar1 galigmalarda E* uzayinda siiperkonformal
regle yiizeyine, kiiresel ¢arpim yiizeyine ve Chen yiizeyine bazi ornekler verilmis ve bu
ylizeylerin egrilik elipsleri yiizeylerin normal vektorleri yardimiyla incelemistir. (Arslan &
Bulca, 2013) ¢alismalarinda E* uzayinda Monge yamas: ile verilen yiizeylerin egrilik
fonksiyonlar1 elde edilerek bu yiizeylerin bazi karakterizasyonlar1 verilmistir. (Bulca &
Arslan, 2016) ¢alismada ise 4 —boyutlu Oklid uzaymda karisik ¢arpim yiizeyi olarak
nitelendirilen yeni bir ylizey kavrami tanimlanmis ve bu ylizeyin de baz

karakterizasyonlar1 yilizeyin egrilik fonksiyonlar1 yardimiyla verilmistir.

Dért boyutlu Oklid uzayi, matematiksel ve fiziksel kuramlarin temel taslaridan birini
olusturmaktadir. Iki ve ii¢ boyutlu uzayda tanimlanan geometrik kavramlarm daha soyut
bir bicimde ele alindig1 dort boyutlu uzay, ¢esitli alanlarda genis uygulama potansiyeline
sahiptir. Bu tez galismasi, dort boyutlu Oklid uzayimnda kanal ve tubular hiperyiizeylerin
incelenmesine odaklanmaktadir. Kanal yiizeyleri, genel olarak belirli bir egri etrafinda

donen veya bu egrinin ¢evresinde genellestirilen yiizeylerdir. Bu tiir yiizeyler, mimariden



sanata kadar bircok farkli disiplinde karsilagilmaktadir. Kanal yiizeylerin dort boyuttaki
karsiliklart ise daha karmasik yapilarin ortaya ¢ikmasini saglar; bu da onlari hem teorik
hem de uygulamali matematik agisindan ilging kilar. Tubular yiizeyler ise her noktasi
belirli bir egrinin etrafinda simetrik sekilde olusturulan yapilar olarak tanimlanabilir. Dort
boyutlu Oklid uzayindaki kanal ve tubular yiizeylerin analizi, ok degiskenli hesaplama ve
diferansiyel geometri gibi alanlarla i¢ ice ge¢mis karmasik matematiksel konseptleri
gerektirir. Bu calismada oOncelikle kanal ve tubular hiperyiizeylerin temel kavramlari
iizerinde durulacak; ardindan bu yapilar1 tanimlamak i¢in gerekli olan parametrizasyon
yontemleri ve ilgili matematiksel araclar ele alinacaktir. Ayrica dort boyutta bu tiir yapilar
incelemenin getirdigi zorluklar ile birlikte cesitli Orneklerle konunun derinlemesine
anlasilmas1 amaglanacaktir. Tezimizin amaci sadece akademik bilgi iiretmek degil; ayni
zamanda dort boyutlu geometrinin zenginliklerini anlayarak gelecekteki arastirmalar i¢in
yeni yollar agmaktir. Kanal ve tubular ylizeylerin incelenmesi ile elde edilecek sonuglarin,
ozellikle teorik fizik ve bilgisayar grafiklerinde uygulanabilirlii goéz Oniinde
bulunduruldugunda biiyiik bir 6neme sahip oldugunu belirtmek gerekir. Sonug olarak, bu
tez ¢aligmasi kapsaminda gelistirilecek teoriler ile dért boyutlu Oklid uzaymdaki kanal ve

tubular hiperyiizeylere dair mevcut literatiire katkida bulunulmasi hedeflenmektedir.

Bu tezdeki bazi uzun hesaplamalar yapilirken ve grafikler olusturulurken “Mathematica”

programindan faydalanilmistir.



2. TEMEL TANIM VE KAVRAMLAR

Bu bélimde n —boyutlu Oklid uzayinda egri ve hiperyiizeyler hakkinda bazi temel

kavramlar verilecektir.

2.1. n-Boyutlu Oklid Uzayinda Egriler ve Yiizeyler
Tamm 2.1.1. [, R nin agik bir alt aralig1 olmak iizere diferensiyellenebilen ve regiiler bir

a:l - E™

s = a(s) = (a1(5), az(8), ..., an(s),)
fonksiyonuna E™de bir egri denir (Sabuncuoglu, 2014).

Tamm 2.1.2. a:1 = E™, a (s) = (a1(5), a5(s), a3(s), ..., @, (s)) egrisi verilsin. R deki
dik koordinat fonksiyonu x olmak iizere T, ( R') uzaymin dogal bazi % |s olsun. a,g :—x |

vektoriine, @ egrisinin a(s) noktasindaki hiz vektorii denir ve kisaca a’(s) ile gosterilir.

Bu durumda;
Qg (;—x |s) = a'(s) = (al’(s), ay' (s), a3’ (s), ...,an’(s)) a(s) dir (Sabuncuoglu, 2014).

Tamim 2.1.3. a: 1 —» E™ egrisi verilsin. Her s € I igin |la(s)’|| = 1 ise, a egrisine birim
hizli egridir denir. Bu durumda s €[ parametresine yay parametresi adi verilir

(Hacisalihoglu & Sabuncuoglu, 1983).

Tamm 2.1.4. a: [ — E™ egrisi verilsin. Her s € I i¢in a'(s) # 0 ise a egrisine diizenli

(regiiler) egri denir (Sabuncuoglu, 2014).

Tamm 2.1.5. E* te ii¢ vektdr U = (uy, Uy Uz Uy), D = (U1, Vy, V3, Vs) ve
W = (Wy, Wy, w3, w,) olsun. Bu durumda bu ii¢ vektoriin i¢ ¢arpimi, vektorel carpimi ve

bir vektoriin normu, sirasiyla,



(1_1, ﬁ) = ulvl + U,ZUZ + U3v3, +u4174 y (21)

€1 € €3 €4

Uy Uy Uz Uy

V1 Vy V3 Vs |
Wy Wy Wz W

(2.2)

Ve

Il = (1, u) (2.3)
dir (Sabuncuoglu, 2014).

Tammm 2.1.6. M c E™ egrisi (I,a) koordinat komsulugu ile verilsin. Bu durumda,
Y ={da,a’,a”, .., a"} sistemi lineer bagimsiz ve va® k > ricin;

a® € Sp{i} olmak iizere, 1 den elde edilen {V;, V5, ..., V.} ortonormal sistemine, M
egrisinin Serret-Frenet r-ayakli alant ve m € M igin {V; (m), V, (m), ..., V,. (m)} ye ise
m € M noktasindaki Serret-Frenet r-ayaklisi denir. Her bir V; , 1 < i < r, ye Serret-

Frenet vektorii ad1 verilir (Hacisalihoglu, 2000).

Ozel olarak E* te Serret-Frenet 4 —ayakli alam

L d)
V=T = el
sy = N @) — (@(5), " ()0

e’ () I2a” (s) — {a’'(s), a’ (s))a’ ()|
Vs = By(s) = uB,(s) X T(s) x N(s),

T(s) x N(s) x a"'(s)
||f(s) X N(s) X a”(s)”

Vy = §2(5) =u

olur.



Tamm 2.1.7. M c E" egrisi (I, ) koordinat komsulugu ile verilsin. s € I i¢in « (s)

noktasindaki Serret-Frenet r —ayaklis1 {V; (s),V, (s),...,V; (s)} olsun. Buna gore,

ki:l > R1<i<rm,
s = ki (s) = (V/(5),Vi41(5))

seklinde tanimlhi k; fonksiyonuna, M egrisinin i-yinci egrilik fonksiyonu ve s € I i¢in
k;(s) reel sayisina da a (s) noktasinda M nin i-yinci egriligi denir (Hacisalihoglu, 1994).
Ozel olarak E* te ky, k,, k3 egrilikleri, sirasiyla,
_ " )*a”(s) — (a’(s), a” ())a' ()l

lla’ ($)I* '

e = T©) x Nes) x a” @)l Gl
2 = M P (s) — (@ (), a" e (I

kq

(@' (s), By(s))
IT(s) x N(s) x a”(s)|[lla’ )l

olarak hesaplanir.
Tamim 2.1.8. M c E™ egrisi (I, @) koordinat komsulugu ile verilsin. s € I i¢in « (s)

noktasindaki Serret-Frenet r-ayaklist {Vi(s), V,(s), .., V.(s)} ve i-yinci egrilik

fonksiyonu k; (s) olsun. Bu durumda Serret-Frenet r-ayaklisinin tiirev denklemleri

Vll(s) = k1 (s)V3(s),

Vil(s) = _ki—l(s)Vi—l(s) + ki(s)Vi+1('S)i [ € {2'3' = 1}'

Vo' (s) = —kp-1(s)Vp-1(5)

dir. Ozel olarak E* te Serret-Frenet vektorlerinin tiirev denklemleri su sekildedir:



Vy'(s) = T'(s) = kyN(s)
V,'(s) = N'(s) = —k;T(s) + kB, (s)

, S - " (2.4)
V3'(s) = By (s) = —k,N(s) + k3B, (s)
V,'(s) = B, (s) = —k3B(s)

Ayrica, E* te Serret-Frenet vektorleri igin

(T(s),T(s)) = (N(s),N(s)) = (By(s), B1(5)) = (B,(s), By (s)) = 1 (2.5)

Ve

(T(s), N(s)) = (T(s), B1(5)) = (T(s), B,(5)) = (N(5), B, (5)) = (N(s), B5(s))

= (B, (s), B,(s)) = 0 (2.6)

esitlikleri gecerlidir (Hacisalihoglu & Sabuncuoglu, 1983).

Tamm 2.1.9. E™, n-boyutlu Oklid uzayinda (n — 1)-boyutlu bir yiizey veya (n — 1)
yiizey diye E™ deki bos olmayan bir M ciimlesine denir, 6yle ki bu M ciimlesi, U agik bir

altkiime olmak tizere

M={xeUcCE"|f:U—->R,f(x)=c}

Vfl, # 0, Vp € M bigiminde tammlanir. E 2 de bir 1 —yiizeye diizlemsel egri ve E3 te bir
2 —ylizeye ise genellikle sadece yilizey denir. E™ bir (n — 1) —yiizey, n > 3 olmasi
halinde daha ¢ok bir hiperyiizey olarak adlandirilir (Hacisalihoglu, 2000).

Tamm 2.1.10. E* uzaymmda bir M hiperylizeyi X = X(s,t,w) seklinde
parametrelendirilmis olsun. M hiperyiizeyinin bir p noktasindaki tanjant uzay1 T, M nin baz

vektorleri {X,, X;, X, } olmak tizere, M yiizeyinin p noktasindaki birim normal vektor alani

Xs X X, X X,,
I Xs x Xp X Xyl

n= (2.7)



seklinde tanimlanir (Hacisalihoglu, 2000).
Tanmm 2.1.11. X = X(s,t,w) seklinde parametrelendirilmis olan M, E*uzaymnda bir

regiiler hiperyiizey ve 71 ise M yiizeyinin bir p noktas: komsulugunda tanimlanan birim

normal vektorii olsun. p noktasinda M hiperyiizeyinin bir X,, tanjant vektorii i¢in

S(Xp) = —Dy7i (2.8)
seklinde tanimlanan S déniisiimiine sekil operatorii denir (Hacisalihoglu, 2000).

Tamm 2.1.12. V bir vektdr uzay1 ve X : V. — E* bir hiperyiizey olsun. X = X(s,t,w),

i,j €{1,2,3} igin gij:V — R fonksiyonlarma M yiizeyinin birinci temel formunun

katsayilar1 denir ve matrissel olarak

gi11 Y912 Y13
[gij] = 1921 Y22 Y23 (2.9)
931 Y932 Y33
seklindedir. Burada
g1 = (Xs:Xs) )
912 = g21 = (X5, X¢)
g13 = g31 = <XS'XW) \ (210)

22 = (X¢, Xp)
923 = g3z = (Xp, Xy)
g3z = Xy, Xy) J

dir (Hacisalihoglu, 2000).
Tamim 2.1.13. V bir vektdr uzay1 ve X : V — E* bir regiiler hiperyiizey olsun
i,j €{1,23} igin [h; j]: V — R, fonksiyonlarina M ylizeyinin ikinci temel formunun

katsayilar1 denir ve asagidaki gibi hesaplanir:



hi1 = (X5, 1) )
hiz = hy1 = (X, 1)

hiz = h3; = (Xsw»ﬁ)
hyz = (Xtt»ﬁ)

haz = h3; = (th’ﬁ)

h33 = (wa,ﬁ)) J

~~

(2.11)

Ayrica matrissel olarak

hiy1 hiz hys
[hij] = |ha1 hyz  hys
hs1 hs;  hss

seklindedir (Hacisalihoglu, 2000).
Tanim 2.1.14. M bir hiperyiizey ve p € M olsun.
Sp:Ty(M) - T, (M)

lineer doniisiimiiniin determinantina M yiizeyinin p noktasindaki Gauss egriligi denir ve

K (p) ile gosterilir.
K:M — R fonksiyonuna M ylizeyinin Gauss egrilik fonksiyonu denir.

Sp lineer doniliglimiiniin izine M nin p noktasindaki ortalama egriligi ve H: M — R
fonksiyonuna ise M nin ortalama egrilik fonksiyonu denir. Kisaca,
det|h;;]
det[gij]

K = det(S) = (2.12)

H = iz(S) (2.13)

dir. (Gray, 1998)
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Tamm 2.1.15. Bir yiizeyin ortalama egrilik fonksiyonu sifir ise bu yiizeye minimal yiizey

denir (Hacisalihoglu & Sabuncuoglu, 1983).

Tamm 2.1.16. Bir yiizeyin gauss egrilik fonksiyonu sifir ise bu yiizeye flat ylizey denir
(Hacisalihoglu & Sabuncuoglu, 1983).
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3.4 — BOYUTLU OKLID UZAYINDA KANAL HIPERYUZEYLER

Bu béliimde, 4 —boyutlu Oklid uzayinda kanal hiperyiizeyi insa edilerek, bu hiperyiizeyin
normali, birinci ve ikinci temel formlarinin katsayilari, Gauss egriligi, asli egrilikleri, sekil
operatdrii ve ortalama egriligi hesaplandi. Kanal hiperyiizeyinin flat ve minimal olmasi i¢in
gerekli sartlar, Gauss egriligi ve ortalama egriligi arasindaki iliski ve son olarak da

Weingarten kanal hiperyliizeyleri i¢in bazi karakterizasyonlar verildi.

a(s) : Ic R - R* birim hizl egrisinin egrilikleri sifirdan farkli olsun. Bu a(s) egrisi
merkez egri ve {?(s), N (s), §1 (s), Ez (S)}, a(s) egrisinin Frenet vektorleri olmak tizere,

R* de kanal hiperyiizeyi,

X(s,t,w) = a(s) + a(s, t, w)T(s) + b(s, t,w)N(s)
+ (s, t,w)B,(s) + d(s,t,w)B,(s) (3.1)

olarak yazilabilir. Burada a(s,t,w), b(s,t,w), c(s,t,w), ve d(s,t,w), I aralig1 lizerinde
diferensiyellenebilir fonksiyonlardir. X(s,t,w) hiperyiizeyi, a(s) merkezli r(s) yarigapl

hiperkiire iizerinde yattig1 i¢in

(X(s, t,w)- a(s),X(s, t,w)- a(s)) = r2(s) (3.2)
dir. Simdi (3.1) esitligi, (3.2) esitliginde yerine yazildiginda

(aT + bN + ¢B, + dB,,aT + bN + cB, + dB,) = r? (3.3)
elde edilir. (Burada a(s,t,w) = a, b(s,t,w) = b, c(s,t,w) = ¢, d(s, t,w) =d,

f(s) =T, IV(S) =N, §1(s) = §1, §2(s) = §2 ve r(s) = r olacak sekilde kisaltmalar

kullanilmigtir.) (3.3) esitliginde, (2.5) ve (2.6) esitligi ile verilen Frenet vektorlerinin

Ozellikleri kullanilirsa
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. . Cyeee e . .. . da(s,t,w)
olarak bulunur. Simdi (3.4) esitliginin s’ ye gore tlirevi alinirsa, ay = =
9b(st,w) dc(stw) 9d(stw) ar(s,tw) .
by = ———, ¢; = — " ds = —_——ve 1y = —_—— olmak iizere
aas + bbs + ccs + ddg = rr; (3.5)

oldugu goriiliir.

Ayrica, X(s,t,w)- a(s) vektorii, kanal hiperyiizeyine dik bir vektor oldugundan;

(X(s, t,w)- a(s),X(s, t,w)s) =0, (3.6)

(X(s, t,w)- a(s),X(s,t,w)) =0 (3.7)

ve

(X(s, t,w)- a(s),X(s, t,w),) =0 (3.8)
dx(s,t,w)

olarak yazilabilir, burada X(s,t,w); = . i €{s,t,w}

dir.

Ayrica, (3.1) denkleminde her iki tarafin s° ye gore tiirevi alinirsa;

X, =a'+a,T +aT' + bsN + bN' + ¢;B, + cB, + d,B, +dB, (3.9)
SR, y_da 2, _dT 2, dN p' dBy m' _dB . ..
oldugu goriiliir, burada a’ = o T' = o N' = o B, = . ,By, = " dir. Boylece

(2.1) esitligi ile verilen Frenet tiirev denklemleri, (3.9) esitliginde kullanildiginda;

X;=T + a,T + akyN + byN + b(-k;T + k,B,) + ¢;B; + c(—k,N + k3B,) + d.B,
_dk3§1
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elde edilir. Burada gerekli diizenlemeler yapilirsa

X, =(14a;—bk,)T + (ak, + by — ck, )N + (bky + ¢ — dk3 )B; + (cks + dy)B,
(3.10)

oldugu goriiliir. Simdi (3.6) esitliginde, (3.1) ve (3.10) esitlikleri yerine yazildiginda

(aT + bN + cB, + dB,,(1+ a5 —bk,) T + (ak, + bs — ck, )N

+ (bky + ¢; —dks )By + (cks +ds)B,) =0

elde edilir. Burada (2.2) esitligi kullanilirsa,

a(l+a;—bky) +b(ak, + by —ck,) +c(bky,+cy—dks)+d(cks +dg) =0
oldugu goriiliir. Buradan da;
a+aas; + bb; +ccs +ddg =0 (3.11)
elde edilir. Simdi de (3.5) esitligi, (3.11) de yerine yazilirsa;
a+rr,=0 (3.12)
olur. (3.4) ve (3.12) esitliklerinden asagidaki denklem elde edilir:
b* + ¢ + d*> = r*(1—1?)
Bu denklem i¢in

b=+ry1—1r%costcosw
c=1ry1—1r2 sintcosw
d=xry1—ri.sinw
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seklinde segilebilir. Burada bulunan a,b,c ve d fonksiyonlar1 (3.1) ile verilen

hiperylizeyde yerine yazildiginda, kanal hiperyiizeyi

X(s, t,w) = a(s) — rrj(s)

Fry1l—r? (costcoswﬁ(s) + sintcosw§1 (s) + sinwﬁz (s)) (3.13)

olarak elde edilir.
Buradan sonra (3.13) esitligi ile verilen kanal hiperyiizeyindeki + yerine + alinacaktir.
(3.13) ile verilen kanal hiperyiizeyinin s ye gore kismi tiirevi alinir ve (2.1) esitligi

kullanilirsa, X (s, t,w) hiperyiizeyinin X, vektori

X, = T - (rrs)j— rrs(klﬁ)
+(r\/1—7rs2 )s (costcoswﬁ + sintcosw§1 + sinw§2)
+r\/1—7r52(costcosw(—k17‘) + k2§1) + sintcosw(—kzﬁ + k3§1)
—k3sinW§1)

= AT + BN + CB, + DB, (3.14)
olur. Burada;

A=(1 — (rry)s —rkiJ1 — 12 costcosw),
Bz(—rrskl + (ry1 —rg? )scostcosw — ko1 — rszsintcosw),

Cz(( ry 1 — 1% )ssintcosw + rky\/1 — rs?costcosw — kgsinw))

veE

Dz(( ry 1 —1s?)ssinw + rkz/1 — rszsintcosw)
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dir. Benzer sekilde (3.13) ile verilen kanal hiperyiizeninin t ve w ya gdre kismi tiirevleri

alinir ve (2.1) esitligi kullanilirsa, X (s, t,w) hiperylizeyinin X, ve X,, vektorleri, sirasiyla,

Xe=1ry1-— rsz(—sintcoswﬁ + costcoswﬁl) (3.15)
ve
X, =1y1— rsz(—costsinwﬁ — sintsinw§1 + coswﬁz) (3.16)

olarak bulunur. Boylece (2.2), (3.14), (3.15) ve (3.16) esitliklerinden

X, XX, X X,
T N B, B,
A B c D
|0 —1ry1-—rZsintcosw 711—r12 costcosw 0

0 —ry1—rdcostsinw —r1—rsintsinw 11 —1r2cosw

B C D
=|- rm sintcosw rm costcosw 0 T
—rmcostsinw —rmsintsinw rmcosw
A C D
1 — 142 costcosw 0 N
—rmsintsinw rmcosw

0

0

A B D
+ (0 —r\/l——rsz sintcosw

0

A

0

-

B,

0
—1ry 1 —r1costsinw 11 —7rZcosw

B C
—1y1—r¢?sintcosw 11 —71s2 costcosw | B,
0 -—ry1-—rcostsinw —ry1—rsintsinw

olarak hesaplanir. Burada gerekli diizenlemeler yapilirsa
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X, XX, X X, =
— (rzrsmcosw (rsz — 1+ r(k;y/1 — r2costcosw + %s))) T
—12(rs? — 1)cost(cosw)? (rsz —1+r (klmcostcosw + %s)) N
—12(rs?2 — 1)(cosw)?sint (rsz — 1+ r(ky/1 — ri2costcosw + rss)) B,

B

—1r2(rs?2 — Dcoswsinw (.2 — 1 +r (klw/l — rs2costcosw + ‘rss)) , (317)

elde edilir. Buradan Xy X X; X X, vektoriiniin normunun

IXs X X, X X, || =721 —r2cosw (rsz —1+7r (kﬂ/ 1 — r¢2costcosw + %s))

(3.18)

seklinde oldugu uzun islemler sonucu goriiliir. Boylece, (2.2), (3.17) ve (3.18) den

yararlanilirsa, (3.13) ile verilen kanal hiperylizeyinin birim normal vektor alan;

Xe XX, X X,
”Xs XXt X XW”

n=
= (—rsf +J1 =12 costcoswN + /1 — rszcoswsint§1 +1-— rszsinwﬁz) (3.19)

olarak elde edilmis olur. Ayrica, (2.10), (3.14), (3.15) ve (3.16) denklemlerinden

yararlanilirsa, (3.13) ile verilen kanal hiperyiizeninin birinci temel formunun katsayilari;

911 = (X5, Xs)
2

+ (k111 — 152 — kor (1.2 — Dcoswsint + 1,(r;2 — 1 + r155)costcosw)?

+ (ko1 (1:%2 — 1)costcosw — kg7 (2 — 1)sinw + 15(r,2 — 1 + r155) coswsint)?

+(k3r(1:%2 — 1)coswsint + 1,(r,2 — 1 + r135)sinw)?),

912 = (X5, X¢)
= r2cosw(kirsy/1 — ri2sint — ky(1:2 — 1)cosw + k3 (2 — 1)costsinw)
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913 = (X5, Xy)
= 1r2(kyr5y/1 — 152costsinw — ks (12 — Dsint)

922 = (Xt X¢)

=12(1 — %) (cosw)?
g2z = (Xp, Xy) =0

Ve

gs33 = (XWJ Xw)

= _rz(rsz -1)

seklinde elde edilir. Boylece [gij] matrisinin determinanti (| gij|) ve tersi ([gij]_l) ise,

sirastyla,

2
|gij| = —r*(r® — 1)(cosw)? (rsz —1+r (kn/ 1 —rs?costcosw + rss)> (3.20)

ve

9117 9127t 913

_1 _ _ _
[gij] = (921" g227' G237t (3.21)
9137 9237 g337!

dir, burada;

2
1-7

(rsz — 14 7(ky/1 — ri2costcosw + rss))z

-1

g1 =

1 ko (12 — 1) — (kyrsy/1 — 1i2secwsint + k3 (12 — 1)costtanw)

(rsz — 1+ r(ky/1 — ry2costcosw + rss))z

912



_, ki1 —r2costsinw + k3(r;® — 1)sint

913 =
(rsz — 14 7(ky/1 — ri2costcosw + rss))z

secw? (12 — 1) + 2r(r,2 — 1) (ky+/1 — r2costcosw + 1)
+72((kycosw — kgcostsinw)? (1,2 — 1)?

—k12(r;2 — 1) ((cost)?(cosw)? + r,2(sint)?) + rys>

+21 — r2(=sint(k,cosw — kzcostsinw)ry(r,?> — 1) + r,scostcosw)))

r2(rs2 — 1) (rsz -1+ r(klw/ 1 — ry?costcosw + rss))z

secw(—2kq 11 — ri2costsinw + 2k3 (1,2 — 1)sint) (kqrs/1 — 12sint

—k, (152 — 1)cosw + k5 (r;2 — 1)costsinw)

923 =

22— 1) (rsz — 1+ 7(y1 — ry%costcosw + rss))z
ve
g3z~ ' =

(1.2 — D? + 2r(r2 — 1)(y/1 — n2costcosw + 155) +
1, (klz(cost)z(l — 1t + cos2w(r? — 1)2) + 2(ks” (1.2 — 1)?(sint)? + 7‘552)>
27 2 i
+4kqJ1 — ri?2cost(—ksrs(r,° — 1)sintsinw + coswryg)

r2(r,2 —1) (rsz — 1+ r(kyy/1 — ry2costcosw + rss))z

dir.
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Simdi (3.13) ile verilen kanal hiperyiizeyinin ikinci temel formunun katsayilarin

hesaplamak i¢in ardisik kismi tiirevler hesaplanacaktir.

Ik olarak, (3.14) esitligiyle verilen kismi tiirevin s ye gore kismi tiirevi alinir ve (2.4)

esitligi kullanilirsa X (s, t,w) hiperyiizeyinin X vektorii
_ v 17 257 37 43
Xeg =X T+ X“N + X°By + Xss By (3.22)

olur, burada

1

Xt = ﬁ(rs(Zkl (1:2 — 1)costcosw — 341 — 1,21yg) + r(ky *15/1 — 152
+ (1.2 — 1k, costcosw

—kycosw(k, (1,2 — 1)sint — 21s1sgc0st) — /1 — 1:27545))

1
Xoo = — A7 (2 — D (k (1 = 21,3\ 1 — 152 + 2k,1i (1,2 — 1) coswsint
(1 — 3n.2)ryscostcosw) + r(k,* (2 — 1)%costcosw + k,* (1.2 — 1)%costcosw
+1/1 — 12k — 1,31 — .2k, + ky' coswsint — 21,2k,  coswsint
41,4k, coswsint + 2k, (1 — 1,2)3/ %1 + 1, 2costcosw
—ky(1:%2 — 1) (k3 (1% — 1)sinw — 2ry1ry;coswsint)
7,15 COSECOSW — 13T COSECOSW))
1 .
X3 = W((rsz — 1) (2ky1 (1,2 — 1)costcosw — 2k31, (12 — 1)sinw

+(=1 4 3r,2)rycoswsint) — r[(k,* (12 — 1)2coswsint + k3*(r,2 — 1)2coswsint

—k, costcosw + 21,2k, costcosw — 1%k, costcosw + k3'sinw — 21,2k, sinw
ks sinw + 2ks1y (1,2 — 1D1esinw + 1g2coswsint — ko1 (1,21) (kg1 — 152
+21,,cOStcoSW) + TiTygsCOSWSINnt — 1.31r,coswsint)

veE

. ’ , k3rrgrsscoswsint
Xt = kar/1 — 1i2coswsint + /1 — 1,.2ks’ coswrsint — %
N
+k3(kyr1 — r.2costcosw — rks/1 — r%sinw
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TTsTss

+(rey/1 — 1% — J—)COSWSlnt)

er Tss 2 _ rrszrssz _ TTSSZ __ I'TsTsss .
+(— W—l_ ~ 5 s ~ ey T T Jl__rsz)smw (3.23)

olur.

Ayrica (3.14) esitligiyle verilen kismi tiirevin t ve w ya gore kismi tiirevleri alinir ve (2.4)

esitligi kullanilirsa, X (s, t,w) hiperylizeyinin Xg; ve X, vektorleri, sirasiyla,

— _ 2 . P rs(rs?—1)coswsint+r(k, (rs?—1)cost+rsrsssint) \ =
Xse = (kyr/1 — r2coswsint)T + ( Tre N

TTsTss

+ (—kzr\/ 1 —rg2coswsint + (rg/1 — 12 — \/_)costcosw> B;

+ <J1+—r52 (—1e(rs — Dcost + r(ky (1,2 — Dsint — ryrg cost))cosw) §2 (3.24)

ve

Xow = (klrw/ 1- rszcostsinw)f
+ <rk2w/ 1 —r2sintsinw + (—r/1 — 1.2 + \/S_:S)costsmw> N
+(\/1%rs2 (rs(rs% — Dsintsinw + r(k,(;2 — 1)costsinw

+k3 (1,2 — 1)cosw + 1y1yssintsinw))) B,

(—rs(rsz — Dcosw + (k3 (1,2 — 1)sintsinw — 1375,c0SW) ) R

B (3.25)
J1—r? ?
dir. Benzer sekilde (3.15) ve (3.16) esitlikleriyle verilen kismi tiirevlerin t ve w ya gore

kismi tiirevleri alinir ve (2.1) kullanilirsa, X(s,t,w) hiperylizeyinin X, Xp ve Xypw

vektorleri ise, sirasiyla,
Xee = (—ry1 - rszcostcosw)ﬁ + (—twry1 - rszcossin)ﬁl, (3.26)

=(ry1-— rszsintsinw)ﬁ + (—ry1- rszcostsinw)§1 (3.27)
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Xpw = (—r\/ 1-— rszcostcosw) N+ (—r\/ 1-— rszcoswsint) §1
+ (—r\/ 1-— rszsinw) B, (3.28)

olarak bulunur.

Ayrica, (2.11), (3.19), (3.22)-(3.28) esitlikleri kullanilirsa, (3.13) ile verilen kanal

hiperyiizeyinin ikinci temel formunun katsayilari;

hyy = (Xg5, 1)
= kl\/l——rszcostcosw + 15 + rsz;_lr(k32(cosw)2(sint)2 + k32 (sinw)2
—2k32r52(cosw)z(sint)2 - 2k32r52(sinw)2
+k32r54(cosw)2(sint)2 + k32rs4(sinw)2 + kzz(rs2 - 1)2(cosw)2
—koky (1% — 1)2costsin2w + k% (12 — 1) (—(cost)*(cosw)?
+r2(=1+ (cost)z(cosw)z)) + rssz(cost)z(cosw)2 + rssz(cosw)z(sint)2

+132(sinw)? — 2k;+/1 — r.2cosw (ko1 (rg? — 1)sint — rgcOSt) — TsTyss
+7,Tgss (cOSt) % (cOsSW)? + 13Tsgs(cOSW)? (sint)? + 1iTegs(SinW)?

+73156s — 163 Tess(COSE) 2 (cosW)? — 1315 (cosw)?sint? — 1314 (sinw)?)

hiz = <Xst' 71)

= r(—ky7s/ 1 — 1i2sint + k(1,2 — Dcosw — k3 (12 — Dcostsinw ) cosw

h13 = <Xsw: ﬁ)

= r(—ky7sy/ 1 — rs2costsinw + k3 (12 — 1)sint),

hzz = <XttJ 7_1))

=1r(r;2 — 1) (cosw)?,

h23 =X tw ﬁ>20
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ve
h33 = <XWWJ ﬁ) = r(rsz - 1)

olarak hesaplanir. Elde edilen ikinci temel formun katsayilar1 yardimiyla [hi j] matrisinin

determinanti,

|hij| = —%rz(rsz — 1) (cosw)?(kyy/1 — 152costcosw + 1) (—8(rs2 — 1)

+8r(ky (1,2 — 1)(cost)?(cosw)? — 2kq+/1 — 12rscostcosw — rssz)) (3.29)

olur. Boylece (2.4), (3.19) ve (3.29) esitlikleri kullanilirsa, (3.13) ile verilen kanal

hiperylizeyinin Gauss egriliginin

r(k12 (rs2—1)(cost)?(cosw)? -2k 1—1"521"sscostcosw—r552)—(rs2 - 1)(k1\/ 1—r52costcosw+rss)

K = 5
r2 (rsz —1+r(k1\/ 1—rszcostcosw+rss))

(3.30)
oldugu goriiliir.

Teorem: E* teki (3.13) ile verilen kanal hiperyiizeninin flat olmasi igin gerek ve yeter sart

ky = 0ver = as + b olmasidir.

Ispat: ilk olarak (3.13) ile verilen kanal hiperyiizeyi flat olsun. Bu durumda (3.30) ile

verilen Gauss egriligi sifir olmalidir ve buradan da

r(ky* (12 = 1) (cost)? (cosw)? — 2kyy/1 — 121g5c0stcosw — 152)
— (1% = 1) (kyy/1 = r2costcosw + 15) = 0

oldugu aciktir. Burada gerekli diizenlemeler yapilirsa;

ki1 —12(1 — 1,2 = 2rrgg)costcosw — rky 2 (1 — 1,2) (cost)?(cosw)?
+(1—12=2rr)rs =0 (3.31)
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olarak elde edilir. Ayrica (3.31) esitligindeki {(cost)?(cosw)?, costcosw, 1} kiimesinin

elemanlar1 lineer bagimsiz olduklarindan

ki1 —12(1—12 —2rr) =0
rk,’(1—12)=0
(1 =12 = 211 )rs = 0

denklem sistemine ulasilir. Bu denklem sisteminde bulunan 2. esitlikteki r ve 1 — 72

stfirdan farkli oldugundan k; = 0 olmalidir. k; = 0 i¢in (3.30) ile verilen Gauss egriligi

_ Tss
r2(r,2 —1+rr,)

K

olur.

Boylece, (3.13) ile verilen kanal hiperyiizeyi flat oldugunda k; = 1z, = 0 oldugu goriiliir.
Budar = as + b demektir.
Tersine k; = 1y = 0 olsun. Bu durumda k; = 0 ve 7y, = 0 esitlikleri (3.30) ile verilen

Gauss egriliginde yerine yazilirsa

K=0

olur. Bu da bize (3.13) ile verilen kanal hiperylizeyinin flat oldugunu gosterir. [

Simdi (2.4), (3.21) ve (3.29) esitlikleri kullanilirsa, (3.13) ile verilen kanal hiperylizeninin

sekil operatorii
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[— (152 —1) (k1+/1-T52costcosw+Ts) +7 (k1 % (rs2—1) (cost) 2 (cosw)? —2kq/1-12rgscostcOSW—T52) 0 0 T
(r52—1+r(k1,/1—r52costcosw+rss))2
kqrsy/1-1s2secwsint—k, (rs2—1)+ks(rs2—1)costtanw 1 0
r(rsz—1+r(k1mcostcosw+rss)) r
(=k3 (rs2=1)sint (= 1475247 (k[ 1-T52COSECOSW+Ts5))
+k1r5(—(1—r52)3/2costsinw+r(—k1(rsz—1)costcosw+,/1—r52rss))) 0 1
r(rSZ_1+r(k1J1——r52+rsscostcosw))2 r_

seklinde hesaplanir. Bdylece (2.6) ve (3.32) esitlikleri kullanilirsa, (3.13) ile verilen kanal

hiperylizeninin ortalama egriligi;

< —2(r;? — 1)2 = 57(r;2 — 1)(ky/1 — r2costcosw + 755) )

b +3r2(ky* (1,2 — 1) (cost)? (cosw)? — 2ky/1 — r2rscostcosw — 155%) (3.33)

3r (rsz — 1+ r(kyy/1 — ry2costcosw + rss))z

olarak hesaplanir.

Teorem: E* teki (3.13) ile verilen kanal hiperyiizeyinin minimal olmas: i¢in gerek ve yeter

sart bu hiperyiizeyin

R(s, t,w) = (s —rrg, £ 1/ 1 = r2costcosw, ry/1 — ry2sintcosw, +ry/1 — rszsinw)

(3.34)

dr

=@

r

ile parametrelendirilen donel hiperyiizey olmasi ve [ = £s5 + b, (a, b birer sabit

say1) olmasidir.
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Ispat: Ik olarak (3.13) ile verilen kanal hiperyiizeyi minimal olsun. Bu durumda (3.33) ile

verilen ortalama egrilik sifir olmalidir ve buradan da

< —2(r,2 =12 =5r(r,2 - 1) (klw/l —r,2costcosw + rss) > _ 0
.2y
Tss®)

+3r2(ky 2 (1,2 — 1)(cost)?(cosw)? — 2kq+/ 1 — 1,21,scoStcosw

oldugu agiktir. Bu ifadede gerekli diizenlemeler yapilirsa;

( ki/1—12(57(1 — 1,2) — 6121, )costcosw ) —0 (3.35)

—3r2k,2(1 — 1,2) (cost)?(cosw)? — (2 — 212 — 3rr)res)

oldugu goriiliir. Ayrica (3.35) esitligindeki {(cost)?(cosw)?, costcosw, 1} kiimesinin

elemanlari lineer bagimsiz olduklarindan

ki1 —12(5r(1—1r2)—6rir) =0
3r2k,’(1-12) =0
(2-2r2=3rr)r,, =0

denklem sistemi elde edilir. Bu denklem sisteminde bulunan 2. esitlikteki r ve 1 — 1,2

stfirdan farkli oldugundan k; = 0 olmalidir. k; = 0 i¢in (3.33) ile verilen ortalama egrilik

2 — 21,2 — 31y

H = :
3r(rs2 — 1+ 1ryg) (3.36)

olur. Buradan (3.13) ile verilen kanal hiperylizeyi minimal ise (3.36) esitliginden

2—2r2 =311, =0 (3.37)

oldugu goriiliir. (3.37) denklemi ¢oziiliirken 73 = f(s) olsun. Bu durumda;

af dr af
T = = ——= —
sS fs dr ds dr
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olur. Son bulunan esitlikler (3.37) denkleminde yerine yazilirsa;
af 2 _ o _
3r— f+2f*=2=0

elde edilir. Burada gerekli diizenlemeler yapilirsa;

3f _dr
2(f2-1) r

esitligine ulasilir. Yukardaki esitligin her iki tarafinin integrali alinirsa

olur. Son bulunan esitlikte r; = f(s) kabuliimiiz yerine yazilirsa

oldugu goriiliir.

Ayrica ky = 0 iken a(s) = (s, 0,0,0) olarak alinabilir. Bu egrinin Frenet vektorleri

T = (1,0,0,0)
N =(0,1,0,0)
B, = (0,0,1,0)
B, = (0,0,0,1)

dir. Bulunan bu Frenet vektorleri (3.13) ile verilen kanal hiperyiizeyinde yerine yazilirsa,
(3.34) ile parametrelendirilen donel hiperyiizeyi elde edilir.

Tersine, (3.13) ile verilen kanal hiperylizeyi
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R(s, t,w) = (S — 115, £ 1 —r1%costcosw, xry/1 — rg2sintcosw, +r/1 — rszsinw)

dr

()

sayilar) olsun. Bu donel hiperyiizeyin ortalama egriliginin sifir oldugu kolaylikla goriiliir.

seklinde (3.34) ile parametrelendirilen dénel hiperyiizey ve [ = +s + b, (a, b sabit

4

3

Bu da (3.13) ile verilen kanal hiperyiizeyinin minimal olmas1 demektir. Boylece ispat
tamamlanmis olur. ]

Toerem: (3.13) ile verilen kanal hiperylizeyinin (3.30) ile verilen Gauss egriligi ile (3.33)

ile verilen ortalama egriligi arasinda
2

3H = Kr? ——
r

iligkisi vardir.

Ispat: (3.30) ile verilen Gauss egriligi ve (3.33) ile verilen ortalama egrilik kullanilirsa

2
3H —Kr2 ==
T

esitligi elde edilir. Bu da (3.30) ile verilen Gauss egriligi ile (3.33) ile verilen ortalama

egriligi arasindaki iligkiyi verir.

3.1. (X, Y)-Weingarten Kanal Hiperyiizeyler

Bu baglikta (3.13) ile verilen kanal hiperyiizeyinin (3.30) ile verilen Gauss egriligi ile (3.33)
ile verilen ortalama egriliginden yararlanilarak, (X,Y)-Weingarten hiperyiizey olup

olmadig1 incelenecektir.

Bir hiperyiizey HgK; = H;K; sartim1 sagliyorsa, bu hiperylizey (H,K)j.-Weingarten

hiperylizey olarak isimlendirilir.
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Bir hiperylizey H K, = H,,Ks sartin1 sagliyorsa, bu hiperyiizey (H, K)s,,-Weingarten

hiperylizey olarak isimlendirilir.

Bir hiperyiizey H, K; = H.K,, sartim1 sagliyorsa, bu hiperyiizey (H, K),,.-Weingarten

hiperylizey olarak isimlendirilir.

(3.13) ile verilen kanal hiperyiizeyinin (3.30) ile verilen Gauss egriligi ile (3.33) ile verilen

ortalama egriliginin s, t ve w ya gore kismi tlirevleri, sirasiyla,

312k, *r.(r,2 — 1)%(cost)3(cosw)3
+5rk, *r(1 — 1.2)3/2(1,2 — 1 4 2r71yg) (cost)?(cosw)?
/ 2r5 + 13(—4 + 11rry) \
+75(2 = 1177 + 127%1,%)
—ka (5" = 1) k +72(\/1 = 1,2ky costcosw + 1y,) costcosw
—r21,2(\J1 = 1,2k, costcosw + 74)
—2r,(1 — 15%)%/
(2 —1+rry) +r< (s> — 1)%k, ' costcosw )
+\/1——T52(5T5T552 + Toss — rszrsss)
K, = . (338)

<r3 [1— 1,2 (rsz -1+ r(kl,/l — ry2costcosw + 7‘55))3)

k(2 —1) ((1 —152)3/2 + r(ky (12 — Dcostcosw — /1 — rszrss)) coswsint

Kt = — 3
r? (rsz — 1+ 1(ky\/1 — ri%costcosw + rss))
(3.39)
ki(rz2—1) ((1 — 1,232 47 ((rs2 — 1)cotcosw — /1 — rszrss)) costsinw
K, = —

r2 (rsz — 14 r(ky/1 — rs2costcow + rss))3

, (3.40)
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(—21,(1 = 1,272 = 3rry (1,2 — 1)%(2k, (r,% — 1)costcosw
—2J1 = 1.2r,) + r2(12 — 1)(Tky*1s(1 — 152)3/2(cost)? (cosw)?
+(1;%2 — 1)%k, costcosw — 15k 15 (1:% — 1)rsscostcosw
+V1-= rsz(grsrssz t Toss — rszrsss)) + r53(3k13rs(r52 - 1)2(COSW)3
+10k, *r,(1 — 1,2)3 21, (cost)2(cosw)? + k(1.2 — 1) (—costcosw(1 — 1,2)3/2k,’
— 1213762 — Tygs + TsTess )COStCOSW + Ty (1,2 — 1)k, costcosw

+\/ 1- TSZ(STSTSSZ + Tss — rszrsss))))
3
(37‘2\/ 1—r? (—1 + 12+ («/ 1 — ry2costcosw + 7”55)) )

(3.41)

_ —((kycoswsint(r;® — 1)((1 — 1,2)3/% + r((1> — Dcostcosw — /1 — 15275)))

Hy = 3
3 (rsz — 1+ r(ky/1 — ri2cotcosw + 7”55))
(3.42)
ve
by —((k1(r® = Deostsinw((1 = 152)3/2 4 r(ky (r;2 — 1)costcosw — /1 — 15215)))
w 3
3 (rsz — 1+ 7r(ky\/1 — ry2costcosw + rss))
(3.43)
dir.

Boylece, (3.30)- (3.35) kismi tiirevlerinden

—((Zklrs(l—r52)3/2 coswsint) —(1—1*52)3/2
+7(—k1 (—1472)costcosw+ 1-142145)) ((1-1)5/2

| —T(Zkl(rsz—1)costcosw—21/1—r52rss) [
\+r2(<(k22 (1—r52)3/2 (cosw)?—2k4(rs?—1)rsscostcosw+y/ 1—r52r552) (cost)2)>)
3
3r4 (rsz - 1+r(1/ 1—rszcostcosw+rss))

(3.44)
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/ —((Zklrs(l—rsz)S/2 costsinw(—(l—rsz)s/2 +1(=kq(=1+75)costcosw \

5
+4/1-162155)) ((1-752) /2 -r(rs2—1)(2(rs?—1)cotcosw
—21-12rs)+12 (k42 (1—r52)3/2 (cost)?(cosw)2 =2k, (rs2—1)rsscoStcOSW

+v l_rszrssz)))

H.K, — H,K, = . (3.45)
3r4(r52—1+r(k1 1—rszcostcosw+rss))

ve

HWKt - HtKW = 0 (3-4‘6)

esitliklerine ulasilir.
Boylece (3.46) esitliginden asagidaki teorem verilir.

Teorem: (3.13) ile verilen kanal hiperyiizeyi (H, K),,-Weingarten hiperyiizeyidir.
Ayrica (3.44) ve (3.45) esitliklerinden asagidaki teorem verilir.

Teorem: (3.13) ile verilen kanal hiperylizeyinde eger yaricap fonksiyonu r sabitse

(H, K)¢s-Weingarten hiperyiizey ve (H, K),,s-Weingarten hiperytizeydir.

Teorem: (3.13) ile verilen kanal hiperyiizeyinin asli egrilikleri

Ve

( (—(rs — D (kqy+/1 — 152costcosw + 1) )
47k, % (12 — 1) (cost)2(cosw)? — 2k;+/1 — 121 costcosw — 1552))
< (1:2 — D2 + 2r(r;2 — 1)(kyy/1 — ry2costcosw + 755 )

+72(—k, 2 (1,2 — 1)(cost)?(cosw)? + 2kq+/1 — r,2r,scostcosw + 152)

C3:

dir.
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Ispat: E* te, I, 3x 3 tipinde birim matris olmak iizere sekil operatorii S olan bir

hiperylizeyin asli egrilikleri

det(S—cl;) =0

esitligini saglayan c;, ¢, ve c3 tlir. Buradan

c 0 O
det (5 — [0 c OD =0 (3.47)
0 0 ¢

oldugu kolaylikla goriiliir. (3.32) ile verilen sekil oparatorii (3.47) esitliginde yerine

yazildiktan sonra determinant alinarak sifira esitlenirse

(2 — 1)(—c + crg? + kyy/1 — 1 2costcosw + rss

(1+cr)? +cr ( k2 (12 — 1)(cost)?(cosw)? + 2./1 — r2ry costcosw + rss

\ < —ky (1,2 — 1)(cost)?(cosw)? /
r
\ +2ky+/1 — ri2costcosw(—c + crg? + 155) + 15s(—2¢ + 2¢1% + 16) /

r2(r;2 — 1+ r(ky/ 1 — r2costcosw + 1g5))?)

olur. Bu denklem ¢oziiliirse
(1+cr)>=0

ve

(1,2 — D(=c + cr? + ky\[1 = r2costcosw + 1)
+cr?(—ky? (1,2 — 1) (cost)?(cosw)? + 2k;\[1 — 1y1g5costcosw + 1g?) _ 0
—ky (1,2 — 1)(cost)?(cosw)?
" <+2k1mcostcosw(—c + 1 ? + 1) + 15 (—2¢ + 2¢r% + rss)>

oldugu goriiliir. Bdylece ispat tamamlanmais olur. ]
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3.2. 4- Boyutlu Oklid Uzayda Kanal Hiperyiizeyler icin Ornek

Bu alt béliimde, 4-boyutlu Oklid uzayinda birim hizli bir a(s) egrisi tarafindan olusturulan
bir kanal hiperyiizey insa edilecektir. Bu baglamda, ilk olarak birim hizl1 a(s) egrisinin
Frenet elemanlar1 elde edilecek ve bunlar yardimiyla bir kanal hiperyiizey olusturulacaktir.
Ardindan, bu kanal hiperyiizeyin Gauss ve ortalama egrilikleri hesaplanacak ve bu
hiperylizeyin 3-boyutlu uzaya izdiistimleri gorsel olarak verilecektir.

Birim hizli a(s) egrisi

a(s) = 15—2 (sin G) ,COS G) ,COS (g) ,Sin (g)) 3.2.1)

olsun. Bu a(s) egrisinin Frenet vektorleri ve egrilikleri, sirasiyla,

T(s) = (gcos (%) , —gsm (i),—gﬂn (g),gcos (E)) )

9Sln(%) 9 cos (%) 16 cos (%) 16 sin (%)
NO=\""7rm% T N

(3.2.2)

Eﬂs)—(%cos(z ,—gsm Z>'§Sln(§ ,—gcos(§)> g
o) 16es()) ses(5) sn(3)
B,(s) = 7337 Neey - — — — |
ve
)= %' )= 5\/% kals) = \/;—% (3.2.3)

seklinde hesaplanir. (3.2.1) ile verilen egri ve (3.2.2) ve (3.2.3) Frenet elemanlari

yardimiyla, yarigap fonksiyonu r(s) = % olmak tizere, (3.13) ile verilen kanal hiperyiizeyi
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1 S S
X(s,t,w) = (% (337scos(z)(4\/§coswsint —3) + sin (Z)(16176 + 5v1011s(16sinw

1 S S
- 9costcosw))),% (—337ssin(z)(4\/§ cos w sint — 3) + cos (Z)(16176

1 S
+ 5v1011s(16sinw — 9costCosw))),m (337ssin(§)(4 + 3+/3 cos w sint)

S
+ cos (5)(16176 — 5v/1011s(16 cos tcosw

1 S S
+ 9sinw))),m (—337scos(§)(4 +3v3cosw sint) + sin (g)(16176

— 5v1011s(1 costcosw + 9sinw)))>

olarak elde edilir. Bu hiperyiizeyin Gauss ve ortalama egrilikleri ise, sirasiyla,

K = 24 costcosw(60v1011 — 337scostcosw)
s2(v/1011scostcosw — 180)?2

ve

6(7200 — 100v1011scostcosw + 337s2(cost)?(cosw)?)
s(v'1011scostcosw — 180)2

seklinde bulunur.

w = 2 alinarak bu kanal hiperylizeyinin yzt, xzt, xyt ve xyz-uzaylarina izdlislimlerinin

grafikleri, sirastyla



Sekil 3.2.1. Kanal hiperyiizeyde yzt-uzayina izdiisiim

Sekil 3.2.2. Kanal hiperyiizeyde xzt-uzayina izdiisiim

-2

-4
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Sekil 3.2.3. Kanal hiperyiizeyde xyt-uzayma izdiisiim

Sekil 3.2.4. Kanal hiperyiizeyde xyz-uzayina izdiisiim

35
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4. 4- BOYUTLU OKLID UZAYINDA TUBULAR HiPERYUZEYLER

a(s) : ICR - R* birim hizl egrisinin egrilikleri sifirdan farkli olsun. Bu a(s) egrisi

merkez egri iken R* de tubular hiperyiizeyi

X(s, t,w) =
a(s) + a(s, t,w)T(s) + b(s, t,w)N(s) + c(s,t,w)B,(s) + d(s,t,w)B,(s) (4.1)

olarak yazilabilir. Burada {7(5), N(s), §1 (s), Ez (s)}, a(s) egrisinin Frenet vektorleridir
ve ayrica a(s,t,w), b(s,t,w), c(s,t,w), ve d(s,t,w), [ araigi Tizerinde
diferensiyellenebilir fonksiyonlardir. X(s,t,w) hiperyiizeyi, a(s) merkezli r yarigaph
hiperkiire iizerinde yattig1 i¢in

(X(s,t,w)- a(s), X(s, t, )~ a(s)) = r2 (4.2)
dir. (4.1) esitligi (4.2) esitliginde yerine yazildiginda

(aT + bN + c¢B, + dB,,aT + bN + cB, + dB,) = r? (4.3)
elde edilir. (4.3) esitliginde Frenet vektorlerinin 6zellikleri kullanilirsa

a’+ b%+ c¢?*+ d? = r? (4.4)
olarak bulunur. Simdi (4.4) esitliginin s’ ye gore tiirevi alinirsa

aas+bbgt+ccg+ddg=0 (4.5)

oldugu goriiliir.

X(s,t,w)- a(s) vektori, tubular hiperylizeyine dik bir vektoér oldugundan
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(X(s,t,w)- a(s),X(s,t,w);) =0, (4.6)
(X(s,t,w)- a(s),X(s,t,w),) =0 (4.7)
ve

(X(s,t,w)- a(s),X(s,t,w),,) =0 (4.8)
olarak yazilabilir.

Ayrica, (4.1) ifadesinin her iki tarafin s’ ye gore tiirevi alinirsa;

X, =a' +a,T +al’ +bN + bN' + ¢,B, + cB, +d.B, +dB, (4.9)

oldugu goriliir. (2.1) esitligi, ile verilen Frenet tlirev denklemleri (4.9) esitliginde

kullanildiginda;

X=T + a;T + a(kyN) + bgN + b (-k;T + kyB1) + ¢sBy + ¢( —k,N + k3B, ) + dB,

+d(—k3By)
elde edilir. Burada gerekli diizenlemeler yapilirsa

X, =(14as—bk,) T+ (ak, + by — ck, )N + (bky + cs — dks )By + (cks + dg )B,
(4.10)

olur. Simdi (4.6) esitliginde, (4.1) ve (4.10) esitlikleri yerine yazildiginda

(aT + bN + ¢B, + dB,,(1+a; — bk, )T + (ak, + bs — ck, )N
+ (bky + ¢ — dks )B, + (cks + dg)B,) =0

yada
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a(l+as—bky) +b(ak, + by —cky,) +c(bky, +cs—dks ) +d(cks +ds) =0

oldugu goriiliir. Buradan da;

a+ aag + bb; + ccg+ddg =0

(4.11)
elde edilir. Simdi de (4.5) esitligi, (4.11) de yerine yazilirsa
a=0 (4.12)
olur. (4.4) ve (4.12) esitliklerinden

b* + ¢* + d* = r?

denklemine ulasilir. Bu denklem i¢in

olarak se¢ilebilir. Burada bulunan a, b, ¢ ve d fonksiyonlari (4.1) ile verilen hiperyiizeyde
yerine yazildiginda, tubular hiperyiizeyi

X(s,t,w)=a(s) ¥r (costcoswﬁ(s) + Sintc05W§1 (s) + sinw§2 (s))

(4.13)
olarak elde edilir.
Buradan sonra (4.13) deki + yerine + alinacaktir.

(4.13) ile verilen tubular hiperylizeyinin s ye gore kismi tiirevi alinir ve (2.1) kullanilirsa
X(s,t,w) hiperylizeyinin X vektori,



39

X = T +r (costcosw(—klf + k2§1) + sintcosw(—kzﬁ + k3§1) + Sinw(—k3)§1)

= (1 — rkcostcosw)T — rk%sintcoswN
+r(k%costcosw — k3sinw)B, + rk3sintcoswB,
(4.14)

olur. Benzer sekilde (4.13) ile verilen tubular hiperyiizeninin ¢t ve w ya gore kismi tiirevleri

alinir ve (2.1) kullanilirsa, X (s, t,w) hiperyiizeyinin X, ve X,, vektorleri, sirasiyla,

X = r(—sintcoswﬁ + costcoswﬁl) (4.15)
ve
Xy = r(—costsinwﬁ — sintsinw§1 + COSWEZ) (4.16)

seklinde bulunur. (4.14), (4.15) ve (4.16) esitliklerinden X; X X; X X, vektori;

T N B, B,
X, xX, x X, = |4 B ¢ D
0 —rsintcosw r costcosw 0
0 —rcostsinw  —rsintsinw  rcosw
B C D . A C D B
=|—r sintcosw r costcosw 0 T —10 rcostcosw 0 N
—rcostsinw  —rsintsinw  rcosw 0 -—rsintsinw rcosw
A B D . A B C .
+ 10 —rsintcosw 0 B;—|0 —rsintcosw 1 costcosw |B,
0 —rcostsinw rcosw 0 —rcostsinw —rsintsinw
dir ve burada gerekli diizenlemeler yapilirsa;
X X X; X X,, = r2cost(cosw)2(—1 + rk,costcosw)N
+r2(cosw)?sint(—1 + rkycostcosw) B,
+(?%(=1 + rk,costcosw) coswsinw)§2 (4.17)

elde edilir. Buradan X; X X; X X, vektOriiniin normunun
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IXs X X, X X, || = 7%(—1 + rk,costcosw) cosw (4.18)

oldugu kolaylikla goriiliir. Boylece (4.17) ve (4.18) den yararlanilirsa, (4.13) ile verilen

tubular hiperytiizeninin birim normal vektor alani

X, XX, x X,
”Xs XXt X Xw”

n= = (costcoswN + coswsintB; + sinwB,) (4.19)

olur. Ayrica, (4.14), (4.15) ve (4.16) denklemlerinden yararlanilirsa, (4.13) ile verilen

tubular hiperyiizeninin birinci temel formunun katsayilari;

911 = (X5, Xs) = (1 — rkycostcosw)? + k,°r2(cosw)?(sint)? +

ks r2(cosw)?(sint)? + (rkycostcosw — ks rsinw)?
912 = 921 = (X, X¢) = cosw(k,cosw — kzcostsinw)
913 = 931 = (X5, X)) = k3r?sint
922 = (X, X¢) = r?(cosw)?
923 = 932 = (Xp, Xy) = 0

Ve

933 = (X, X)) = r?
seklinde elde edilir. Boylece [ Ji j] matrisinin determinanti ve tersi, sirasiyla,
|gi;| = r*(cosw)?(—1 + rk;costcosw)? (4.20)

veE
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o, |9n 912 Y13
[gij] = 1921 923_1 (4.21)
913 923 933

dir, burada

2
-1 _ 1_rS

"~ (=14 rkycostcosw)?

g11

1 —k, + kzcosttanw

J1z = = (=1 + rk,costcosw)?
L —k3sint

913 (—1 + rkycostcosw)?

922"

_ (secw)?(1 — 2kyrcostcosw + r2((kycosw — kzcostsinw)? + k,* (cost)?(cosw)?))
B —12(—1+ rkycostcosw)?

—2kssintsecw (k,cosw — kscostsinw)

g3 = = —2(—1 + rcostcosw)?

. %rz(l — 2rcostcosw + ky?(cost)?(1 + cos2w) + 2ks*(sint)?)
g3z = —12(=1 + rk,costcosw)?

. %rz(l — 2rcostcosw + ky?(cost)?(1 + cos2w) + 2ks*(sint)?)
g3z = —12(=1 + rk,costcosw)?
dir.

Simdi (4.13) ile verilen tubular hiperylizeninin ikinci temel formunun katsayilarmni

hesaplamak i¢in ardisik kismi tiirevler hesaplanacaktir.
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Ik olarak, (4.14) esitligiyle verilen kismi tiirevin s ye gdre kismi tiirevi alinir ve (2.1)

kullanilirsa,

X' = rcosw(—costk," + kyk,sint)

Xes> = kg + rcosw(klzcost + ky%cost + ky'sint) + k,ksrsinw)
Xss> =1r(—(ky® + k3*)coswsint + k,'costcosw — k;'sinw)
Xt = r(k2k3costcosw — k325inw + k3'coswsint)

olmak tizere

Xos = Xss'T + X*N + X° By + X*B,

olur. Ayrica (4.14) esitligiyle verilen kismi tiirevin t ve w ya gore kismi tiirevleri alinir ve

(2.1) kullanilirsa, X4, ve X, sirasiyla,
Xg = rklsintf — rkzcoswcostﬁ — rkzcoswsint§1 + rk3coswsint§2,
ve

Xow = rklcostsinwf + rkzsintsinwﬁ + (r(—kycostsinw — k3cosw))§1 +

(rkssintsinw) §2,

oldugu goriiliir. Benzer sekilde (4.15) ve (4.16) esitlikleriyle verilen kismi tiirevlerin t ve

w ya gore kismi tiirevleri alinir ve (2.1) kullanilirsa da X;;, Xy, ve Xy, sirastyla,
Xee = (—rcostcosw)N + (—rcoswsint)§1

Xew = (rsintsinw)N + (—rcostsinw)§1
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ve
Xpw = (—rcostcosw)N + (—rcoswsint)§1 + (—rsinw)§2

elde edilir. Ayrica, (4.19) esitligi ve X, Xot, Xowr Xew> Xee Ve Xy 1fadeleri kullanilirsa,

(4.13) ile verilen tubular hiperyiizeninin ikinci temel formunun katsayilar

hi1 = (Xss, 7_{)
= kycostcosw — rk;(cost)?(cosw)? — r(k,* (cosw)? — 2k, kscostcoswsinw +

k3?((cost)?(cosw)?)),
hi, = hyy = (X4, 1) = rcosw(—kycosw + kscostsinw),
hi3 = hs; = (X,,, N)=—Tkssint,
hyy = (X, ) = —1(cosw)?,
hy3 = h3y = (Xp, 1)=0,
hss = (X, M) = —r1
olarak bulunur. Buradan [hi j] matrisinin determinanti
|hi;| = r2(cosw)?(kycostcosw — Tk, (cost)?(cosw)?) (4.22)

olur. Boylece (2.4), (4.19) ve (4.21) den, (4.13) ile verilen tubular hiperyiizeninin Gauss

egriliginin

k,costcosw

K (4.23)

"~ 1r2(1 — rkycostcosw)

oldugu gortiliir.
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(4.23) ifadesinden asagidaki teoreme ulagilabilir.

Teorem: E* teki (4.13) ile verilen tubular hiperyiizeninin flat olmas i¢in gerek ve yeter

sart k; = 0 olmasidir.

Simdi (2.4), (4.21) ve (4.22) esitlikleri kullanilirsa, (4.13) ile verilen tubular hiperyiizeninin

sekil operatorti;

k,costcosw 1
0 0

1 —rkicostcosw
1 k, — kycosttanw 1
[gll] € [ ”] r(—1+ rk,costcosw) T ( )

secwsintks

Rl

| —r(secw + rk;cost)

seklinde hesaplanir. Bdylece (2.6) ve (4.25) esitlikleri kullanilirsa (4.13) ile verilen tubular

hiperyiizeyinin ortalama egriligi

2 — 3rk;,costcosw

= 4.26
3r(—1+ rk,costcosw) ( )

olarak hesaplanir.

Teorem: E* de ki (4.13) ile verilen tubular hiperyilizeyinin minimal degildir.

Ispat: (4.13) ile verilen tubular hiperyiizeyi minimal ise (4.26) dan

2 — 3rk;costcosw =0

olmalidir. Bu ise her t,s ve w i¢in miimkiin olmadigindan dolay1 tubular hiperyiizey

minimal degildir. ]

(4.23) ve (4.26) dan ispatsiz bir sekilde asagidaki teorem verilebilir.
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Toerem: (4.13) ile verilen kanal hiperyiizeyinin (4.23) ile verilen Gauss egriligi ile (4.26)

ile verilen ortalama egriligi arasinda

2
3H = Kr? — —
T

iliskisi vardir.

4.1. (X, Y)-Weingarten Tubular Hiperyiizeyler

Bu baslikta (4.13) ile verilen kanal hiperyiizeyinin (4.23) ile verilen Gauss egriligi ile (4.26)
ile verilen ortalama egriliginden yararlanilarak (X,Y) —Weingarten hiperylizey olup

olmadig1 incelenecektir.

(4.13) ile verilen tubular hiperyiizeyinin (4.23) ile verilen Gauss egriligi ile (4.26) ile

verilen ortalama egriliginin s, t ve w ya gore kismi tiirevleri, sirasiyla,

K - k,'costcosw (4.29)
S r2(=1+ kyrcostcosw)? '

K = —coswsintk, (4.30)
Y7 r2(=1 + rkycostcosw)? '

—k,costsinw

K, = — 4.31
v r2(—1 + rcostcoswk,)? (4:31)

Ho- k,'costcosw 132
$ 7 3(=1+ rkycostcosw)? (4:32)

—k,coswsint
H, L (4.33)

- 3(—1+ rk,costcosw)?

Ve
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_ —k,costsinw
"~ 3(=1 + rkycostcosw)?

H, (4.34)

dir.

Boylece, (4.29)- (4.34) kismi tiirevlerinden,;

H,K, — H,K, = H,K,, — H, K, = H,K, — H,K,, = 0

esitliklerine ulasilir.

Boylece (4.37) esitliginden asagidaki teorem verilir.

Teorem: (4.13) ile verilen tubular hiperytizeyi (H, K) s, (H, K) s ve (H, K),-Weingarten
hiperylizeyidir.

Teorem: (4.13) ile verilen tubular hiperyiizeyinin asli egrilikleri

-1
Ci=C6, = —
1 2 -
ve
ky
C3

sectsecw — rky
dir.

Ispat: (4.25) ile verilen sekil oparatorii (3.47) esitliginde yerine yazildiktan sonra

determinant alinarak sifira esitlenirse

(1 + cr)?(c — (1 + cr)k,costcosw)
=0
r2(—1 + rk,costcosw)
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olur. Bu denklem ¢oziiliirse
(1+cr)?=0

ve

(¢ — (1 + cr)k costcosw)=0

oldugu goriiliir. Bdylece ispat tamamlanmis olur. |

4.2. 4- Boyutlu Oklid Uzayinda Tubular Hiperyiizeyler icin Ornek

Bu alt boliimde, 4-boyutlu Oklid uzayimda birim hizli bir a(s) egrisi tarafindan olusturulan
bir tubular hiperylizey insa edilecektir. Bu baglamda, (3.2.1) ile verilen birim hizli a(s)
egrisinin Frenet elemanlar1 (3.2.2) ve (3.2.3) ile hesaplanmistir ve bunlar yardimiyla bir
tubular hiperyiizey olusturulacaktir. Ardindan, bu tubular hiperyiizeyin Gauss ve ortalama
egrilikleri hesaplanacak ve bu hiperylizeyin 3-boyutlu uzaya izdiisiimleri gorsel olarak

verilecektir.

Birim hizli a(s) egrisi

a(s) = 15—2 (sin G) ,COS G) ,COS (%) ,sin (g)) (4.2.1)

olsun. (4.2.1) ile verilen egri ve (3.2.2), (3.2.3) ile hesaplanan Frenet elemanlar

yardimiyla, yarigap fonksiyonu r = % olmak tizere, (3.13) ile verilen tubular hiperyiizeyi

12 _ 9 cos(t) cos(w) N 8sin(w)
5 24/337 V337 >

X(s, t,w) = {g cos(%)cos(w)sin(t) + sin(%)(

2 - Ssince N s <£ _ 9cos(t) cos (w) N 85in(w))
z cos(w)sm(4)sm( ) cos(4) c 20337 37 /)

3 - Ssince N s <E _ 8cos(t) cos (w) 9sin(w)>

10 cos(w)51n(3)sm( ) cos(3) c NeEy, a5 )

12 8cos(t) cos (w) 9sin(w)
5 V337 2V/337

3 S ) .S
- 1—0cos(§)cos (w)sin(t) + 51n(§)(



olarak elde edilir. Bu hiperyiizeyin Gauss ve ortalama egrilikleri ise, sirasiyla,

B 8+/337 cos(t) cos(w)
120 - V337 cos(t) cos(w)

Ve

_ 2(—80 + v/337 cos(t) cos(w))
120+ V337 cos(t) cos(w)

seklinde bulunur.

w = 2 alinarak bu tubular hiperylizeyinin yzt, xzt, xyt ve xyz-uzaylarina
izdiisiimlerinin grafikleri, sirasiyla
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Sekil 4.2.1. Tubular hiperyiizeyde yzt-uzayina izdiisiim

Sekil 4.2.2. Tubular hiperyiizeyde xzt-uzayina izdiisiim
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Sekil 4.2.3. Tubular hiperyiizeyde xyt-uzayina izdiisiim

Sekil 4.2.4. Tubular hiperyiizeyde xyz-uzayina izdiisiim
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5. SONUCLAR VE ONERILER

Bu tez ¢alismasinda, diferansiyel geometri kapsaminda 6nemli bir yere sahip olan 4-
boyutlu Oklid uzayindaki kanal ve tubular hiperyiizeyler sistematik bir sekilde ele alimarak,
bu yiizeylerin temel geometrik 6zellikleri ayrintili bigimde incelenmistir. Calismanin ilk
boliimiinde, 6zellikle kanal hiperyiizeyleri iizerinde durulmus ve bu ylizeylere ait
geometrik  biiyiikliiklerin -~ ayrintili hesaplamalar1  gergeklestirilmistir.  Kanal
hiperytlizeylerinin birinci ve ikinci temel form katsayilar1 elde edilerek, bu yiizeylerin i¢ ve
dis geometrileri incelenmistir. Devaminda, ortalama egrilik, Gauss egriligi, ortalama
egrilik fonksiyonu ve asli egrilik fonksiyonlar1 gibi karakteristik biiyiikliikler hesaplanmis
ve bu biiylikliikler arasinda kurulan iliskiler yardimiyla ¢esitli diferansiyel geometrik

sonuclara ulagilmistir.

Ozellikle flat (diiz), minimal (ortalama egriligi sifir) ve ikinci Gauss egriligi sifir olan kanal
hiperyiizeylerinin tagidig1 ozellikler detayli olarak analiz edilmis, bu 6zel durumlar igin
gerekli ve yeterli kosullar belirlenmis ve karakterizasyonlar yapilmistir. Bu kapsamda, s6z
konusu yiizeylerin hangi kosullarda bu 06zel tiirlerden biri olabilecegi agikca ortaya
konmustur. Ayrica, Weingarten hiperylizeyleri sinifina giren kanal hiperyiizeyleri i¢in de
kapsaml1 bir analiz gerceklestirilmis ve bu tiir ylizeylerin tanimlanabilmesi i¢in gerekli
matematiksel kosullar ayrintili bigimde ifade edilmistir. Bu analizler, yalnizca teorik bir
katki sunmakla kalmamis, aynm1 zamanda Weingarten hiperyiizeyleri iizerine yapilan

caligmalara da yeni bir bakis acis1 kazandirmistir.

Tezin ikinci boliimiinde ise, yaricap1 sabit olarak secilen ve kanal ylizeylerinin 6zel bir
durumu olarak degerlendirilebilecek tubular hiperyiizeyler incelenmistir. Bu hiperyiizeyler
icin de birinci ve ikinci temel form katsayilar1 hesaplanmis, ayrica ortalama egrilik, Gauss
egriligi ve asli egrilik fonksiyonlar1 ayrintili olarak belirlenmistir. Bu biiyiikliikler 1s1g1nda
tubular hiperyiizeylerin diiz (flat) ya da minimal olup olmadiklar1 arastirilmis ve ilgili
durumlar i¢in gerekli matematiksel ifadeler elde edilmistir. Bdylece, tubular

hiperylizeylerin geometrik yapisina dair kapsamli bir degerlendirme yapilmistir.
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Genel olarak bu tezde elde edilen sonuglar, 4-boyutlu Oklid uzayimndaki hiperyiizeylerin
analizi konusunda literatiire katki saglayacak niteliktedir. Kanal ve tubular hiperyiizeylere
ait egrilik teorisi ¢ergevesinde yapilan hesaplamalar, bu tiir yiizeylerin daha ileri diizeyde
siiflandirilmasina ve geometrik yapilarinin daha iyi anlagilmasina olanak saglamaktadir.
Ayrica, bu calisma, ¢ok boyutlu diferansiyel geometri alaninda yapilacak yeni teorik ve
uygulamali aragtirmalar i¢in saglam bir temel olusturmaktadir. Kanal ve tubular yiizeylerin
yiksek boyutlu uzaylarda modellenmesi; fizik, miihendislik ve bilgisayar grafikleri gibi

uygulamalr alanlarda da karsilik bulabilecek potansiyel tagimaktadir.
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