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NOKTASAL YARI-EGIK RIEMANN DONUSUMLER UZERINE

OZET

Bu yiksek lisans tezi, dort ana bdliimden olusmaktadir. ilk béliimde, tezin konusu ile
ilgili tarihsel bir perspektif sunulmustur. Ikinci bdliimde ise ilerleyen bdliimlerde bize
yardimc1 olacak temel tanimlar, teoremler ve Ornekler yer almaktadir.

Uciincii bolumde, ilk olarak kompleks geometri gercevesinde, hemen hemen Hermityen
manifoldlardan Riemann manifoldlarina tanimmlanacak noktasal yari-egik Riemann
doniistimiiniin tanim1 yapilmig ve bu doniisiimiin varligma iliskin 6rnekler sunulmustur.
Ardindan, hemen hemen Hermityen manifoldlardan Riemann manifoldlarina tanimlanan
noktasal yari- egik Riemann doniisiimlerin aracihigi ile kaynak ve hedef manifoldlarin
geometrisi ele alinmistir. Ayrica, noktasal Riemann doéniisiimleri ile tanimlanan
distribiisyonlar i¢in ayrisim teoremleri sunulmustur. Boliimiin devaminda, kompleks uzay
formlarindan Riemann manifoldlarina tanimlanan noktasal yari-egimli Riemann
doniisiimleri i¢in Chen-Ricci esitsizliklerini i¢inde barindiran egrilik iliskileri ele
alimustir.

Son boliimde, kompleks geometri ¢ergevesinde, Riemann manifoldlarindan hemen hemen
Hermityen manifoldlara tanimlanan noktasal yari-egik Riemann doniisiimleri ele alinmis
ve bu doniisiimlerle ilgili 6rnekler sunulmustur. Ardindan, bu doniisiimlerin varlik sartlar1
incelenmis ve doOniisiimlerin tamamen jeodezikligi ve harmonik olup olmadigi
arastirtlmigtir. Ayrica, noktasal yari-egik Riemann doniistimlerin tamamen jeodezik
olabilmesi i¢in gereken Onemli sartlar belirtilmistir. Bolimiin devaminda, Riemann
manifoldlarindan kompleks uzay formlarina tanimlanan noktasal yari-egik Riemann
doniisiimleri i¢in Casorati esitsizliklerini i¢inde barindiran egrilik iliskileri ele alinmustir.

Anahtar Kelimeler: Manifold, Riemann Doniisiimler, Noktasal Yar-Egik Riemann
Doéniisiimler, Hemen Hemen Hermityen Manifold, Egik Fonksiyon, Noktasal Yari-Egik
Fonksiyon, Distriblsyon.



ON POINTWISE SEMi-SLANT RIEMANNIAN MAPS

ABSTRACT

The master's thesis being worked on consists of four main chapters. In the first chapter, a
historical perspective related to the subject of the thesis is presented. In the second
chapter, fundamental definitions, theorems, and examples are provided, which will be
helpful in the following chapters.

In the third section, the definition of the pointwise semi-slant Riemannian transformation,
which is mapped from almost Hermitian manifolds to Riemannian manifolds within the
framework of complex geometry, is first introduced, accompanied by examples
demonstrating the existence of such transformations. Subsequently, the geometry of
source and target manifolds is examined through pointwise semi-slant Riemannian
transformations defined from almost Hermitian manifolds to Riemannian manifolds.
Additionally, decomposition theorems are presented for distributions defined by
pointwise Riemannian transformations. Later in the section, curvature relations involving
Chen-Ricci inequalities are explored for pointwise semi-slant Riemannian
transformations defined from complex space forms to Riemannian manifolds.

In the fourth section, pointwise semi-slant Riemannian transformations defined from
Riemannian manifolds to almost Hermitian manifolds within the framework of complex
geometry are discussed, and examples related to these transformations are provided.
Subsequently, the existence conditions of these transformations are examined, and their
total geodesicity and harmonicity are investigated. Furthermore, key conditions required
for pointwise semi-slant Riemannian transformations to be totally geodesic are specified.
Later in the section, curvature relations involving Casorati inequalities are explored for
pointwise semi-slant Riemannian transformations defined from Riemannian manifolds to
complex space forms.

Keywords: Manifold, Riemannian Maps, Pointwise Semi-Slant Riemannian Maps,
Almost Hermitian Manifolds, Slant Function, Pointwise Semi-Slant Function,
Distribution.



1. GIRIS

Diferansiyel geometri cergevesinde, Riemann manifoldlar1 (veya yari-Riemann
manifoldlar1) {izerinde tanimlanan temel doniisiimler izometrik immersiyonlar (Riemann
altmanifoldlar1) ve Riemann submersiyonlaridir. Bu doniistimlerin daha genel bir tiirii ise
Riemann doniisiimleri olarak adlandirilir. Bu tiir doniisiimler, iki manifold arasindaki
geometrik yapilar1 karsilastirmak amaciyla yaygm bir bigimde kullanilmaktadir.
[zometrik immersiyonlar (Riemann altmanifoldlar1), Riemann manifoldlari, Riemann
metrikleri ve Jakobiyen matrisleri ile birlikte tanimlanan 0zel doniisiimlerdir. Bu
dontisiimler, rank degeri serbest (keyfi) olan doniisiimlerle kiyaslandiginda daha spesifik
dontigiimlerdir. Bu 6zellik nedeniyle, Fischer, izometrik immersiyonlar ve Riemann
submersiyonlar kavramlarmi da igeren Riemann doniisiimii kavramini tanimlamistir. Bir
Riemann doniisiimii, ne izometrik immersiyon ne de Riemann submersiyon kosullarini
saglamasa da, kismi izometri kosulunu yerine getiren bir doniisiimdiir. Bu sekilde, iki

manifold arasindaki en genel izometri tanimlanmis bulunmaktadir.

Altmanifoldlarin geometrisi agisindan, en dikkat c¢ekici altmanifold tiirlerinden biri
kompleks manifoldlardir. Bu manifoldlarin altmanifoldlari, tanjant uzaymin, manifoldun
kompleks yapisi altinda nasil davrandigina gore ifade edilir. Bu tur altmanifoldlardan
baz1 O6rnekler su sekilde verilebilir: Holomorfik altmanifold (invaryant altmanifold),
tamamen reel altmanifold ve egik altmanifoldlardir. Son yillarda, egik altmanifoldlar ve
bu tiir altmanifoldlarin tiimiinii kapsayan noktasal egik altmanifoldlar, Chen ve Garay
(2012) tarafindan tanmmlanmistir. Kompleks manifoldlarin altmanifoldu iizerinde
tanimlanan bu bahsi gegen yapilari, Riemann submersiyonlarindaki karsiliklar1 arasinda
holomorfik submersiyon, anti-invaryant Riemann submersiyon, yari-invaryant Riemann
submersiyon ve egik Riemann submersiyon gibi kavramlar yer almaktadwr. Bu
karsiliklardan holomorfik submersiyon Watson tarafindan 1976’da, anti-invariant
Riemann submersiyon, yari-invariant Riemann submersiyon ve egik Riemann
submersiyon kavramlar: ise Sahin tarafindan 2017’de tanimlanmig olup bu yapilarin
Riemann submersiyonlarindaki karsiliklar1 degisik uzaylarda birgok arastirmaci

tarafindan incelenmistir. Diger yandan, holomorfik altmanifoldlar, tamamen reel



altmanifoldlar ve egik altmanifoldlar1 6zel altgruplar olarak i¢inde barindiran ve herhangi
bir Riemann manifoldundan hemen hemen Hermityen manifolda tanimlanan invaryant
Riemann doniistimleri, anti-invaryant Riemann doniisimleri ve egik Riemann
doniisiimleri Sahin tarafindan 2017°de tanimlanmis olup, bu doniistimlerin 6zellikle hedef
manifoldun geometrisini analiz etmede son derece faydali oldugu gozlemlenmistir.Bu
donligiimler aynt zamanda harmonik morfizmler teorisinde de yeni sonuglar elde
edilmesinde Onemli bir rol oynamaktadir. Ayrica, holomorfik submersiyonlar, anti-
invaryant submersiyonlar ve egik submersiyonlar1 6zel siniflar olarak kapsayan ve hemen
hemen Hermityen bir manifolddan Riemann manifolduna tanimlanan holomorfik
Riemann doniisiimleri, anti-invaryant Riemann doniisiimleri ve egik Riemann

dontistimleri lizerine de gesitli calismalar yapilmastir.

Bu c¢alismada, altmanifoldlar, Riemann submersiyonlari ve Riemann doniisim
kavramlarmi 06zel smiflar olarak kapsayan noktasal yari-egik Riemann doniisiimii
tanimlanacaktir. Bu doniisiim araciligiyla, kaynak ve hedef manifoldlarinin geometrisi
detayli bir sekilde incelenecek ve iki manifold arasindaki geometrik yapilar

incelenecektir.

Bu yiksek lisans tezindeki temel amacimiz, oncelikle kompleks geometri agisindan
onemli bir yer tutan hemen hemen Hermityen manifoldlardan Riemann manifoldlarina ve
Riemann manifoldlarindan hemen hemen Hermityen manifoldlara tanimlanan noktasal
yari-egik Riemann doniisiimlerinin tanimlarmi ele alarak, bu doniisiimlerden elde edilen
distriblisyonlarin geometrisini incelemek ve bu doniigiimlerle ilgili 6rnekler sunmaktir.
Ardindan, kaynak manifold, hedef manifold ve liflerin geometrilerini detayli bir sekilde
analiz etmek, ayricakompleks uzay formlarindan Riemann manifoldlarina ve Riemann
manifoldlarindan kompleks uzay formlarina tanmimlanan noktasal yari-e§ik Riemann
dontisiimleri igin Chen-Ricci ve Casorati esitsizliklerini i¢inde barindiran egrilik

iligkilerini ele almaktir.



2. TEMEL KAVRAMLAR

2.1. Riemann Manifoldlar

Tamm 2.1.1. V" bir diferansiyellenebilir manifold ve X' (')’ de V' manifoldu Uzerindeki

diferansiyellenebilir vektor alanlarinin kiimesi olsun. VX,Y,Z € X (V) ve ¢,d € R igin,
Iy X(NV) X X(WNV) = C*°(NV,R)
dir. Ve
i gn (X, Y) = g (Y, X) (simetrik)
ii. gy (X, X) =0,VX € X(W)igin gy (X,X) = 0 & X = 0, (pozitif tanimlilik)
iii. Bilineer;
In(cX+dY,2) =cgy(X,Z)+dgn(Y,Z)

InX,cY +dZ) =cgy(X,Y) +dgn(X,Z)

kosullarmi saglayan g, doniisimii Riemann metrigi (veya metrik tensor) ve (IV, gx)

ikilisi ise Rieamann manifoldu olarak adlandirilir (Gudmundsson, 2006).

Tamm 2.1.2. ' Riemann manifoldunun metrik tensérii g, olsun. Bir X, € T, V" tanjant

vektoriiniin uzunlugu (boyu),

1%l = o (%, %5) @1

esitligi ile hesaplanmaktadir (Gundmundson, 2006).

Tanim 2.1.3.  Riemann manifoldunun metrik tensorii g,  olsun. Sifirdan farkli

Xp, Yy € T,V tanjant vektorleri arasindaki 8 agisi,



9 (Xp, Vo) = [|IXp[[[¥p[] cos 6 (22)
esitligi seklinde yazilir. Mevcut 6 agisi [0, ] kapal arahigmdadir (Hacisalihoglu, 2003).

Tammm 2.1.4. pu, bir M manifoldundan bir N manifolduna tanimlanan

diferansiyellenebilir pu: M — N bir doniisiim olsun. X € T,M igin, M de segilen a(t)
egrisine a(t,) = p noktasmnda X vektorii teget olsun. Bu durumda u(p) = ,u(a(to))
noktasinda ¢ = u(a(t)) egrisine teget olacak bigimde p, (X (a'(t))) vektoriinii karsihik

getiren doniisiime p donilisiimiiniin  tiirev doniisimii denir ve p,:TyM - T,V

bigiminde ifade edilir (Sahin, 2012).
Tamm 2.1.5. (M, g5r), (IV, g»-) Riemann manifoldlar1 olsun ve
u: (M, gae) > (W, gv)
bir C*doniisiimii olmak lzere; Vs € M ve Ug, Vs € T, M igin,
92 (Us, V5) = gov (1. (Us), 1, (Vi) (2.3)

esitligi mevcut ise M den V' ye tanimlanan yu doniisiimiine bir izometri denir (Baird ve
Wood, 2003; Gunduzalp, 2007).

Tanmm 2.1.6. X ve Y, N manifoldu iizerinde tanimli iki vektor alam1 kabul edilsin.

C* (W, R) kiimesinden alinmis bir f fonksiyonu olsun.
LX) X X (V) - X (V)
(X, Y1f = X(Yf) —Y(X[) (2.4)

biciminde tanimlanan [, ] fonksiyonuna X ile Y nin Lie (parantez) operatdrii denir. Bu

operatdrde alttaki kosullar saglanir (Carmo, 2003).



VX,Y,ZeX(NV), f,fi € C®(V,R) ve a,b € R olmak lzere;
i.  [X,Y]= —-[Y,X]
ii. [aX+DbY,Z]=alX,Z]+DblY,Z]
ii.  [X[Y,z]] +[v,[Z X]] + [2,[X,Y]] = 0, (jacobi bzdesligi)

iv. [fX, Y]l = fIX, Y]+ f(Xf)Y = (VX
dir.

Tammm 2.1.7. N bir manifold ve I'(TN) de bu manifold Uzerinde tanimli olan
diferansiyellenebilir vektor alanlarinin kiimesi olmak lzere; VX,Y,Z e '(TN) ve f €
C*(M,R) igin,
V:['(TN) - I'(TN)

ile birlikte tanimlanan ve

i, ViyZ =VyZ + VyZ

ii.  Vy(Y+2Z)=VyY 4+VyZ

iiil. VY = fVyY

iv.  VyfY = X[fIY + fVyY
kosullarmi gergeklestiren V doniisiimiine V' Uzerinde bir afin konneksiyon (veya lineer

konneksiyon) olarak adlandirilir ve Vy ifadesine de X vektor alanina gére kovaryant tiirev
denir (Carmo, 2003).



Tanim 2.1.8. M bir manifold, V afin konneksiyon ve [,] Lie braketi olsun. Bu durumda
X,Y € I'(TM) igin,

T:I'(TM) X (TM) - I'(TM)

(X,Y) > T(X,Y) = V.Y —V, X — [X, Y] (2.5)

tensOru torsiyon tensori olarak tanimlanir (Yano and Kon 1984).

Tamm 2.1.9. V' bir manifold ve VX,Y € I'(TN) icin T(X,Y) = 0 ise V konneksiyonu

simetrik veya sifir torsiyonlu (torsiyonsuz) denir (Yano ve Kon, 1984).

Tamm 2.1.10. VV bir manifold, g, simetrik ve non-singiler bilineer form olsun. Eger V
konneksiyonu asagidaki 6zellikleri sagliyorsa bu konneksiyona Riemann konneksiyonu
veya Levi-Civita konneksiyonu denir (O’Neill, 1983).

i [X,Y]=VyY -V, X

. Xgn(Y,Z) = gn(VxY,Z) + gy (Y,VxZ)(konneksiyonun metrikle bagdasabilme
ozelligidir).

Tanm 2.1.11. V" (izerinde tanimli bir Levi-Civita konneksiyonu V X,Y,Z € I'(TN') igin

295 (VxY,Z) = Xgn (Y, Z) +Ygn(Z,X) — Zgn(X,Y) — gi(X,[Y,Z])

+ gn (Y, [Z, XD + ga (Z,[X,Y]) (2.6)

esitligi bulunur. Bu esitlige koszul esitligi denir (O’Neill, 1983).

Teorem 2.1.1. Bir Riemann manifoldu Uzerinde bir tek Riemann konneksiyonu
bulunmaktadir (Chen, 1973; Boothby, 1986).



Tamm 2.1.12. (V, g5) bir Riemann manifoldu ve ¢: I — NV bir egri olsun. X € I'(TN")
vektor alani i¢in @ = ¢, (%) olmak lzere V,X = 0 ise X vektor alanina ¢ boyunca

paraleldir denir (Boothby, 1986).

Tamm 2.1.13. (IV, g,-) bir Riemann manifold olsun. B:1 — Negrisinin teget vektor

alan1 8 boyunca paralel oluyorsa 3’ya geodezik egri denir (Boothby, 1986).
2.1.1. Altmanifoldlar

Tamim 2.1.1.1. Eger y immersiyonu birebir (1-1) oluyorsa y ya immedding (gdmme), M
ye de V' nin (gémulen) altmanifoldu denir (Hacisalihoglu 1982, 2003).

Tanim 2.1.1.2. M ve " Riemann manifoldlari olsun.
y:mMm - N

C*™ dontisimii i¢in boy ()/*(TpM )) = m oluyorsa y nin p € M noktasindaki ranki m

olmak Uzere rank(y) = m ile ifade edilir. Eger boy(M) = rank(y) oluyorsa y
donistimii immersiyon (daldirma) olur. Bu durumda M ye de N nin immersed
altmanifoldu denir (Hacisalihoglu 1982, 2003).

Tanim 2.1.1.3. (M, gyr) Ve (IV, gj) sirasiyla m ve n boyutlu Riemann manifoldlar ve

y: M — IV bir immersiyon olsun. v X, Y € I'(T,M) icin

In X, 7.Y) = g (X, Y) (2.1.1)

oluyorsa y izometrik immersiyon (metrik koruyan immersiyon) olarak adlandirilir (Chen,
1973).

Tanim 2.1.1.4. M ve IV sirasiyla m ve n boyutlu Riemann manifoldlart olsun. v
manifoldunun altmanifoldu M olsun. V ve V sirasiyla M ve N manifoldlarimin Levi-

Civita konneksiyonlar1 olsun. VX,Y € I'(TM) olmak Uzere,



h: X (M) X X (M) - XL(M)
VY = VY + h(X,Y) (2.1.2)
ile ifade edilen denklem gauss denklemi olarak adlandirilir. Burada VyY ve h(X,Y)
sirastyla Vy Y nin teget ve normal bilesenleri olur. h ye de M nin ikinci temel formu denir

(Chen, 1973).

Tamm 2.1.1.5. (2.1.2) denkleminde eger h = 0 oluyorsa M manifolduna tamamen
geodezik altmanifold denir (Chen, 1973).

Tanmm 2.1.1.6. M ve )V sirastyla m ve n boyutlu Riemann manifoldlar1 olmak tizere,

manifoldunun altmanifoldu Molsun. M nin normal birim vektoér alanm1 V ve —AyX Ve

V,l(V sirastyla V4V nin teget ve normal bilesenleri olmak iizere,
A: XL(M) x X (M) > X (M)

VyV = —AyX 4 V3V (2.1.3)
biciminde belirtilen esitlige weingarten denklemi denir. Burada Ay Yye, V ye baglh sekil
operatori, V1 konneksiyonuna da M in TLM normal konneksiyonu olarak ifade edilir
(Sahin, 2012).

Ikinci temel form ve sekil operatorii arasinda

I (R(X,Y),V) = gac (Y, AyX) (2.1.4)

esitligi vardur.



2.1.2. Distribusyon

Tanim 2.1.2.1. M bir manifold olmak Uzere Vz € M noktasina T,M nin bir D, alt

uzayini karsilik getiren doniistime distribiisyon denir.

D:M - T,M

z2->D,cT,M
Vz noktasinda D, geren r tane diferansiyellenebilir vektér alanlar1 varsa D,
diferansiyellenebilir r-boyutlu distriblisyon olarak adlandirilmaktadir (Chen, 1973; Sahin,
2012).

Ornek 2.1.2.1. Her vektdr alan1 1-boyutlu distribiisyon tanimlar (Sahin, 2012).

Tanim 2.1.2.2. M bir C*manifold olmak lzere, M manifoldu izerinde D; r-boyutlu bir
C> distribiisyonu ve M nin altmanifoldu M olsun. Eger Vx € M noktasinda M
altmanifoldunun tanjant uzay: ile D, aym oluyorsa M manifolduna D nin integral
altmanifoldu denir (Chen, 1973). Ozetle,

M - M
bir immedding olmak lizere Vx € M icin
8.(T, M) =D, (2.2.1)

olur. Eger D distriblisyonunun M manifoldunu kapsayan baska bir integral manifoldu

yoksa M manifolduna D nin bir maksimal integral manifoldu (leaf) denir (Chen, 1973).

Tamm 2.1.2.3. M bir C* manifold ve M nin altmanifoldu M olsun. Eger Vz € M igin
D distriblisyonunun z noktasmni kapsayan bir maksimal integral manifoldu mevcutsa D

distriblisyonuna integrallenebilirdir denir (Glnduzalp, 2007).
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Ornek 2.1.2.2. 1-boyutlu her distribiisyon integrallenebilirdir (Sahin, 2012).

Tamm 2.1.2.4. D bir distribisyon ve X,Y € D olsun. Eger [X,Y] € D oluyorsa D
distribusyonu involutivedir denir (Sahin, 2012).

Teorem 2.1.2.1. (Frobenius Teoremi) V' bir C* manifold ve D, N (zerinde r-boyutlu
bir distribisyon olsun. Bu durumda her involutive distribusyonu integrallenebilirdir.
Ustelik D distribiisyonunun p € V' noktasindan gegen bir tek maksimal integral
manifoldu vardir ve p noktasini belirten diger buttin integral manifoldlar bu maksimalin

bir agik altmanifoldudur (Sahin, 2012).

Tamm 2.1.25. (I, gy ) bir Riemann manifoldu ve (I, g, ) Riemann manifoldu

Uzerindeki lineer konneksiyonuda V olsun. Eger VX € I'(TN'), Y € I'(D)igin

V.Y € (D)

ise D disriblisyonu V" de paraleldir denir (Glndizalp, 2007).

Tamm 2.1.2.6. (M'™, gyr) ve (N, g»-) Riemann manifoldlar1 ve n < m olmak tizere

m: (M, gae) = (V, gw)
orten C*doniistimii igin

rankm,, = boyN
oluyorsa  , x € M noktasinda bir submersiyon olur. Vx € M i¢in m bir submersiyon ise
M uzerindeki m doniistimii submersiyon olarak ifade edilir (Falcitelli, lanus and Pastore,

2004; Giunduzalp, 2007).

Tanim 2.1.2.7. (M™, g5r) ve (N, gy-) Riemann manifoldlar: olmak tzere

T (M'g]\/[) - (N'g]\f)
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bir C*doniisiimii olsun. x € M igin

V, =V, (n) =c¢ekn,, ={x e T M:m,,(X) =0} c T, M
ve

o, =Vt cT.M
olarak tanimlayalim. V, uzayr m donisiimiiniin x noktasindaki dikey uzayi olarak
adlandirilir. V, dikey uzaymnin dik tiimleyen uzayi olan #, e de m donisiimiiniin x

noktasindaki yatay uzayi denir (Baird ve Wood, 2003; Gunduzalp, 2007).

Boylece M’ Riemann manifoldu x € M igin
TM=V,OH, =V, ®V," (2.7)
ortogonal ayristmi mevcuttur (Gunduzalp, 2007).
Tanm 2.1.2.8. (M'™, g;¢) ve (N'", g»-) Riemann manifoldlar1 olmak lizere
(M, gae) = (V, gov)
bir C* dontisiimii olsun. x € M noktasina sirastyla V, ve H, altuzaylarini karsilayan
x->V,
ve
x->H,
donisimleri M \ C, Uzerinde swrasiyla V =V(r) ve H =H(m) ile gosterilen
C*®disriblsyonlarini tanimlar. V = V(mr), 7 nin dikey distriblisyonu veya dikey alt demeti

olarak adlandirilir, 7 = H (1) ise yatay distriblisyonu veya yatay alt demeti olarak ifade
edilir (Baird and Wood, 2003; Giindiizalp, 2007).
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Tamm 2.1.2.9. V" manifoldu Gzerindeki herhangi bir X vektor alan1 yatay distriblisyona
ait ise X vektor alan1 yatay vektor alani olarak adlandirilir ve yatay vektor alanlarmin

kiimesi X (V) ile gosterilir (Sahin, 2012).

Tammm 2.1.2.10. N (zerindeki herhangi bir X vektor alani dikey distribiisyona ait
oluyorsa X vektor alani dikey vektor alani olarak isimlendirilir ve dikey vektor
alanlarinin kiimesi XV(N°) biciminde ifade edilir. Herhangi bir E € I'(T, V") vektor
alaninin dikey ve yatay bilesenleri sirasiyla vE ve hE ile ifade edilir (Sahin, 2012).
Tamm 2.1.2.11. (M™, g5r), (N, g»-) Riemann manifoldlar: arasinda

. (M,g]v[) - (ng]\f)

C*® submersiyonu igcin  Vp € M noktasinda m,, tiirev doniisimii yatay vektorlerin

*p

uzunlugunu (boyunu) koruyor ise yani kisaca; U, W € H,, s; € M igin,

oes, UW) = g (s, (0), ., (W)) (2.8)

ise  doniistimii bir Riemann submersiyon olarak adlandirilir (Falcitelli, lanus ve Pastore,
2004; Ginduzalp, 2007).

Tanim 2.1.2.12. (M, g»r), (N, g»-) Riemann manifoldlar1 ve

2% (M'g]\/[) - (N;g]\f)

doniisiimii Riemann submersiyon olsun. Bu durumda (1,2) mertebeli T temel tensor alani

X,Y € I'(TM) olmak uUizere
TyY = hV,xvY + vV, xhY (2.9)

ile tanimlanir (O’Neill, 1966; Giindiizalp, 2007).
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T temel tensor alani asagidaki nitelikleri tagir.

i. X,Y,Z e I'(TM) igin Ty anti-simetriktir ve lineer operatdrdir. Baska bir deyisle,

gM(TXY' Z) = _g]v[(TXz, Y) dir.

ii. X eTr(TM) icin Ty yatay ve dikey altuzaylarm rollerini degistirir.

iii. T dikey tensor alanidir. Yani, X € I'(TM) icin Ty = T,x olur.

iv. =T  dikey tenséor  alami  simetrikti. ~ Yani, X,Y eIl (V) icin

Tanm 2.1.2.13. (M, gar), (N, g5-) Riemann manifoldlar1 ve

W (M;g]v[) - (ng]\f)

doniisiimii Riemann submersiyon olsun. Bu durumda (1,2) mertebeli A temel tensor alani

ve X,Y € I'(TM) olmak Uzere

AyY = hV 0¥ + vV, 40Y (2.10)

ile tamimlanir (O’Neill, 1966; Giindiizalp, 2007).

A temel tensor alani asagidaki nitelikleri tagir.

i. XY, Zer(TM)icin Ay anti-simetriktir ve lineer operatorddir.

gJV[(AXYl Z) = _gM(AXZl Y)

ii. X er(TM)igin Ay yatay ve dikey altuzaylarin rollerini degistirir.

iii. A yatay tensor alamidir. Baska bir ifadeyle, X € I'(TM) igin Ay = Apx olur.
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iv.  Avyatay tensor alani alterneleyendir. Yani, X,Y € I'(H) igin AyY = —Ay X olur.

Lemma 2.1.2.1. (M™, gar), (N", g»-) Riemann manifoldlari arasinda tanimlanan

H: (M'g]\/[) - (Nug]\f)

doniisiimii bir Riemann submersiyon olmak iizere X,Y € X*(M) ve V,W € XV (M) icin

VyW = TyW + 7,W,

va = hVVX + Tvx,

VXV = AXV + UVXV,

VXy = hVXY + AXy

dir (Gunduzalp, 2007).

Tamm 2.1.2.14. (M™, gc), (N", g»-) Riemann manifoldlari ve

2% (M;g]v[) - (N;,g]\f)

(2.11)

(2.12)

(2.13)

(2.14)

donlisimii bir Riemann submersiyon olsun. Eger tensor alami T sifir oluyorsa u

doniisiimiiniin  herhangi bir u~'(x) lifine M manifoldunun tamamen jeodezik

altmanifoldu denir (Falcitelli, lanus and Pastore, 2004; Glindizalp, 2007).

Tamm 2.1.2.15. x, M manifoldundan N manifolduna tanimli bir doniisiim olsun. NV

manifoldu Uzerindeki bir konneksiyon V olsun. u boyunca N manifoldu tzerindeki V

konneksiyonuna u boyunca V konneksiyonunun geri cekme (pullback) konneksiyonu adi

verilir (Garcia-Rio and Kupeli, 1999)
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Tanim 2.1.2.16. (M'™, gyr), (N", g»r) Riemann manifoldlar1 ve

u: (M, gae) > (W, gv)
bir déniisiim olsun. V konneksiyonunun u boyunca geri gekme konneksiyonu V# olmak
Uzere,VX,Y € I'(TM) igin

Vu,:I'(TM) X I(TM) - I,(TN)

(V)X Y) = Viu (¥) — (V) (2.15)

ile gosterilen Vu, doniistimiine p doniisiimiiniin ikinci temel formu adi verilir (Garcia-Rio
and Kupeli, 1999; Sahin, 2012)

Onerme 2.1.2.1. yu: (M, gar) = (I, gy) bir doniisiim olsun. X,Y € I'(TM) igin,

(Vi )X, Y) = (V) (Y, X)
dir. Yani, ikinci temel form simetriktir (Fischer, 1992; Sahin, 2012).

Tamm 2.1.2.17. u: (M™, gpe) = (N, gy) bir doniisim olsun. {eq, €5, ..., ey}, ['(TM)
icin bir ortonormal yerel ¢atis1 olsun. u doniisiimiiniin tensiyon alan1 t(u), Vu, ikinci

temel formun izine esittir. Yani,

m

() = 2(V) = ) (V) (ere) (2.16)

i=1

dir. Bir u: (M™, ga) = (N, g») doniisiimiiniin tensiyon alani u boyunca bir vektor
alamdr. Yani, t(u) € I, (T dir (Fischer, 1992; Sahin, 2012).

Tanmmm 2.1.2.18. Eger t(u) =0 oluyorsa  u: (M, gx) = (W, gy) doniisimiine
harmonik doniistim denir (Fischer, 1992; Sahin, 2012).
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Tanim 2.1.2.19. (M, gar), (N, g»-) Riemann manifoldlar1 ve

M(M'g]\/[) - (Nug]\f)

bir doniisiim olsun. O halde s € M' noktasinda u doniistimiiniin tiirev donisimi  p,

olmak Uzere X € Ty M ve Y € TV igin,

I (s (O, Y) = gae (X, s (V) (2.17)

ile tanimlanan p*s doniisiimiine s € M noktasindaki u,; doniistimiiniin adjoint doniistimii

denir (Sahin, 2012).
2.2. Kompleks Manifoldlar

Tanim 2.2.1. M bir Hausdorff uzay1 ve M de bir agik {U,},c1 olsun. Eger Vs € M icgin
Ug:UgTM - W, cC"

homeomorfizmasi mevcut ve U, N Uz # @ olmak lzere

d’aﬁ = .uao.uﬁ_l:.uﬁ(ua n Uﬁ) - .ua(Ua n U[)’)

d’[)’a = .uﬂo.ua_l:.ua(ua n Uﬁ’) - .u[f(Ua n U[?)
dontisiimleri holomorfik oluyorsa M manifolduna kompleks manifold adi verilir. C" ve
R?" 6zdes oldugundan M manifoldu 2n — boyutlu bir reel analitik manifolddur. Burada
{Uu ta)aer Ya da M manifolduna holomorfik koordinat komsulugu denir (Matsushima,

1972).

Tamim 2.2.2. ' manifoldu 2m — boyutlu bir reel manifold olmak tzere V" manifoldu

uzerinde (1,1) mertebeli tensor alan1 J olsun. O helde Vp,; € IV igin,

]P1: TP1N - TP1N']I%1 = _IZm
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ile belirtilen J endomorfizmi (lineer doniistimii) mevcutsa J/ ye ' manifoldu Uzerinde
hemen hemen kompleks yap1 denir. V" manifolduna ise /| kompleks yapisi ile birlikte

hemen hemen kompleks manifold denir (Yano ve Kon, 1984; Sahin, 1996).

Tamm 2.2.3. V', hemen hemen kompleks manifold olmak Uzere, eger U Cc V' agig1

J (aia) - aia J (aia) - aia

olacak bicimde U nin {x%, y*} koordinat sistemi varsa 'manifoldu kompleks manifold
olarak adlandirilir (Yano and Kon; 1984).

Uzerinde

Sonug 2.2.1. V' bir hemen hemen kompleks manifoldu ise n = 2m olur. Burada n, '

nin kompleks boyutu, 2m ise V' nin reel boyutudur (Kobayashi ve Nomizu, 1963).

Tamm 2.2.4. V' bir hemen hemen kompleks manifold ve N'nin hemen hemen kompleks

yapisi [+ olsun. V' (izerinde bir Riemann metrigi g,- olmak lzere, VU,V € X (N)i¢in

InUnU,JnV) = gx(U,V) (2.18)

ise gy bilineer doniistimiine Hermityen metrik denir (YYano ve Kon; 1984).

Tanmim 2.2.5. V' bir hemen hemen kompleks manifold olsun, eger ' manifoldu tzerinde
bir g Hermityen metrigi tanimli ise V' ye hemen hemen Hermityen manifold denir. V" bir
kompleks manifold ve V' Uzerinde g5, hermityen metrigi tanimli ise V' ye hermityen

manifold denir. Bu hemen hemen Hermityen manifold YU,V € X (V)icin,

Jw? = —Tve gy, V)= gyUnU,JxV) (2.19)

esitligini saglar (Yano and Kon; 1984).
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Tamm 2.2.6. IV hemen hemen Hermityen manifold, g, ve J5,, NN Uzerinde sirasiyla
Hermityen metrik ve hemen hemen kompleks yapi olsun.

VYU,V € X(IV) igin,

AW, V) = gn(U,JxV) (2.20)

ile tanimli tensore temel 2-form denir. Bu manifold iizerinde tanimli Hermityen metrigi
gn ve hemen hemen kompleks yapisi J,- olsun. Bu durumda N, hemen hemen

Hermityen manifoldu (IV, gy, J5) ile gosterilir (Yano and Kon; 1984).

Tamm 2.2.7. V' bir hemen hemen kompleks manifold ve g,-, V' Uizerinde bir Hermityen
metrik olsun. Eger V' iizerinde tanimlanan A temel 2-formu kapali ise yani dA = 0 ise

g Hermityen metrigine Kaehler metrik denir (Yano and Kon; 1984).

Tamm 2.2.8. Eger ' kompleks manifold ve V' lzerinde g,-, Kaehler metrigi tanimli

ise (V, g, Jar) ye Kaehler manifoldu denir (Yano ve Kon; 1984).

Teorem 2.2.1.(V, g»»J») hemen hemen Hermityen manifoldun Kaehler manifold

olmasi i¢in gerek ve yeter sart

Vi =0 (2.21)

dir (Yano and Kon; 1984).

Teorem 2.2.2. (N,gy,Jx) bir hemen hemen Hermityen manifoldu bir Kaehler

manifoldu ise VX,Y € TV igin,

(VxJn)Y=0
VY = (Vi)Y + [y VY ——— Vi)Y = J VyY (2.22)

dir (Yano ve Kon; 1984).
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Tanim 2.2.9. (]V[’”,g]v[,]]M) ve (N, g, Jar)(m > n) olacak sekilde bir hemen hemen
Hermityen manifoldlar olmak Gzere, B:(M"™, g, Jac) = (N, ga, Jar)  bir  C*®
submersiyonu asagidaki kosullar1 sagliyorsa bu 8 doniisiimiine hemen hemen Hermityen

submersiyon veya Holomorfik submersiyon adi verilir (Yano and Kon; 1984).
I. B bir Riemann submersiyon,
ii. B bir hemen hemen kompleks doniisiimdiir. Yani,

dir (Yano and Kon, 1984).

Tanim 2.2.10.(M,", gar,, Jae,) Ve  (M,",gac,Ja,) hemen hemen  Hermityen

manifoldlar olmak Uzere,

:B: (Mll ngl]Ml) - (MZJ gMZJJMZ)

doniisiimii bir Riemann doniisiimii olsun. Eger

,B*]Jvfl :]MZ.B* (224)

ise B doniisimiine p; € M noktasinda bir Holomorfik Riemann submersiyon denir (Lee
and Sahin, 2014).

Tanim 2.2.11. (M, g, /o) hemen hemen Hermityen manifold ve (V, g»-) Riemann

manifold olsun.

ﬁ: (Mm'g]\/[']]\/[) - (Nnug]\f)

doniigiimii (n < m) sarti1 saglayan bir Riemann submersiyon olsun. Eger dikey
distribusyon J,, e gore invaryant ise  doniisiimiine bir invaryant Riemann submersiyon

denir. Yani,
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Jrc(cekpB.) = gekp. (2.25)
dir (Sahin, 2013).

Tamm 2.2.12. B, (M, g, Jac) hemen hemen Hermityen manifolddan (v, g»-) Riemann

manifolduna tanimlanan

ﬁ: (Mm;gM;]M) - (ang]\f)
doniisimii (n < m) sartin1 saglayan bir Riemann submersiyon olsun. Eger ¢cekf./5 €

goOre anti-invaryant ise § doniisiimiine anti-invaryant Riemann submersiyon denir (Sahin,
2010).

Jae (cekB.) € (cekp)t (2.26)

Tamm 2.2.13. B, (M, g, /) hemen hemen Hermityen manifolddan (V, gy-)

Riemann manifolduna tanimlanan

:B: (Mmlng]M) - (ang]\f)

doniisimii  (n <m) kosulunu gergeklestiren bir Riemann submersiyon olsun.

D, S cekp, distriblisyonu var,

Qekﬁ* = D1®D2

]M(Dl) = D1; ]M(DZ) c ((f‘ekﬁ*)l (227)

ise f doniisimiine yari-invaryant Riemann submersiyon denir. Burada D,, ¢ekp, da D,

distriblisyonunun ortogonal tamamlayicisidir (Sahin, 2013).

Tanmm 2.2.14. B, (M, g, Jae) hemen hemen Hermityen manifolddan (V, gy-)

Riemann manifolduna tanimlanan

IB: (Mm'g]\/[']]v[) - (NnJgN)
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doniisimii (n < m) sartim1 saglayan bir Riemann submersiyon olmak Uzere, eger s, €

M noktasinda sifirdan farkli X € ¢ekp,s, vektord icin ¢ekpf.s, ve [y X arasindaki
6(X) agis1 sabit yani, s; € M ve c¢ekpf,s deki X tanjant vektorlerinin segiminden
bagimsiz ise [ doniisimiine egik submersiyon denir. Burada 6 agisma da egik

submersiyonun egik agis1 denir (Sahin, 2011).

Tamm 2.2.15. (B, gg ,J) bir hemen hemen Hermityen manifold ve (N, gy) bir Riemann
manifoldu olsun. w: (B,gg,J) = (N,gy) seklinde yazilan bir Riemann

submersiyonudur eger, D, < kerm, olacak bicimde bir distriblisyon mevcutsa ve
kerﬂ* = D1 @ Dz, ](Dl) = Dl (228)

sartlarmi sagliyorsa, bu submersiyon yari-egik submersiyon olarak ifade edilir. Bu
durumda, D,, kerm, icinde D,'in ortogonal tamamlayicisi olur.

Y € (D;), Ve p €B icin JY ile (D;), arasindaki a¢1 olan 6 = 8(Y), sifirdan farkh
Y degerleri igin sabit olur (Park and Prasad, 2013).

2.3. Riemann Doniisiimler
Tamm 2.3.1. 3, (M, g¢) Riemann manifoldundan (I, g,-) Riemann manifolduna
B: (M, gae) > (V, gw)

diferansiyellenebilir bir doniisiim olsun. p; € M noktasinda S, linecer doniistimiiniin
cekirdek uzaymi ¢ekp,, ve ortogonal tiimleyen uzaymi da H, = (cekB)L ile

gosterelim. M manifoldunun p, € M noktasindaki tanjant uzayi
Ty, M = cekB., ®(cekp.)! (2.29)

ayrisimma sahip olur. p; € M noktasinda B, lineer doniisiimiiniin goriintlisii gorp,,,

ve ortogonal tiimleyen uzayini da (gt')r,[i.spl)L ile gosterelim. Boylelikle V' nin Tg, NV

tanjant uzay1 p; € M noktasinda
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. . 1
ooy N = GOTBap, ®(gOTBp,) (2.30)

ayrigimina sahip olur. p, € M noktasinda p, = B(p,) olmak tzere

(cekBup,) " gre() )|
( :

ve

1
§ekﬁ*p1)

((967B.p,), 93 02)) I (gorpup,)

i¢ carpim uzaylar1 arasinda

1 R
"flpl: (gekﬁ*pl) - (gorﬁ*pl) (2.3 1)
ile tanimlanan doniisiim bir lineer izometri ise
:B: (MlgM) - (N:g]\r)

diferansiyellenebilir doniisimiine p; € M noktasindaki Riemann doniisimi adi verilir

(Fischer, 1992).

Lemma 2.3.1. B, (M, ga) Riemann manifoldundan (W, g;) Riemann manifolduna

tanimlanan
B: (M, ga) = (V, gx)
Riemann doniisiimii olsun. VX,Y,Z € I"(((;ek,[?*)L) icin

an((VBIX, ), B.(2)) = 0 (2.32)

esitligi vardir (Sahin, 2012).
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Ispat: B bir Riemann déniisiimii oldugu i¢in (2.1.17) denkleminden faydalanarak,

g (VB V), B.(2) = g (VeB. (), B.(2)) = g (B.(VHY), 5.(D))

elde edilir ve B nin 6zelliginden dolayy,

an (OB, B.(2)) = g (VEB.(V), B.(2)) = 9 (VA'Y, 2) (2:33)

elde edilir. Diger yandan V™, M nin bir Levi-Civita konneksiyonu oldugu i¢in, koszul
esitliginden yararlanarak;

290 (V¥Y,Z) = Xgn (B.(), .(2)) + Y g (X, Z) — Zgae (X, Y)
+92c([X, Y1, 2) + gar ([Z, X1, V) — g ([Y, Z1, X)

yazilir. B,([X,Y]) = [B.(X), B.(Y)] oldugu icin, grr(X,Y) = gy (B.(X), B.(V)) ifadesi

kullanilarak;

+gn ([8.CX), B.(N], B.(2)) + g ([8.(2), B.(X)], B.(1))
—gn ([8.(), B.(D],8.C0))

elde edilir. Ayrica, V', V" lizerinde bir Levi-Civita konneksiyonu oldugu igin,
93c(VYY, 2) = g (V58.00), 8.(2)) (2.34)
esitligi elde edilir. (2.32) ve (2.33) esitlikleri kullanilarak,

gn ((VBIX, ), 5.(2)) = 0

elde edilir. Buradan da,
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(VBIX,Y) e I'((gorp)t),  vX,Y € I((cekp)L) (2.35)

olur. Altmanifoldlardaki weingarten denklemi Riemann déniisiimlere uygulanirsa

VoV = —SyB.X + VgV (2.36)

esitligini elde ederiz. Burada, Syf.X, VE*XV nin § vektor alan1 boyunca teget bilesenidir.

SyB.X, V uzerinde bilineerdir. X,Y € I'((cekB.)*) ve V € I'((gorp.)L) igin,

(VBIX,Y) =V ,B.(Y) - B.(V4Y)
dir. Burada B.Y € I'(gorp,) oldugundan

I ((VBIX,Y),V) = g (B.(Y), SyB.X) (2.37)

esitligi vardir. (2.36) esitligi, Riemann doniisiimler i¢in doniisiimiin ikinci temel formu
ile sekil operatorii arasindaki baglantiy verir. (Vf,) simetrik oldugu i¢in Sy de (gorp.)

n bir simetrik lineer doniistimiddr (Sahin, 2012).

Simdi (2.9), (2.10) ve (2.11) denklemlerinden faydalanarak bir Riemann doniisiimiin

tamamen geodezik olmasi i¢in bir tanima yer verilecektir.

Tamim 2.3.2. B, (M, gar) Riemann manifoldundan (I, g»-) Riemann manifolduna

tanimlanan

ﬁ(M'gM) - (N;g]\f)

diferansiyellenebilir bir doniisiim olsun. VX,, X, € I'(TM) igin,

(Vﬁ*)(Xp Xz) =0

ise bu £ doniisiimiine tamamen geodezik doniisiim denir (Sahin, 2012).
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Teorem 2.3.1. B, (M, gpr) Riemann manifoldundan (I, g»-) Riemann manifolduna

tanimlanan

ﬁ: (M»g]v[) - (N;g]\r)
Riemann doéniisiim olsun. f doniisiimiiniin tamamen geodezik olmasi i¢in gerek ve yeter
sart,
i. Ay =0

ii. XY er((sekB.)t)ve Ve r((gorp.)?t) icin lifler tamamen geodeziktir (Sahin,
2012).

Ispat: 1k olarak B, (M, gxr) Riemann manifoldundan (V, g,-) Riemann manifolduna
tanimlanan

:B(Mlg]\/[) - (ng]\f)

doniisiimiiniin tamamen geodezik olmasi i¢in gerek ve yeter sart V U, U,,U, € I'(¢cekp.)

ve VX,Y € I'((sekB,)L) igin
(V)X Y) =0, (VRIX,U)=0 ve (VBI(U,U,)=0  (238)
olmasidir. (VB,)(X,U) € I'(gorp,) oldugu igin
(VBIX,U) =0
ifadesinin saglanabilmesi igin gerek ve yeter sart Y € I'((cek,)L) igin
an ((VBI(X, 1), B.(Y)) =0 (2.39)

esitliginin saglanmasidir. Burada (2.15) ifadesi kullanilarak,
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(VB.)(X,U) = —B.(VIU)
elde edilir. (2.13) ifadesini kullanilarak,
elde edilir. (2.38) ve (2.39) ifadelerinden yararlanilarak,
I (B.(Ax V), B.(V)) = —gar ((VBI(X, U), B.(Y)) = 0

esitligi yazilir. § bir Riemann doniisiim oldugundan,

g (AxU,Y) = =g (VB (X, 1), B.(V)) = 0 (2.41)
esitligi bulunur. Buradan,

g]v[‘(AXU, Y) = _gM(U: AXY) =0
olup
AgY =0

olur. Benzer bigimde (VB,)(U,V) € I'(gorp,) igin

(VBI(W,V) =0

olmas1 igin gerek ve yeter sart X € I'((gekB,)L) igin

an((VBI WU, V), B.(X)) = 0 (2.42)

olmasidir. Buradan yine (2.15) esitliginden faydalanilarak,

esitligi elde edilir. (2.11) esitligi kullanilarak,
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(VBI(W,V) = —B.(TyV) (2.43)
elde edilir. (2.41) ve (2.42) esitliklerinden,
9w (B.(TyV), B.(X)) = —gn (VB (W, V), B.(X))
elde edilir. B bir Riemann doniisiimU oldugundan 6turd
9 (TyV, X) = =g (VB (U, V), B.(X)) (2.44)
elde edilir. Son olarak, X, Y € I'((¢cekB.)+) igin
(VBIX,Y) =0
olmast igin gerek ve yeter sart V € I'((gorp,)L) igin
gn((VBI(X, V), V) = 0
dir. (2.36) esitligi kullanilarak,
g ((VBIX, V), V) = g (B.(Y), Syp.X) = 0 (2.45)
elde edilir. Buradan da Syf.X = 0 bulunur. Béylece ispat tamamlanmis olur.

Simdi, Riemann egrilik tensorleriyle ilgili baz1 denklemler verelim.
R,R',Rve R* ; M ve N Riemann manifoldlarinin Riemannian egrilik tensorleri olsun.
kerp, ve (kerp,)* sirasiyla dikey distribiisyon ve yatay distribiisyon olsun. Sonrasinda,

Gauss-Codazzi tipi denklemler su sekilde verilir:

R(U,V,F,W) =R (U,V,F,W) + g(TyW, T, F) — g(T,W,T,F)  (2.46)
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R(X,Y,Z,H) =R*(X,Y,Z,H) — 2g(AxY, AzH)
+9(AyZ, AxH) — g(AxZ, AyH) (2.47)

RX,V,Y, W) = g((VxT)(V,W),Y) + g((VyA) (X, V), W)
— 9@ X, Ty Y) + g(AyW,AxV) (2.48)

B.(R*(X,Y)Z)) = R'(B.X,B.V)B.Z (2.49)
VYU, V,F,W €T (kerB,)veX,Y,Z,H € I'((kerB.)?}) .

Ayrica, f Riemann submersiyonunun herhangi bir lifinin ortalama egrilik vektor alant H

asagidaki gibidir.
r
1
= ;Z 7,Uj (2.50)
j=1

burada, {U, ..., U,.} dikey distriblisyon olan kerf, nin ortogonal bazidir. Ayrica, £, T nin

sifir olmas1 durumunda tamamen geodezik liflere sahip olur (Akyol vd., 2022).

Tamm 2.3.3. X, (By,gs,,/s,) hemen hemen Hermityen manifoldundan (B, gs,)

Riemann manifolduna tanimlanan

K: (Bli 931'131) - (BZMng)

bir Riemann doniistim olsun. Vq, €B, ve sifirdan farkli
Y € I'(¢ekX,) 4, vektori olup Jp Y ve (¢ekX.,)q, uzay: arasindaki 8(Y) wirtinger agisi,
sabit bulunuyorsa K doniisiimii egik Riemann doniisiim olarak adlandirilir. Bu durumda

0 agisina da egik Riemann doniisiimiin egik agis1 ad1 verilir (Sahin, 2017).

Tamm 2.3.4.(B,, g, ) Riemann manifold olsun ve (B, gs,,Js,) hemen hemen

Hermityen manifold olmak Uzere;
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K: (Bl' 931) - (BZ’ng’]Bz)

bir Riemann doniisim olsun. Eger V q, € B, noktasi igin sifirdan farkli olan bir
K.(Y) €T(rangeX,)q, vektoriicin Jz K.(Y) ve (rangeX.,), uzay: arasmdaki 6(Y)
wirtinger agis1, Sabit bulunuyorsa K doniisimii egik Riemann doniisim olarak

adlandirilir. Bu durumda 6 agisina da egik Riemann doniisiimiin egik agis1 adi verilir

(Sahin, 2017).

Tanim 2.3.5. (Ny, gy,,J1) bir hemen hemen Hermityen manifoldu ve (N, gy,) bir
Riemann manifoldu olsun. Eger kerf, (zerinde bir ¢ift ortogonal D¢ ve DT
distriblisyonu mevcutsa ve asagidaki sartlar1 saghyorsa f:N; = N, yari-egimli bir
Riemann doniisiim olur.

1. ker 3, uzayi, D¢ @ DT ortogonal direkt ayrisimidir.

2. DT distribiisyonu invaryanttir.

Burada, ¢ acis1 yari-egimli bir Riemann déniisiimiiniin sabit agisidir (Park, 2018).

Tammm 2.3.6. (B,,g,,/,) bir hemen hemen Hermityen manifoldu ve (B;,g,) bir
Riemann manifoldu olsun. Eger kerf, iizerinde asagidaki sartlar mevcutsa, D® ve DT
ortogonal distriblsyonlar olmak Uzere, f: B, » B, Riemann doniisiimiine, yari-egimli
bir Riemann doniisiimii denir:

1. rangep, uzay1, D® @ DT ortogonal direkt ayrisimma denktir.

2. DT distribtisyonu invaryant olur.

Bu kosulda, ¢ acisi, yari-egimli bir Riemann doniisiimiiniin sabit agisidir (Park, 2018).

2.4. Noktasal Egik Riemann Doéniisiimler

Tamm 2.4.1. K, (B, gg,,J5,) hemen hemen Hermityen manifoldundan (B,, gz, )

Riemann manifolduna tanimlanan

X: (31'931'181) - (BZ,ng)
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bir Riemann doniisiim olsun. V q; € B; ve sifirdan farkl1 Y € I'(¢cek’,) 4, vektori olmak
tzere Jp Y ve (cekX,)q, uzay: arasindaki 6(Y) wirtinger agis1, Y € I'(cekX,)q, Vektor
alan1 ve q; € B; noktasinin se¢iminden bagimsiz olur. Burada K bir noktasal egik
Riemann doniisiimii olur. 6, B, Uzerinde bir fonksiyon olur, bu fonksiyona da noktasal

egik Riemann doniisiimiin egik fonksiyonu adi verilir (Glnduzalp ve Akyol, 2022).

Eger q; € B, noktas1 i¢in egik fonksiyon 6 = % ise noktasal egik Riemann doniistimii
tamamen reel olur. Benzer bicimde bir q; € B; noktasi igin egik fonksiyon 6 = 0 ise bu
nokta kompleks nokta olarak isimlendirilir. Eger bir noktasal egik Riemann
dontisimiinde kompleks nokta ve de tamamen reel nokta mevcut degilse bu doniisiim

uygun doniisiim olarak adlandirilir (Sahin, 2017).

Bu doniisim bir alt immersiyon oldugundan doniisiimiin ranki kaynak manifold
Uzerinde sabit olur. Buradan da bu doniisim i¢in rank teoremi kaynak manifoldun
dikey distribusyonu, kaynak manifoldun tanjant demetinin bir

integrallenebilir alt manifoldu anlami tasir (Abraham et al. 1988), sayfa 205).
Simdi noktasal egik Riemann doniisiimler i¢in baz1 6rnekler verelim.

Ornek 2.4.1. Hemen hemen Hermityen manifolddan bir hemen hemen Hermityen
manifolduna tanimlanan hemen hemen Hermityen submersiyonu, (gérXk,)1 = {0} ve

6 = 0 ile birlikte bir noktasal egik Riemann doniisiimdir (Gunduzalp ve Akyol, 2022).

Ornek 2.4.2. Hemen hemen Hermityen manifolddan bir Riemann manifolduna

tanimlanan her anti-invaryant Riemann submersiyonu, 6 = g ve (gork,)t = {0} ile

birlikte bir noktasal egik Riemann donisimdir (Glndizalp ve Akyol, 2022).

Ornek 2.4.3. (R* ggre) bir Riemann manifold ve (R* ], gre) bir hemen hemen
Hermityen manifold olsun. Verilen hemen hemen Hermityen manifold Gzerinde J,,J, ve
J,» hemen hemen kompleks yapilarmi J,J, = —J,J; ve ], = (cosw) J; + (sinw)/,
kosullarin1 saglayacak bicimde tanimlayalim. R* (zerindeki {J;,/,} hemen hemen

kompleks yapilar1
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J1(dy,dy,d3, dy,) = (—=d3, —dys, dy,dy) Ve Jp(dy,dy,d3,dy,) = (—dy,dy,dg, —d3) seklinde
olup J1J, = Ji(=dy, dy,dy, —d3) = (=dy, d3, —dy, dy) Ve Jo]; = J,(—d3, —dy, d;y, d3)
= (d4, —d3,d,, —dl) oldugundan J,J, = —J,J; saglanr. Simdi  J,% = —I oldugunu

gosterelim.

Jo? = JoUuw) = Jo((cosw) J; + (sinw)],) = J,((cosw) J1) + Jo, ((sin w)),)
= cosw/, (—ds3,—ds, dq,dy) + sinw J,(—d,, dq, dy, —d3)
= cosw(cosw)((—dl, —d,, —ds, —d4)) + cosw(sin a))(d4, —ds, d,, —dl)
+ sin w cosw(—dy, d3, —d,,d;) + sinw ((sinw)(—dy, —d,, ds, ds))
= (—dq, —d,, —d3, —d,) (cos?w + sinw)
+(—d,, d3, dy, —d;)(cosw sin w — sin w cosw)

= (_dp _dz; d3; d4) = _(d1, dz: d3: d4)

oldugundan J, hemen hemen bir kompleks yapidir. F, bir hemen hemen Hermityen

manifolddan bir Riemann manifolduna tanimlanan

K:(R* ], gre) = (R*, gge)

Riemann dontistimdnu

—t
KXy, z,t) = (xsin,B +zcos[3,10,\/ﬁ,yﬁ)

seklinde yazalim.

[0k, 0k, 0k, O0kq]
dx dy 0z Ot

ok, ok, ok, dk,| [sinf 0 cosp 0

lo o o 0 |

X, = dx dy 0z Ot i 0 0 o |
dks 0k ok; Ok, l ) ) J

ax dy o0z ot 0 Yz O /g

0k, 0k, 0k, Ok,
ldx Jdy 0z ot
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Buradan rank(%,) =2’dir. Simdi, dikey ve yatay distribiisyonlar1

V = ¢ekX, = span {W1 = (—=cosp, 0,sinB,0), W, = (0’ 1/\/? 0, 1/\/5)}

H = (¢ekX,)L = span {Ll = (sinfB,0,cosB,0), L, = (0, 1/ﬁ'0'_ 1/\/5)}
seklinde segelim. Buradan da

Irt(Ly, L) = gre(F,Ly, K. Ly) ve gge(Ly, Ly) = gre(K,.Ly, K. Ly)

oldugunu gosterelim.

gre(Ly, L) = ((sinB,0,cos 8,0), (sinB,0,cos 5,0)) = 1

[sin,[? 0 cos 0
I 0 0 0 0 smﬁ 1
0 0 0 0 0
K,L, =
! i 0 0 0 0 COSﬁ 0
1 _1 0
Lo Yy 0 =Yg

Ire (K,Ly, K.Ly) = ((1,0,0,0),(1,0,0,0)) =1 olup esitlik saglanir. Benzer sekilde
gre(La, Ly) = gra(%.Ly, X.L,) esitligi saglandigindan yatay vektdrlerin uzunlugu (boyu)

IreUwWi1, W)

ifadesini bulalim. Daha sonra
1T W1l W2II

korunur. Simdi cosf =

» = (cosw) J; + (sin w)], esitliginden faydalanarak J,W;’i yazalim.

JoW; = ((cosw) J; + (sinw)],)(—cospB,0,sinB,0)
= (cosw) J; (—cospB,0,sin B,0) + (sinw)/,(0, —cosp, 0, —sin B)

= (—cosw sin B, — sin wcosB, coswcosf, —sin w sin B)

WoWill =1, W5l =1
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1 1
Wy, W,) = (—cosw sin B8, — sin wcosf3, coswcosfB, —sin w sin ), (0, —,0, —)
Ir*UuW1, W, IR+ < B B B B V2 V2

1
= ——sinw (cosf + sin )

V2

esitlikleri kullanilarak

1 1
cosf = — Esin w (cosB + sinB) ise 6 = arccos (— Esin w (cosP + sin ﬁ))

bulunur. Buradan hareketle, K egik fonksiyonu 6 = arccos (—%sinw (cosB + sinﬁ))

ile birlikte noktasal egik Riemann doniisiimdiir (Demir, 2023).

Tamm 2.4.2. (B, gp, ) Riemann manifold olsun ve (B, gp,,J5,) hemen hemen

Hermityen manifold olmak tzere;

K: (Bll «931) - (Bz, gBZJJBz)

bir Riemann doniisim olsun. Eger V q, € B, noktasi i¢in sifirdan farkli olan bir
K.(Y) €T(gorK,)q, vektori igin Jp K,(Y) ve (gorX.)q, uzayr arasindaki 6(Y)
wirtinger agis1 Y € I'(gorX.,)q, vektor alanindan bagimsiz ve ayni zamanda da q; € B,

noktasmin se¢iminden de bagimsiz oluyorsa K doniisimii bir noktasal egik Riemann

doniisiim olarak adlandirilir (Akyol ve Gilindizalp, 2023).

Buradan hareketle 6 agisi1 B, iizerinde noktasal egik Riemann doniisiimiiniin egik
fonksiyonu olarak isimlendirilir. Eger B;'nin her noktasi tamamen gergek nokta oluyorsa,

K noktasal egik Riemann doniisiimii tamamen gercek doniistim olarak isimlendirilir
(Akyol ve Glnduzalp, 2023).

Ornek 2.4.4. (R* gg+) bir Riemann manifold ve (R*J,, ggrs) bir hemen hemen
Hermityen manifold olsun. Bu hemen hemen Hermityen manifold tzerinde J,,/, ve J,

hemen hemen kompleks yapilarmi J;J, = —J,/;ve J, = (cosw) J; + (sin w)], kosullarmi
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saglayacak bicimde tanmmlansm. R* 0zerindeki {J;,/,} hemen hemen kompleks

yapilarini,

]1 (dl' dz, d3' d4) = (—d3, —d4, dl; dZ)

]2 (dl' dz, d3' d4) = (—dz, dl; d4; _d3)

seklinde secelim.

Zy + 723 Zy + Z3 4)

K: (R3, - (R%,05,/), K(z,, 2,2 =(z, ,
( 932) ( wgBlj) (21, 25, 23) 1 73 NG

ile verilen bir % : (R® - R%) Riemann doniisiimii ele alalim. Bu durumda, rankX = 2
ve 0= arccos% (\/f sin w + cos a)) ve XK, egik fonksiyonu w olan bir noktasal egik
Riemann doniisimdir (Akyol ve Glindlzalp, 2023).

Ornek 2.4.5. (R® ggs) bir Riemann manifold ve (RS,J,, ggs) bir hemen hemen
Hermityen manifold olsun. Bu hemen hemen Hermityen manifold tzerinde J,,/, ve J,
hemen hemen kompleks yapilarimni JiJ, == ve

= (cosw) J; + (sinw osullarin1 saglayacak sekilde tanimlansin. tizerindeki

{/1,/>} hemen hemen kompleks yapilari
J1(ty, ta, t3,t4, ts, te, Uy, tg) = (—tg, —t7, —te, —ts, ta, t3, b2, 1)
J2(t, ta, t3, ta, ts, g, Uy, tg) = (—tp, by, —ts, t3, —ts, ts, —tg, t7)
bicimde tanimlansin. Simdi J;J, = —J,/; oldugunu gdsterelim.
Ji(=ty, ty, —ts, ts, —te, ts, —tg, t7) = (L7, —tg, ts, —tg, —t3, ta, —ty1, t3)
J2(—tg, —t7,—te, —ts, ta, t3, L3, t1) = (—ty,tg, —ts, te, t3, —ts, ty, t3)

olup JiJ, = —J,J; esitligi saglanmis olur.



Jo» = COSw J; + sinw [,

esitligindeki J,,, R® Gizerindeki hemen hemen kompleks yapidir.

K, bir Riemann manifoldundan bir hemen hemen Hermityen manifolda tanimlanan

K: (R®, gga) = (R, ) Ggs)

bir Riemann doniistimi

2z +\/5_’Z
iK(zl, Zy, Z3, 24, Z5, Zg, Z7, ZS) = <cos §z1 —sind zg,siné, 1, \/@, 0, \/ﬁ, 0, %)
seklinde secelim.
rCoS 6 0 0O 0 0 O 0 — sin 67
0 0 0 0 0 O 0 0
0 0 0 0 0 O 0 0
0 0 0 0 0 O 0 0
K.=] 0 0 0 0 0 O 0 0
0 0 0 0 0 O 0 0
0 0 0 0 0 O 0 0
0o 2 00 0 ‘/§/ 0
| /7 V7
Bu durumda, rankX., = 2 olup
9 d 2 d 30
(cekX.,) { 1 = cos oz, sin oz 2= g, + \/7627}
OrK. {L* 66 '66 L," 26+\/§6}
orK, = =cos6— —sind—, =——+——
g ! dy, y, 2 70y, 70y,

JL," = cosw],(cos §,0,0,0,0,0,0, — sin §) + sin w/,(cos §, 0,0,0,0,0,0, — sin &)
= cos w(sin é,0,0,0,0,0,0, cos §) + sin w(0, — cos §,0,0,0,0,—sin§,0)

= (cosw sin §,—sin w cos §,0,0,0,0, —sin w sin §, cos w cos §)

35
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IR8 (L, Ly7)

V3
= gre | (coswsin§, —sin w cos §,0,0,0,0, —sin w sin §, cos w cos §), <0,—, 0,0,0,0,—, 0)
V7 V7
sin w
= — 2cosé +/3siné
7 )

elde edilir. Buradan,

0 g reUL Ly _Sl\r/17w(2c056+\/3_’sin5) sinou(2 5 +3si 5)
cosf = > = =— cos sin
Ly HIL 1 V7

olup

sin w
0 = arccos| — 2 cosé ++/3sind
(5 )

yazilabildiginden X bir noktasal egik Riemann doniisimdir (Demir, 2023).
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3. HEMEN HEMEN HERMITYEN MANIiFOLDLARINDAN
RiIEMANN  MANIFOLDLARINA NOKTASAL YARI-EGIK
RIEMANN DONUSUMLER

Bu boliimde kompleks geometri alaninda, hemen hemen Hermityen manifoldlarindan
Riemann manifoldlarina tanimlanan noktasal yari-egik Riemann doniisiimleriyle ilgili
tanimlar, teoremler ve ornekler sunulacaktir. Noktasal yari-egik Riemann doniisiimlerinin
dogurdugu distriblisyonlarin geometrisi incelenerek ayrisim teoremleri {izerinde

durulacaktur.

3.1. Hemen Hemen Hermityen Manifoldundan Riemann Manifolduna Tamimh Yari-

Egik Riemann Doniisiimler

Tanim 3.1.1. (Ny,gy,,J1) bir hemen hemen Hermityen manifoldu ve (N, gy,) bir
Riemann manifoldu olsun. Bu durumda, eger kerd, iizerinde bir ¢ift ortogonal D? ve DT
distribisyonu varsa, bir Riemann doniisiimii §: N; = N, noktasal yari-egimli bir Riemann
doniisiimdur. Oyle ki,

1. kers, uzayi, D® @ DT ortogonal direkt ayrisimi olarak tanimlanr.

2. DT distribiisyonu invaryanttir.

3. D? distribiisyonu ¢ yari-egim fonksiyonu ile noktasal egik bir yapidadir.
Bu durumda, ¢ acgisi, noktasal yari-egimli bir Riemann doniisiimiiniin yari-egim
fonksiyonu olarak adlandirilir. Ve bu fonksiyon N; (zerindeki bir fonksiyon olarak
degerlendirilir (Glndlzalp ve Akyol, 2023).

Simdi, has noktasal yari-egimli bir Riemann doniisiimleri i¢in drnekler verecegiz. J;, R®

uzerindeki bir hemen hemen kompleks yap1 olsun.

jl(al,...,ag) == (az, _al,...,ag,_a7). (3.1.1)

Ornek 3.1.1. x,y:R® >R ‘nin reel degerli fonksiyonlar oldugu yerde, bir

doniisiim &: R® — R® su sekilde verilsin:
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8(z4,...,2g) = (z,cosx — zzsinx, z,siny — z,cosYy, Zs, Z5, 0, —10) (3.1.2)

ile tanimlansin. Bu durumda, § doniisiimii noktasal yari-egimli bir Riemann

doniisiimiidiir. Oyle Ki, cos¢p = sin(x + y) olan ¢ yari-egim fonksiyonu ile

ool 0

B 6Z7,6Z8
D? =< i + 0 i + i 3.1.3
smxa z cosxa cosya P smya 4 (3.1.3)

olur (Giindlzalp ve Akyol, 2023).

Ornek 3.1.2. (R® gge) bir Riemann manifold ve (RS,J],, ggrs) bir hemen hemen
Hermityen manifold olsun. Bu durumda hemen hemen Hermityen manifold Uzerinde
Jo (t1, to, t3, ty, ts, te, t7, tg) = (—ty, t1, —ta, t3, —tg, ts, —tg, t;) biciminde tanimlansin.
R® tizerindeki /,, hemen hemen kompleks yapidir.

7, bir hemen hemen Hermityen manifolddan bir Riemann manifolduna tanimlanan
X: (Rg)']wi gRB) i (]R6' g]RG)
bir Riemann doniistim{ olup

K (21,22, 23, 24, Zs, Zg, Z7, Zg)

cot 1 1 cot
:( ﬁ Zi — Z IB Z4,13 \% ZZ7FZS>

cosecB ' cosecf 3'cosec,B " cosec B

biciminde yazalim. K nin Jakobiyen matrisi,
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L - 0 0 0 0 O
cosecf cosecf
1 cot 8
0 - 000 0
K, = cosecf cosec
0 0 0 0 000 O
0 0 0 0 000 O
0 0 0 0 001 0
0 0 0 0 00 0 1
Buradan, rankX., = 4 bulunup
kerdC. = span{V; = tanf o+ Vo=t tan V= v, =]
erte = span i = tanp 0z; 0z3 7 0z anfs 9z, ' 0z ' ' 0z
cotp 0 1 0 1 0 cotp 0
(v: = \
1= - - 2 = - -,
(ker?C,)t = Spun{ cosecf 0z; cosecf 6623 cosaecﬁ dz, cosecf 0z, }
\ Us =5 VT om )
seklinde yazilir.
_cotp 8 1 9 _
Ul - cosecf 9z4 cosecf 0z3 OIUp g]RB(Ul; Ul) =1
__ [ cot?B 1 B
X.(Uy) = (Coseczﬁ Coseczﬁ,O,O,O,O,O) olup ggs(K.(U), XK.(U)) =1

bulunur. Benzer islemlerle U, , U; ve U, yatay vektorlerinin uzunluklarmin (boylarinin)

korundugu agiktir. Simdi,

0

d
Jo(V1) = tanﬁa—zz + 9z,

bulunup,

s Uw(V1), V2) = gge((0,tanp,0,1,0,0,0,0), (0,1,0, tanp, 0,0,0,0)) = 2tanf
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bulunur. Buradan,

_ el (V). V2) 2tanf _2tan . o
cos @ = TRCATITARS ot r D (i F T = ec?f 2sinf.cosp = sin(2p)
0 = arccos(sin(28))

olur.
Jo(V3) = a_Zg =V,
Bulundugundan

D? = span{V,,V,} ,DT = span{Vs,V,}

olur. Buradan kerX,=D? @ DT yazilr. K bir noktasal yari-egimli Riemann

doniisiimdyir.

Ornek 3.1.3. (R®, ggs) bir Riemann manifold ve (RS,J,, ggs) bir hemen hemen
Hermityen manifold olsun. Bu durumda hemen hemen Hermityen manifold Uzerinde
Jo (t1, to, t3, ta, ts, te, t7, tg) = (—ty, t1, —ta, t3, —tg, ts, —tg, t;) biciminde tanimlansin.
R® tizerindeki /,, hemen hemen kompleks yapidir.

JC, bir hemen hemen Hermityen manifolddan bir Riemann manifolduna tanimlanan
X: (Rg)']a)i gRB) - (]R6! gRG)
bir Riemann dontisimini

7((21, Zy, 23, 24, 25, Zg, 27, 28)

( sinh «a cosha sinh a cosha

z1 + Z3, Z, — z,5,10,z,z)
vcosh2a ! vcosh2a 3 vcosh2a 2 Vcosh2a + 78
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biciminde yazalim. K nin Jakobiyen matrisi,

- sinha cosha 00 0 0
Vcosh2a Vcosh2a
0 sinha 0 cosha 00 0 0
K, = Vcosh2a Vcosh2a
0 0 0 0 0O 0 0 O
0 0 0 0 0O 0 0 O
0 0 0 0 0O 01 O
0 0 0 0 0 0 0 1

Buradan, rankX, = 4 bulunup

( 0 d d d \
Vi = cosha— — sinha— ,V, = cosha — + sinha —

d d d d ’
ke‘r‘f]c* = Span{ Zq Zg,a 5 Zy Zy }
Vo = — , V, = —

k 37 0z Tt 0z J
|{U _ sinha 0 N cosha 0 1 0 cosha 0 \I
(ker?C*)i _ SPanJ 1 vcosh2a 071 \/ccshz(gaz?) yUy = Cosaecﬁ 3z, '—COShZ(xa Z 5
I - = —_— I
\ 5% YT, J

seklinde yazilir.
sinha 0 cosha

1= \/coshZaa_zl + Vcosh2a az olup gRB(Ul' Ul) =1

: 2 2
%*(Ul) — ((smha) n (cosha) ' 0,0,0,0,0) olup gRe(jC*(Ul),K*(Ul)) =1

cosh2a cosh2a

bulunur. Benzer islemlerle U, , U; ve U, yatay vektorlerinin uzunluklarinin (boylarmin)

korundugu aciktir.

0 0
Jo (V1) = cosha — — sinha —
dz, 0z,
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IreUw(V1),V5) = ggs ((O, cosha, 0, —sinha, 0,0,0,0), (0, cosha, 0, sinha, 0,0,0,0))

= (cosha)? — (sinha)? =1
bulunur. Buradan hareketle,

_ 9pUu(V)V2) _ 1 1

cos O = = =
”]w(Vl)””VZ” (coshcr)2 — (sinho:)2 cosh2a

1
6 =
arccos <cosh2a>

olur.

d
]a)(V3) = a = V4
Zg

bulundugundan D® = span{V,,V,} ,DT = span{Vs,V,} yazilir. kerX, = D® @ DT

olur. X bir noktasal yari-egimli Riemann dontistimdur.

Ornek 3.1.4. (R® ggs) Oklid uzayr olsun. J;J, = —J,J;’yi saglayacak sekilde, R®
uzerindeki bir ¢ift {J;,/,} hemen hemen kompleks yapilar1 goz 6niine alalim. Buradan

hareketle,
J1(by,...,bg) = (—bs,—by, by, by, —b,, —bg, bs, bg) (3.14)
Jo(by,...,bg) = (—by, by, by, —b3, —bg, bs, bg, —b) (3.1.5)
olur.
Herhangi reel degerli a:R® — R fonksiyonu icin, J, = (cosa)/; + (sina)/, ile, R®

Uzerinde yeni J, hemen hemen kompleks yapisi yazalim. Bu durumda,

R% = (R8,],, ggs) bir hemen hemen Hermityen manifold olur.
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6(21""'28) = (0,0,0,0,0,Z6, O,ZB) (3.1.6)

ile bir 5: RS - R® Riemann doniisiimii g6z 6ntine alalim.

Bu durumda,
kers)t =<X —ix—i> 3.1.7
(ker8. )t =<Xy= g% =5 (3.17)
k6—<V—aV—aV—aV—aV—aV—a> 3.1.8
ero. = 1_625'2_627’3_621’4_622'5_623'6_624 (3.1.8)

bulunur. Ote vyandan, J,(V3) =sinaV, + cosaVs, J,(V,) = —sinaV; + cosaVj,
Jo(Vs) = —cosaV; —sinaVy, ], (V) = —cosaV, + sinaVs olur. Boylece,
D? =<V,,V, > ve DT =<V,,V,, Vs, Vs > olan ¢ = a yar-egim fonksiyonu ile &

noktasal yari-egimli bir Riemann doniistimiidir (Gilndlzalp ve Akyol, 2023).

8: (N1, gn,,J1) = (N2, gn,) noktasal yari-eimli bir Riemann doniisiimii olsun. Bu

durumda, V € keré, icin,

WV =0,V +0Q,V (3.1.9)

ifade edilebilir, burada Q;V € DT ve Q,V € D®. V € keré, icin,

LV =V 47V, (3.1.10)

burada {V € keré, ve nV € (kerd,)*t. Ayriyeten, Y € (kerd,)* icin,

JY =Y +7Y (3.1.11)

olur, burada {Y € kers, ve 7Y € (kers,)t. C € §7TN, igin,

¢ = Q,C + Q,C, (3.1.12)
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elde edilir, burada Q;C € ranged, ve Q,C € (rangeé,)*. Bu durumda,
(ker6 )t =nD? @ v, (3.1.13)

burada v, (kerd,)* icinde nD? ortogonal tamamlayicis1 ve J; altinda invaryanttir. Tlave
olarak,

(DT =DT,yDT = 0,{D% c D®,  (((kers.)') = D®
C+n=-L7*+n{=-I,n{+qm=0,{n+¢{=0. (3.1.14)

Ayrica, V3, V, € kerd, icin (Ny, gy,,J1) Kaehler ise, asagidakilere ulasmak mimkundr.
(Vo,m)Vy = 0Ty, V, — Ty, V, (3.1.15)
(v, OV, =Ty, Vy = Ty,nVy, (3.1.16)
Buradaki V, N; tzerindeki Levi-Civita konneksiyonudur ve
(Vy,m)Vy = WYy, qVy — 0V, V, (3.1.17)
(Vvlf)Vz = vvlsz - (vlez (3.1.18)
(Ginduzalp ve Akyol, 2023).
Asagidaki teorem yazilabilir.

Teorem 3.1.1. §, ¢ yari-egim fonksiyonu ile (Ny,gy,,/;) hemen hemen Hermityen
manifoldundan (N, gy,) Riemann manifolduna noktasal yari-egimli bir Riemann

doniisiimii olsun. Bu durumda,

%V, = —(cos?¢)V;, V, € D, (3.1.19)



45

olur. V;,V, € D? igin asagidaki esitlikler yazilabilir.

I, QV1,8V,) = cos®pgy, (V1,V3) (3.1.20)
gn, (MVi,mV,) = sin®¢gy, (V, V) (3.1.21)

Yari-egim fonksiyonu ¢ iken, TN; ‘in

(X1, 1 X1, oo, Xpoo J1 Xp, X1, secpl Xy, cscdpnXy, ..., X, secp{ X, cscpnXg, X1 ,J1 X1, -or)
?t 1 ?t} ortonormal catisini yerel olarak yazabiliriz. Oyle ki, {X;,/:1 X1, ..., Xi, J1 Xk },
DT “nin bir ortonormal ¢atisidir, {X;,sec¢p{ X, ..., X;,secdp{ X}, D? nin bir ortonormal

catisidir, {cscpnX, ..., cscdnX }, nD? nin bir ortonormal ¢atisidr,

{?1 A ?1 e ?t A ?t}, v’nin bir ortonormal ¢atisidir (Giindlzalp ve Akyol, 2023).
Buradan asagidaki sonucu ifade edebiliriz.

Lemma 3.1.1. §, ¢ yari-e§im fonksiyonu ile (Ny,gy,,/;) Kaehler manifoldundan
(N2, gn,) Riemann manifolduna noktasal yari-egimli bir Riemann doniisiimii olsun. n

paralel iken, V; € D? icin,

Tyy, (V) = —cos2pTy, V; (3.1.22)
olur (Gunduzalp ve Akyol, 2023).
Asagidaki teoremler verilebilir.

Teorem 3.1.2. §, ¢ yari-e§im fonksiyonu ile (Ny,gy,,/;) Kaehler manifoldundan
(N2, gn,) Riemann manifolduna noktasal yari-egimli bir Riemann doniisiimii olsun. Bu

durumda, sadece ve sadece V;,V, € DT icin DT distriblisyonu integrallenebilirdir ve

n(Vy, Vo =V, 1) =0 (3.1.23)
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elde edilir (Glinduzalp ve Akyol, 2023).

Teorem 3.1.3. §, ¢ yar-egim fonksiyonu ile (Ny,gy,,/;) Kaehler manifoldundan
(N2, gn,) Riemann manifolduna noktasal yari-egimli bir Riemann doniisiimii olsun, Gyle

ki DT integrallenebilirdir. Bu durumda, sadece ve sadece D? izerindeki trace(V5,) = 0
ve H = 0 olursa § harmonik olur. Burada H = 0, ranged,’nin ortalama egrilik vektor

alaninini ifade eder (Gundizalp ve Akyol, 2023).
Bu sebeple asagidaki sonuca variriz.

Sonug 3.1.1. 8, (N4, gn,,J1) Kaehler manifoldundan (N, gy,) Riemann manifolduna

noktasal yari-egimli bir Riemann déniisiimii olsun, dyle ki DT integrallenebilir ve ¢ yari-
egim fonksiyonudur. Kabul edilsin ki, tensor n paraleldir. Bu durumda, sadece ve sadece

H = 0 olursa § harmonik olur (Guindiizalp ve Akyol, 2023).

Teorem 3.1.4. §, ¢ yarr-e§im fonksiyonu ile (Ny,gy,,/;) Kaehler manifoldundan
(N2, gn,) Riemann manifolduna noktasal yari-egimli bir Riemann doniisiimii olsun. Bu

durumda, U,,U, € DT,U; € D? ve Y € (kerd,)* icin, sadece ve sadece
In, (Vu, 102, $Y) = g, (V8D (U, 11 U,), 8.77Y ) (3.1.24)

—cos2p gy, (Vy, Uy, Us) = g, ((V8.)(Uy, Uy), 8.173U5)
+gn, (Ty, J1U2,1Us) (3.1.25)

olursa DT, N, lzerinde tamamen jeodezik bir foliasyon tanimlar (Glndizalp ve Akyol,
2023).

Teorem 3.1.5. §, ¢ yari-e§im fonksiyonu ile (Ny,gy,,/;) Kaehler manifoldundan
(N2, gn,) Riemann manifolduna noktasal yari-egimli bir Riemann doniisiimii olsun. Bu

durumda, U;,U, € D?, U; € DT ve Y € (kerd,)* icin, sadece ve sadece

Sin2¢gN1 ([U,Y],Up) = sin2¢Y (¢) gn, (U, Uz) + g, (Ayn¢Uy, Uy)
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_gNl (AyT’Ul, (Uz) - gNz (6*hVY77U1, 6*77U2) (3126)

0 = —gu, (Ty,n¢U,, Us) + gn, (Tu,nUs2, J1Us) (3.1.27)

esitlikleri mevcutsa D®, N, (zerinde tamamen jeodezik bir foliasyon tanimlar
(Glnduzalp ve Akyol, 2023).

Teorem 3.1.6. §, ¢ yar-egim fonksiyonu ile (Ny,gy,,/;) Kaehler manifoldundan
(N2, gn,) Riemann manifolduna noktasal yari-egimli bir Riemann doniisiimii olsun.

Bu durumda, U;,U, € kers, ve Y € (kerd,)* icin, sadece ve sadece

gn, (AyJ1Q2U1,J1U,) = —sin?¢gy, ([U;, Y], U3) + cos?dpgn, (wVyQ,Uy, Us)
+sin2¢Y (¢) gn, (Q1U1, Uz) + gy, (Ayn{Q, Uy, Up)
—gn, (AynQ1Uy,J1Uz) — gn, (hVynQ, Uy, J1U)
—gn, WYy J1Q,Us, 1U,) (3.1.28)

esitligi mevcutsa (kerd,) uzayi, N; lizerinde tamamen jeodezik bir foliasyon tanimlar

(Ginduzalp ve Akyol, 2023).

Teorem 3.1.7. ¢, ¢ yari-egim fonksiyonu ile (B, gp,,/;) Kaehler manifoldundan
(B2, gg,) Riemann manifolduna noktasal yari-egimli bir Riemann doniisiimii olsun. Bu

durumda, V, € D®, Vv, € DT ve Uy, U, € (kerg,)* igin, sadece ve sadece
vVy (U, = —Ay fU, (3.1.29)
Oz, (vu._ e, (nV2), @, qU;) = Us, [IEU._‘Pi- (V%) @,.Us)—gg, (Ay, nVa, {U,). (3.1.30)

olursa (kere,)* uzayi, B, lzerinde tamamen jeodezik bir foliasyon tanimlar (Glnduzalp

ve Akyol, 2023).
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Bu bolimde, kompleks uzay formlardan Riemann manifoldlarina noktasal yari-egimli
Riemann doniistimleri i¢in Chen-Ricci esitsizliklerini iginde barmdiran egrilik iligkileri

ele alinmustir.

(B1, gs,,J1) bir Kaehler manifoldu olsun. v sabit holomorfik kesitsel egriligin karmasik

bir  B;(v) wuzay formunun Riemann Christoffel egiklik tensorii, tlm

Y., Y5, Ys, Y, € T'(TB,) vektor alanlari i¢in asagidaki esitligi saglar (YYano ve Kon, 1985).

R’B._[FP Yo, Ys Ys) = E{ﬂ:a._ (Yir'yﬂﬂ:s._(y:rya ) — gz, (Ylfyﬂjgﬁ._ (Y2, Us)
t9s, [leflyajﬁia._U:eryn}) - g‘B._[FE!.Ilyﬂjg‘B._Uin’yéj
+2g5, (Y1,)1Y2) 95, (1Vs Ya)} (3.1.31)

(Yano ve Kon, 1985).

(B" (v),gs,) kompleks uzay formu, (B, gp,) bir Riemann manifoldu,
(ranged,)* = {0} ve dim(keré,) =t = 2k, + 2k, ile §:B;(v) » B, noktasal yari-
egimli bir Riemann doniisiimii olsun. Her q € By igin, {X;,X, = J1 Xy,..., Xok, -1, Xok, =
J1 X2k, ~1: Xk +1 X2k +2 = S€CP Xk 41045 Xok 42k,-10 Xt = S€COC KXok 42k, -1} Ve
{Xt+1, Xe42,..., Xn,} swasiyla, (kerd,) ve (kerd,)'‘nin ortonormal bazlar1 olarak

yazilabilir.
Asagidakine kolaylikla ulasilabilir.

1, for ke{1,2,...,2k; — 1}
98, U1 Xi, Xpe1) = {
1 cos?¢p, for k€{2k,+1,...,2k; + 2k, — 1}. (3.1.32)

Bu sartlarda,

¢
Z g§1 (1Xk» Xi+1) = 2(ky + kycos?¢) (3.1.33)

k,s=1
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1<ks<t ve t+1<w<n; oldugu yerde, 7,% asagidaki gibi tanimlansm.
7,2 = gp, (Tx, X5 Xo0) (3.1.34)

Simdi, (Falcitelli vd. 2004)’nin (1.27)’si ve (3.1.31) kullanilarak kerd, igin,
(ranges,)t = {0} ile § noktasal yari-egimli bir Riemann doniisiimii oldugundan dolay1

her bir L, € keré, birim vektoru igin ulagilan sonug:

t
Ricker®(Ly) = —[t + 2 + 3cos?¢] — tgp, (T, L1, %) + z 98, (Tx, L1, 71, X))  (3.1.35)

k=1

S <

olur, burada & lifin ortalama egiklik vektor alanidir (Gilindlzalp ve Akyol, 2023).
Buradan hareketle asagidaki teorem yazilabilir.

Teorem 3.1.8. §:(B;(v), gs,) = (Bz, gg,), (ranged.)* = {0} ile noktasal yari-egimli

bir Riemann doniistimii olsun. Bu durumda,
%
Rickerd«(L,) > 2 [t + 2 + 3cos?p] — tgp, (T1, L1, #) (3.1.36)

olur. L; € kerd, birim dikey vektorii i¢in, esitsizligin esitlik durumu ancak ve ancak her

lif tamamen jeodezik ise saglanir (Glnduzalp ve Akyol, 2023).

Polarizasyona gore, (3.1.35) kullanilarak asagidakiler elde edilir.

Teorem 3.1.9. &: (B;(v), gp,) = (B2, gs,), (ranged.,)* = {0} ile noktasal yar-egimli
bir Riemann déniisiimii olsun. Bu durumda, kerd, tizerindeki S¥¢"%+ Ricci tensorii alttaki

esitsizligi saglar.

14
SKer®(Ly, Ly) 2 7 [t + 2 + 3cos?Plgp, (L1, o) — tgs, (T1,L2 %) (31.37)
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Ly, L, € keré, igin, esitsizligin esitlik durumu ancak ve ancak her lif tamamen jeodezik

ise saglanir.

Benzer sekilde, (Falcitelli vd. 2004)’nin (1.27)’si ve (3.1.31)‘den faydalanarak kerd,
igin,

v
kerd, — 1 [t(t — 1) + 6(ky + kycos?¢)]

—t% || A |2

2p

t
+ Z 93, (‘Tkas, T;(sz) (3.1.38)

k,s=1

yazilir, burada p*eT% =Y. o< R*TO (X, X5, X, Xi)“dir  (Glindiizalp ve Akyol,
2023).

Bu sebeple, asagidaki sonug yazilabilir.
Teorem 3.1.10. &: (B;(v), gs,) = (B2, gs,), (ranged,)* = {0} ile noktasal yari-egimli

bir Riemann doniisiimii olsun. Bu durumda, asagidaki esitsizligin esitlik durumu ancak ve

ancak her lif tamamen jeodezik ise saglanir.

2p%er8 > —[t(t — 1) + 6(ky + kycos2¢)] — t2 | H|I? (3.1.39)

<

Simdi, (ranged,)* = {0} ile noktasal yari-egimli bir Riemann doéniigiimii i¢cin, kerd,
Uzerindeki Chen-Ricci esitsizligi verilecektir. (3.1.34) ve (3.1.38)‘den faydalanarak

varilan sonu¢ asagida verilmistir.

zpkeré‘* — E [t(t — 1) + 6(k; + kycos2¢)]

—t2 | HWP+ Eolesr Dhs=1 (T2)? (3.1.40)

(Gllbahar vd. 2017) den bilindigi tizere;



o1

n1 t 1
Z Z Tis)? = 5t I A2

w=t+1 k,s=1
1 <
+3 ) [ =T TP 42 Z Z(ng’)z

w=t+1 w=t+1 s=

—ZZw L1 Dask<sst [Tidsd — (T (3.1.41)
(3.1.40)’a (3.1.41) yerlestirilirse asagidaki esitlik bulunur.

kers, — [t(t -1+ 6(k + k2C052¢)]

S <

2p
——tz I 02+ Zw e [T — T3 — . =TT

+2 X a1 Ze=2 (T35
2% 1 Loskesse [T — (] (3.1.42)

Buradan da elde edilen:

kers, [t(t — 1) + 6(k; + kycos?¢)]

—{>I<

2p

— 2 I HNP= 2T 11 Dhersee [TGTE — (T)?] (3.1.43)

olur. Ote yandan, (Falcitelli vd. 2004)’nm (1.27)’si ve (3.1.31) den faydalanarak,
U=W =X, V=F =X, ele alinarak ve (3.1.34)’dende faydalanarak

2 ) RMOG XX X) =2 ) RO, X X X

2<k<sst 2<k<sst

+2 X0 i1 Dhekasse [T Tse — (T)?] (3.144)
bulunur. Son esitlige gore, (3.1.43) su sekilde

kerd,

1
[t(t — 1) + 6(k; + kycos?¢)] — —t2 | 12

~P|<

2p
+2 225k<sst Rker& (Xk' Xs: XSJ Xk)
—2 Yosk<sst RP Xy, X, X, Xi) (3.1.45)
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yazilabilir. Ayrica, esitlik kullanilarak

Zpkerﬁ* — 2 z Rkerg* (Xk, XS’XS’ Xk) + 2

2<k<sst s

Rkeré-(X,, X, X, X;) (3.1.46)

t
=1

olur. Bu son esitlik, (3.1.45) igine yerlestirilirse

2RickeTs (X)) > %[t(t “ 1) + 6(ky + kycos2)]

=5 AN = 2 Doccsee RO (Ki Xo, Ko, Xi) (3.147)

elde edilir. B, bir kompleks uzay formu oldugundan, B, ‘in RP1 egrilik tensorii (3.1.31)

denklemini saglar. Bundan dolay1 asagidaki esitsizlige ulasilir.

v 3v 1
Ricker‘s*(Xl) > Z(t -1+ T(l + cosz¢) — th | 1% (3.1.48)

(Ginduzalp ve Akyol, 2023).
Bdylece, asagidaki sonuglara ulasilabilir.

Teorem 3.1.11. §:B;(v) = B,, (ranged,)* = {0} ile bir (B1(v), gp,) kompleks uzay
formundan bir (B, gg,) Riemann manifolduna noktasal yari-egimli bir Riemann

doniisiimii olsun. Bu durumda,
v 3v 1
Rickers«(x,) > ZE-D+0+ cos?¢) — th AL (3.1.49)

olur. Esitsizligin esitlik durumu, sadece ve sadece
T = T8+, .47 (3.1.50)

TL =0,s=2,...,t (3.1.51)
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mevcutsa mimkin olur (Gunduzalp ve Akyol, 2023).

Buradan asagidaki sonuglara varilabilir.

Sonug 3.1.2. 6: B;(v) = B,, (ranged,)* = {0} ve yari-egim fonksiyonu ¢ =§ ile bir
(B1(v), gp,) kompleks uzay formundan bir (B,,ggp,) Riemann manifolduna noktasal

yari-egimli bir Riemann doniisimii olsun. Bu durumda,

% 1
Rickers«-(x,) > Z(t: +2)— th | 112 (3.1.52)

olur. Esitsizligin esitlik durumu, sadece ve sadece
T8 =T5+...+T¢ (3.1.53)
TL =0,s=2,...,t (3.1.54)
olursa saglanir (Glndizalp ve Akyol, 2023).
Sonug 3.1.3. 6: B;(v) = B,, (ranged,)* = {0} ve yarr-egim fonksiyonu ¢ = 0 ile bir

(B1(v), g,) kompleks uzay formundan bir (B, gp,) Riemann manifolduna noktasal

yar1-egimli bir Riemann doniisiimii olsun. Bu durumda,

v 1
Rickeré(X,) = Z(t +5) — th I 112 (3.1.55)

olur. Esitsizligin esitlik durumu, sadece ve sadece
T = T9+.. .47 (3.1.56)
T2 =0,5s=2,..,t (3.1.57)

olursa saglanir (Glndizalp ve Akyol, 2023).
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Son bolimde, kompleks uzay formlardan Riemann manifoldlarina noktasal yari-egimli
Riemann doniisiimleri i¢in Casorati esitsizliklerini iginde barindiran egrilik iliskileri ele
almmustir.

Asagida bulunan lemma, teoremimizin kanitinda kullanilmak iizere 6nem tasur.

Lemma 3.1.2. U = {(l3,15,...,l,y) € R™: 1} + [,+...+1,, = z}, R™‘nin bir hiperdiizlemi

olsun ve bir ikinci dereceden form g: R™ — R,

9 by b)) = A LD)? + d(Ln)? — 281ckcsemlils, € >0,d >0 (3.1.58)

bigimde tamimlansin. Bu durumda, ming, ;, ; yeyg kisitlanmis ekstremum problemi

asagidaki ¢6zlime sahiptir:

z z(m—-1)

Z
lm_d+1_(c+1)d

c+1

=(c-m+2) (3.1.59)

m-—1

(Tripathi, 2017)’da d = oldugu gordldr.

c—m+2
8, (ranged.)* = {0} ile bir (B*(v),/;,gs,) kompleks uzay formundan bir (B,?, gz,)
Riemann manifolduna bir noktasal yari-egimli bir Riemann doniisiimii olsun. Kabuk

edilsin ki, {Xi,...,X,}, q1 € Ny icin kerd,, dikey uzaymm ortonormal bazi ve

*q1
{Xp+1,-., X0}, (kerg,q,)* yatay uzaymm ortonormal bazidir. kerd,, dikey uzay:
tizerindeki ¢"%+ skaler egriligini

rherd. — 22,5:1931 (Rke’fS* (Xk;Xs)Xs'Xk) (3.1.60)

olarak ve kerd,,, ‘nun da k*¢"%+ skaler egriligini



2Tker6*

plp—1)

kerd. —

olarak tanimladik. Bu durumda,
Tes = g5, (T (X, Xs), X,), k,s=1,...,pe=p+1,...,

1T 1% =2 o198, (TXe, X0, T (X, X5)),
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(3.1.61)

n,, (3.1.62)

(3.1.63)

traceT = Z_, T(Xy, Xi), |l traceT 2= gg, (traceT, traceT) (3.1.64)

esitlikleri ifade edilebilir ve T‘nin B; manifoldu Uzerindeki c*er%-

olarak gosterilen

karelenmis normu, (keré.,),, dikey uzaymm dikey Casorati egriligi olarak adlandirilir.

Bdylece,

e=p+1

1 1
Crerds = JI T IP= J3ely 1T (T

elde edilir.

Simdi, 2 < t icin L*¢"% nin t boyutlu bir alt uzay oldugu ve {X;, X,,
nin bir ortonormal bazi oldugu varsayilsin.

Bu durumda L¥e"%+ nin ¢kerd- (Lkerd-) Casorati egriligi

1 1
Clerd(LKer®) = — I T 7= — XLy ys Ties=1 (Ti)

seklinde tanimlanir. (kerd.),, nun normallestirilmis glerd.

g (- 1) ve st (p — 1),

p+1 .

kerd., _ l keré, pt1l
[Gc r— 1)]q1 c + 2p

T 270

(3.1.65)

..., Xt} nin [ kerd.

(3.1.66)

— Casorati egrilikleri

inf {Ckerd«(Lkers.y, kerd. (kers.)q, nun hiperdizlemi},
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[5écer6* (- 1)]q1 _ 26(1;167“6* _ 27;_;1 inf{cker& (Lkerd*): Lkers. (ker5*)q1 nun hiperdiizlemi}

olarak yazilir (Tripathi, 2017).

Teorem 3.1.12. §, (ranged,)* = {0} ve 3 < p ile bir (Blnl(v),jl,gBl) kompleks uzay

formundan bir (B,?, gs,) Riemann manifolduna noktasal yari-e§imli bir Riemann

déniisiimii olsun. (kerd,), iizerindeki normallestirilmis ¢ — Casorati egrilikleri g erd.

ve Eg em*, alttakileri saglarlar.

Y 3v

(i) Kkerde < ghemo (p — 1) 4 —+ ——— (k; + k,c0s2¢), 3.1.67
Y 3v

(ii) xckerse < G (p — 1) + =+ —— (k, + k,cos2d). 3.1.68

Ayrica, ancak ve ancak (kerd,),, Uzerindeki {Xi,...,X,} ve ((kerd.)q,)* Uzerindeki
{Xp+1,--+»Xn, } uygun ortonormal bazlarma gore bir q; € B; noktasindaki herhangi bir

esitsizlikte esitlik sart1 saglanir. T’nin bilesenleri asagidakileri saglar.

1
Tlel = TZSZ = ... = Tps—lp—l = ETpr, £ € {p + 1,p + 2, ...,nl}, (3169)

Té =0, k,se€{1,,..,p}k #s), ce{p+L,p+2,...,n} (3.1.70)
(Ginduzalp ve Akyol, 2023).

Teorem 3.1.12. den faydalanarak asagidaki sonuglara varilabilir.

Sonug 3.1.4. &, bir (B;* (v),J1,gs,) kompleks uzay formundan bir (B;‘z,gsz) Riemann
manifolduna olan 3 <p ve ¢ =g yari-egim fonksiyonu ve (ranged,)* = {0} ile

noktasal yari-e§imli bir Riemann doniisiimii olsun. Buna gore, (keréd,),, Uzerindeki
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agem* ve Egem" normallestirilmis o — Casorati egrilikleri asagidakileri esitsizlikleri

saglar.

3k,v
. kers, < keréd, _ z 1
() « <o, (p-1D+ 2 + —Zp(p Y (3.1.71)
v 3kqv
ii) Kkerde < GFO(p — 1) - —— 3.1.72
(i) T ey (3172)

Ayrica, sadece ve sadece (kerd.),, Uzerindeki {Xy,...,X,} ve ((kerd,)q,)* Uzerindeki
{Xp41,...,Xn} uygun ortonormal bazlarmna gdére q; € B; noktasindaki herhangi bir

esitsizlikte esitlik durumu gegerlidir. T’nin bilesenleri asagidakileri saglar.

1
T1£1 = TZEZ = e = Tpe_lp_l = ETpgp, & E {p + 1,p + 2,...,n1}, (3173)

Té =0, k,se{l,,...p}k+s), ee{p+1,p+2,...,n} (3.1.74)
(Ginduzalp ve Akyol, 2023).

Sonug 3.1.5. §, bir (B} (v),J1,9s,) kompleks uzay formundan 3 <p ve ¢ =0 yari-
egim fonksiyonu ile bir (B;lz,ng) Riemann manifolduna olan, (rangeé,)* = {0} ile
noktasal yari-egimli bir Riemann doniistimii olsun.

ker o, —kero.

Buna gore, (kerg.),, Uzerindeki o, ve d, normallestirilmis o — Casorati

egrilikleri agagidakileri saglar.

(p+2)v
i) Kkerd: < gkerd (p — 1) + —, 3.1.75
(i) e (-1 2= 1) ( )
+ 2)v
(ii) Kkerds < GE% (p — 1) + (p+2) (3.1.76)

4(p—1)
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Ayrica, yalmzca (kerd,),, Uzerindeki {Xi,...,X,} ve ((kerd.), )t uzerindeki
{Xp+1,...,Xn,} Uygun ortonormal bazlarma gore q; € B; noktasindaki herhangi bir

esitsizlikte esitlik durumu gecerlidir. T nin bilesenleri asagidakileri saglar.

1
Tlgl = T2£2 _ = Tpg—lp—l = ETpgp, & E {p + 1,p + 2,. . .,Tll}, (3.1.77)
Té =0, k,se{1,,..,p}k #s), ce{p+1L,p+2,..,n} (3.1.78)

(Glnduzalp ve Akyol, 2023).
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4. RIEMANN MANIiFOLDUNDAN HEMEN HEMEN HERMITYEN
MANIFOLDA NOKTASAL YARI-EGIK RIEMANN DONUSUMLER

Bu bdlimde kompleks geometride, Riemann manifoldlarindan hemen hemen Hermityen
manifoldlarma tanimlanan noktasal yari- egik Riemann doniisiimler ile ilgili tanim,
teorem ve Orneklerele alinacaktir. Noktasal yari- egik Riemann doniisiimlerden dogan
distribiisyonlarin geometrisine bakilacaktir. Ayrica, kompleks uzay formlarindan Riemann
manifoldlarina noktasal yari-egik Riemann doniisiimleri i¢in Casorati esitsizliklerini

iceren egrilik iliskileri ele almacaktir.

4.1. Riemann Manifoldlardan Hermityen Manifoldlara Tanimh Yari-Egik Riemann

Doniisiimler

Tammm 4.1.1. (B,, g,,/,) bir hemen hemen Hermityen manifoldu ve (B;,g,) bir
Riemann manifoldu olsun. Bu durumda, eger kery, izerinde asagidaki sartlari
sagliyorsa, D% ve DT ortogonal distribisyonlar olmak (zere, y: B; » B, Riemann
doniisiimii noktasal yari-egimli bir Riemann doniisimidir denir:

1. rangey, uzayi, D® @ DT ortogonal direkt ayrisimina esittir.

2. DT distriblisyonu invaryanttr.

3. D? distribiisyonu ¢ yari-egik fonksiyonu ile noktasal egiktir.
Bu durumda, ¢ agisi, noktasal yari-egimli bir Riemann doniisiminln yari-egik
fonksiyonu olarak bilinen B, Uzerindeki bir fonksiyon olarak adlandirilir (Akyol ve
Ginduzalp, 2024).

¥, bir (By,g:) Riemann manifoldundan bir (B,, g,,J,) hemen hemen Hermityen
manifolduna bir noktasal yari-egimli bir Riemann doniisiimi olsun. Bu durumda,

herhangi v,(Y) € rangey, ve Y € T'(kery,)* icin

Jv.(Y) = ¢v.(Y) + ov.(Y) (4.1.1)
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yazilr. Burada ¢v.(Y) ET(DT) ve wy.(Y) €T(JD®) dir. Herhangi bir
V € I'(rangey,)* igin

JV = BV + CV (4.1.2)

olur. Bu durumda %V € I'(rangey,) ve CV € I'(rangey, ) dir.
E,G € I'(TB;) igin, A ve TO’Neill tensorleri:

ApG = IV VG + VV g A, (4.1.3)
TG = VgV + Ve 4G (4.1.4)
dir (Akyol ve Giindizalp, 2024).
Simdi noktasal yari-egimli bir Riemann doniisiimiine dair 6érnek verebiliriz.
Ornek 4.1.1. (R®, ggs) bir Riemann manifold olsun ve R® iizerindeki kompleks yapi,
Jo (1, ta, ts, ty, ts, te, ty, tg) = (—ty, ty, —ty, t3, —te, ts, —tg, t;)  olarak  tammlansin.

Bu sartlarda, (RE, ], grs) bir hemen hemen Hermityen manifold olsun. ¢, bir Rieman

manifoldundan bir hemen hemen Hermityen manifolda tanimlanan
K: (]RSJ g]RB) - (R?w]wi gRB)
bir Riemann donisiimi olur

K(zl, Z),Z3, Z4, Zs, Zg, Z7, Z8) = (27, —Zg,V 10, 5, cos@z, — singzs, SinQz, — COSPZy, T, 0)

biciminde yazalim. K nin Jakobiyen matrisi,
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[ 0 0 0 0 0 0 1 07

0 0 0 0 0 0 0 -1
0 0 0 0 0 0 0 O
3 = 0 0 0 0 0 0 0 O
* lcosp 0  —sing 0 0 0 0 O
0 sing 0 —cosp 0 0 0 O
0 0 0 0 0 0 0 O

-0 0 0 0 0 0 0 O-

Buradan, rank, = 4 bulunup
0 0
( Ur = 0z; ' U2 = 0zg |

1
(kerxK )+ = span{ o 5 . 5 . P P
k 3 = COSQ o sing o U= sing o cosQ aZ4J

( w=2 =2 )

K, = 4 ' ay7 . ays ¥

range *—spanIW 5 | 5 . | 5 5 |
= cosqp — — singp— , W, = singp — — cos@ —

k ’ (payl (pay3 ! <Pay2 <Pay4}

bigimde yazilir.

d d
Jo(Ws) = cosgp =— — singp -—
dy, ady,

olup,

Irs U (W3), W,) = grs((0,cosg,0,—sing,0,0,0,0), (0, sing, 0, —cosp, 0,0,0,0))
= sing.cos@ + sing. cose = sin(2¢)

bulunur. Buradan hareketle,
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gRB(]w(Wg)J W4) _ sin(2<p)
[, W lliwal 1
6 = arccos(sin(2¢))

osf =

= sin(2¢)

olur. Buradan,

Db = span{W;,W,} ,DT = span{W,, W,}

ifade edilir. Sonug olarak, rangeX, = D? @ DT yazlabildiginden, 6 agis1 noktasal
yari-egimli bir Riemann doniisiimiin yari-egik fonksiyonu olur. Dolayisiyla X ise bir
Riemann manifolddan bir hemen hemen Hermityen manifolda tanimlanan noktasal yari-

egimli Riemann doniigimddir.

Ornek 4.1.2. (R®, g.s) OKlid uzay1 olsun. J,J, = —J,J;yi gerceklestiren, R® iizerindeki

bir ¢ift {J;,J,} hemen hemen kompleks yapilarini inceleyelim. Burada,
Ji(aq,...,ag) = (—ay, ay, —ay, as, —ag, as, —ag, a;) (4.1.5)
J.(aq,...,ag) = (—as, aq,a,, —a,, —a,, —ag, as, —ag) (4.1.6)

dir. Herhangi bir reel degerli d: R® — R fonksiyonu icin, J, = (cosd)]; + (sind)], ile,
R® Gizerinde yeni J, hemen hemen kompleks yapisi tanimlayalim. Bu durumda,

RY = (R®,],, gzs) bir hemen hemen Hermityen manifoldu olur.
Y(xq,...,x5) = (xq, X5, X3, X4, —2, X, 11, x35) (4.1.7)

ile bir y: RS — R® Riemann déniisiimii olsun. Bu durumda, y doniisiimii, 4 yari-egik
fonksiyonu ile noktasal yari-egimli bir Riemann doniisiimidir. Dogrudan islemler

yapilirsa,

DY = span{— —} ve DT = span {i 2 9 i}

0z, 0z, 0z3 ' 0z,
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o 9 } (4.1.8)

1 -
(rangey.) span { FERErS

elde edilir. Burada, {zj,...,zg}, R® (izerindeki yerel koordinatlardir (Akyol ve
Gunduzalp, 2024).

Bir noktasal yar-egimli Riemann doniisimi D% # {0} ve 8 # 0,% kosullarmi

saglandiginda has(proper) doniisiim olur. Asagidaki teorem has noktasal yari-egimli bir
Riemann dontisimii orneklerini elde etmek icin 6nemli bir rol oynar (Akyol ve
Gunduzalp, 2024).

Teorem 4.1.1. y;, bir (B4, g;) Riemann manifoldundan (B, g,,/;) hemen hemen
Hermityen manifolduna bir Riemann submersiyonu oldugunu ve y, de, (B,, g;,/1)’den
(B3, g3,J2) hemen hemen Hermityen manifolduna noktasal yari-egimli bir immersiyon
olsun. Bu durumda, y, o y; bir noktasal yari-egimli bir Riemann doniisiimii olur (Akyol
ve Gilinduzalp, 2024).

Ustteki teoremin uygulanmasi olarak asagidaki has noktasal yari-egimli bir Riemann

doniistim 6rnegi yazilabilir.

Ornek 4.1.3. (Rg,gRa) Oklid uzay1 olsun. J,J, = —J,J;’yi saglayan, R® tizerindeki bir

¢ift {J1,/.} hemen hemen kompleks yapilar1 olsun. Burada,
jl(al,...,as) = (_az, a1, —0Qy,A3,—0g, A, —Ag, a7) (4.1.9)
jz(al,...,as) = (_ag, a4_, al, _az,_a7, _a8, a5, _a6) (4.1.10)

dir. Herhangi reel degerli d: R® — R fonksiyonu igin, ], = (cosd)J; + (sind)],birlikte,
R® (izerinde yeni ], hemen hemen kompleks yapisi yazalim. Bu durumda,

RY = (R®,]4, g=#) bir hemen hemen Hermityen manifoldu olur.

Y2: R - (RB,]d, gRs), Y2(b,c,d,e, f,g) = (b,c,d,e0,f,0,9) (4.1.11)
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noktasal yari-egimli immersiyonu ve

Y1 (Rs'g) - R6' Y10 ¥8) = V1, Y2, V3, Yar Ve, Vg) (4.1.12)

Riemann submersiyonunun bilesimi olan

Y: (Rs'g) - (R?i']ngRB)J Y(YIJ"'JYB) = (y11y21y31y41 0:y6: O,yg)

doniigiimiinii ele alalim. y doniisiimii, 8 = 4 yari-egimli fonksiyonu ile birlikte noktasal
yari-egimli bir Riemann doniistimii olur.

Dogrudan iglemler yapilarak,

o od0 9 0

=0 _ 9 0 DT — 9 9 9 9
D = Span{aze ! 828} ve D = span{azl "0z,  0z5’ 624}'

bulunup

66}

FPRETS (4.1.13)

(rangey,)t = span{

yazilir. Burada {z,,..., 2}, R® lizerinde tanimlanan yerel koordinatlardir. y,Q; € D ve

v.0, € DT icin g,(v.Q4,v.Q,) =0 dir. Bu durumda, y bir Riemann déniisiimii
oldugundan g,(Q4, Q;) = 0 olur. Buradan,

(kery,)t =DT @ D° (4.1.14)
yazilir (Akyol ve Gunduzalp, 2024).
Simdi, noktasal yari-egimli bir Riemann doniisiimii i¢in asagidaki teoremi yazabiliriz.
Teorem 4.1.2. y, (B4, g1) Riemann manifoldundan (B,, g,,/;) hemen hemen Hermityen

manifolduna, 6 yari-egimli fonksiyonu ile birlikte noktasal yari-egimli bir Riemann

doniisiimii olsun. Bu durumda, herhangi v, X € T' (D) icin
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$?y.X = —cos?0y,X (4.1.15)

olur (Akyol ve Giindiizalp, 2024).
Yukaridaki ~ teoremden  faydalanarak  herhangi  v.X, v.Y € T(D%)  igin
92(v.X, v.Y) = cos?6g,(y.X,y.Y) (4.1.16)
92(0y.X, wy.Y) = sin?0g,(y.X,v.Y) (4.1.17)

denklemleri elde edilir. y’nin (B;,g;) Riemann manifoldundan (B,, g,) Riemann

manifolduna, C* — doniisiimii olsun. Bu durumda, herhangi X € T, B; ve Y € Ty (s,)B;

icin, (Y+)s»S1 € By diferansiyelinin (Y+)sy» S1 € By adjoint doniigiimii

92((v), X Y) = 91X (v.)5,Y) (4.1.18)

ile yazilir. Ayrica, y bir Riemann doniisiimii ise, X € I'(rangey.)y,) Ve

Y € T'(ker(y.)s,)* icin,

*(Y*)sl (Y*)slx =X *(Y*)sl (Y*)le =Y (4.1.19)

elde edilir. Boylece, *(v.)s,: (rangey.)ys, — (ker(y.)s,)" lineer doniisiimii bir

izomorfizmadir (Akyol ve Gunduzalp, 2024).

C =" (Y.)s,9(v.) “yiolsun. Toerem 4.1.2 den faydalanarak asagidaki sonu¢ yazilabilir.

Sonug¢ 4.1.1. y, bir (B;,g,) Riemann manifoldundan bir (B,, g,,/) hemen hemen
Hermityen manifolduna, 6 yari-egimli fonksiyonu ile birlikte noktasal yari-egimli bir

Riemann doniisiimii olsun. Bu durumda, X € I'(D?) icin,

C?X = —cos?6X (4.1.20)
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Burada y.z', = ¢v.z, ile z,,2,,z', € T'((kery.)q, )" icin,

(V) w)y.z, = C(Vy.)(24,2,) — (VY.) (24, Z5) (4.1.21)
ifade edilir (Akyol ve Gundiizalp, 2024).

Onerme 4.1.1. y, bir (B;,g;) Riemann manifoldundan bir (B, g,,J) Kaehler
manifolduna, 6 yari-egimli fonksiyonu ile birlikte noktasal yari-egimli bir Riemann

doniisimii  olsun. o tensérii paralel ise, bu durumda vy, y, € (D% icin

(Vy.)(Cyy, Cy,) = —cos?¢p(Vy.,) (Y1, ¥2) (4.1.22)

elde edilir (Akyol ve Giindiizalp, 2024).
DT invaryant distriblisyonu icin asagidaki sonug yazilabilir.

Teorem 4.1.3. y, bir (By,g,) Riemann manifoldundan bir (B,, g,,/) Kaehler
manifolduna, noktasal yari-egimli bir Riemann donisimii olsun. Bu durumda,
herhangi ky, Ky, Z, W, € I'(kery,)* oyle ki v.kq, v.k, €T(DT),
v.W, € I(D?) ve V€ I'(rangey,)* ve v.Z = %V igin, bu durumda DT invaryant
distribusyonu B, lzerinde tamamen jeodezik bir foliasyon tanimlar ancak ve ancak

(i) Seyy.(k&;) —v.(Vk,Z), T'(DT) icerisinde hig bileseni yoktur,

(i) @ (v.(Vie,W1) — Suy.w, K1), [(DT) icerisinde hig bileseni yoktur (Akyol ve
Ginduzalp, 2024).

DY, egik distribiisyonu i¢in asagidaki sonug yazilabilir.

Teorem 4.1.4. y, bir (B;,g:) Riemann manifoldundan bir (B, g,,J) Kaehler
manifolduna noktasal yari-egimli bir Riemann doniisiimii olsun. Bu durumda, herhangi
U;,U, € T'(kery)* oyle ki y,U;,y,U, eT(D?) ve V € I'(rangey,)* icin DY egik

distriblisyonu B, Uzerinde tamamen jeodezik bir foliasyondur ancak ve ancak
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(i) —sin?(0)[Uy, V] + sin(20)V(0)U; + V) wdy.U; + ¢pVywy, Uy,
I'(rangey.) iginde hig bilesene sahip degildir,

(i) ¢(Swy.u,v:Us = Vi ¢v.U;), T(DT) icinde hig bilesene sahip degildir
(Akyol ve Glndlzalp, 2024).

Ayrica agagidaki sonug yazilabilir.

Teorem 4.15. y, bir (B;,g,) Riemann manifoldundan bir (B, g,,J) Kaehler
manifolduna, noktasal yari-egimli bir Riemann doniisiimii olsun. Bu durumda, herhangi
U,,U, € T'(kery,)*, dyle ki v,U; eT(DT), v.U, €T(D?) ve V,W € I'(rangey,)*
icin, (rangey)?t distriblisyonu, B, lzerinde tamamen jeodezik bir foliasyon tamimlar

ancak ve ancak

() [y.Uy, V] — v{,jv, I'(rangey,)* icinde hig bileseni yoktur.

(i) Véa)q,’)y*Uz + (].’)V%',wy*UZ, I'(rangey,)* icinde hi¢ bileseni yoktur (Akyol ve
Ginduzalp, 2024).

Teorem 4.1.3, Teorem 4.1.4 ve Teorem 4.1.5 ’in bir sonucu olarak asagidaki yazilabilir.

Sonug 4.1.2. y, bir (B4, g;) Riemann manifoldundan bir (B,, g,,J) Kaehler manifolduna,
noktasal yari-egimli bir Riemann déniisiimii olsun. Bu durumda, B, total uzayi, D', D
ve (rangey.)' yapraklarmm bir yerel ¢arpim uzayr olmasi (B, = B,,T X B,pe X
B (rangeyyt) i6in gerek ve yeter sart herhangi Uy, U,, Z, W,, W, € I'(kery,)* ve Y €
I'(rangey,)" icin,

(1) Sevy:(Uy) — v.(Vy,Z), T(DT) iginde hig bilesene sahip degilse,

(i) ¢(v.(Vy,W1) — Sey.w, U1), T(DT) icinde hig bilesene sahip degilse,

(iii) —sin?(6)[Wy, Y] + sin(20)Y(8)W; + Vi wdy. W, + ¢V wy, Wy,

I'(rangey,) iginde hi¢ bilesene sahip degilse,
(V) ¢(Suy.w,y.-W; — V{,Vl dy.W,), T(DT) iginde hig bilesene sahip degilse,
(V) [v.Uy, Y] — V)Y, T(rangey.)* iginde hig bilesene sahip degilse,

(vi) VYwey, U, + ¢pViwy.U,, T(rangey,)?* icinde hig bilesene sahip degilse,
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esitliklerinin saglanmasidir (Akyol ve Gunduzalp, 2024).

Simdi, Yy, noktasal yari-egimli bir Riemann doniisiimiiniin tamamen jeodezik olabilmesi

icin gerek ve yeter sartlar verilecektir.

Teorem 4.1.6. y, bir (B;,g:) Riemann manifoldundan bir (B,, g,,J) Kaehler
manifolduna, 6 yari-egimli fonksiyonu ile birlikte noktasal yari-egimli bir Riemann

doniisiimii olsun. y tamamen jeodezik doniisiimdir ancak ve ancak

(@) p; € B, icgintim y~1(p,) lifleri tamamen jeodezikdir,

(b) (kery,)*, B, Uzerinde tamamen jeodezik bir foliasyon tanimlar,

©) C(Vy)(X,Y) — wy,(VxY"), I'(rangey,)* icinde hig¢ bilesene sahip degildir,
(d)Herhangi U,Y € I'(kery,)* ve Z € T'(rangey,)* icin olan
v.U,v.Y € T'(D?) icin asagidaki esitlik saglanir:

sin267Z(6) g, (v.U,v.Y) = —g,(v.Y, [y.U, Z]) — cos?6,(y.Y, Vy.U)
+9,(v.Y, BV wy,U) + g,(v.Y, Viwgy,U) (4.1.23)

dir (Akyol ve Gilindiuzalp, 2024).

Teorem 4.1.7. y, bir (B;,g:) Riemann manifoldundan bir (B, g,,J) Kaehler
manifolduna, 6 yari-egimli fonksiyonu ile birlikte noktasal yari-egimli bir Riemann
dontisiimii olsun. Sadece ve sadece asagidaki kosullar saglanirsa y tamamen jeodezik

olur. Bu durumda, y harmoniktir ancak ve ancak asagidaki esitlikler saglanir.

1. Lifler minimaldir.

2. trace{Vz'_)lwqby*(.) + WS4y ()() — C’V’(/_)la)y*(. )}=0

dir (Akyol ve Gilinduzalp, 2024).
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Bu tezin son kisminda, Riemann manifoldlarindan kompleks uzay formlarina noktasal
yari-egik Riemann doniisiimleri icin Casorati esitsizliklerini i¢cinde barindiran egrilik

iliskilerine yer verilecektir. ilk olarak, kompleks uzay formunu tanimlayalim.

4.2. Riemann Manifoldlarindan Kompleks Uzay Formlarina Noktasal Yari-Egik

Riemann Doniisiimler

Tamm 4.2.1. (B,, g, /) bir Kaehler manifold olsun. Sabit holomomorfik kesit egriligi v
olun bir kompleks uzay form B,(v) nin Riemann Christoffel egrilik tensorii
U,,U,, Uz, U, € T(TB,) igin

%
RB2 (U1,0,,U3,0y) = 2 {92(U;,U4)g,(U3,U3) — g2(Uy, U3) g, (U, Uy)

+9,(U1,JU3)g,(JU,, Uy) — 92(Uz,JU3)g,(JU;, Uy)
+29,(U1,JU3)g,(JU3, Uy) } (4.2.1)

esitligi yazilir.

m, bir (B;, g1) Riemann manifoldundan bir (B,, g,) Riemann manifolduna bir Riemann
déniisiimii olsun. Swrastyla V%1 ve V52 nin egrilik tensor alanlar1 Rp, ve Rp, olsun. Bu

durumda U,, U,, U;, U, € I'(kerm,)?* icin, Gauss formuli

g2 (Rp, (M, Uy, M, Uy, Us, ,U,) = g1(Rp, (U, Uy)Us, Uy)

+92((Vr,) (Uy, U), (V1.) (U, Uy))
—g,((Vm,) (U, U), (VL) (U, Us)). (4.2.2)

ile yazilir. Simdi kabul edelim ki, m, bir (Bfl,gl) Riemann manifoldundan bir
(B£"(v),],g2) kompleks uzay formuna 3 < d = rankm < min{by,2n} ile birlikte
noktasal yari-egimli bir Riemann doniisiimii olsun. Herhangi U,, U,, U, U, € T'(kerm,)*

icin (4.1.1) ve (4.1.2) denklemleri yardimiyla
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v
g1 (R31 Uy, U)Us5, U, = 2 {92(U1,U4)g2(Uyz, Usz) — g2(Uy, U3) g, (Uy, Uy)

19, (M. Uy, J1.U3z) g, J.Up, m.U,)

—g2(m. Uy, J,Uz) g, (J. Uy, m.U,)

129, (. Uy, J.Uz) g, U Us, 1. U,) }

—92((Vm,) (Uy, U), (V) (U, Uy))

+gz((VT[*)([U1; Uy), (Vﬂ*)(U2:U3)) (4.2.3)

yazilir.

{.Ey, WE, = JLE,, ..., LEyg, 1, WERq, = JTEsq, 1, TWESa, 41,
TEyq, 42 = Sece¢“*E2d1+1;---;T[*E2d1+2d2—1:T[*Ed = 53C9¢“*E2d1+2d2—1}
Ve {Egi1,Eqiz, ..., Eopn} srasiyla (kerm,)t ve (rangem,)?t distribiisyonlarmin ortogonal

bazlar1 olsun. Bu durumda rangem, nin boyutu d = 2d, + 2d, dir. (kerm,)* yatay

PR

uzay1 iizerinde T*e"™)" skaler egirligi
ckerm)® = 5§ 191 (Ra, (Ex, E5)Es, Ey) (4.24)
ile birlikte ve (kerm,)* nin ket pnormallestirilmis  skaler  egriligi

ZT(kerﬂ*)J-

trernt = S (4.2.5)

olarak tanimlanir. Bu durumda
Ok = 02 (V) (EEDEg),  ks=1..d f=d+1..2n  (426)
I o 12= 2 =192 (V1) (Ey, Es), (V1) (Ey, Es)) (4.2.7)

tracep = 3¢_, (Vn,)(Ex, Ep),

| traceg lI>°= g,(traceq, traceg). (4.2.8)
@ g
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yazilir.
7 doniisiimiiniin karelesmis formu (B3",],g,) manifoldu Gzerinde (kerm,)t yatay
uzaymn ikinci temel formu C ile gosterilir ve (kerm,)! yatay uzaym Casorati egriligi

olarak adlandirilir. Bu yuzden

1 2 1 2
C= E Il o lI°= ﬁ d+12ks 1(('0ks) (429)
dir.

Simdi kabul edelim ki, L&*¢™™)" t boyutlu (kerm,),,2 < t altuzayi ve L&<¢™™)" nin bir

ortonormal bazi {E;, E,, ..., E,} olsun. L&k€r™)™" nin, ¢ kerm)t (1 (kertd)y Casorati egriligi

1
C(kerﬂ*)l(]_‘(ker‘rt*)l) — " T "2 _Eﬁ d+1zk,5=1(TkBg)2 (4_2_10)
olarak tanimlanur.

(kerm,)# ‘nun normallestirilmis okert)® _ Casorati egrilikleri o (kem*) (d—-1) ve

1
Eékern*) (d _ 1)’

kerm)t )t b3
[0 ™ (d = D]y, =5 € + LT inprotersat (s

L(kern*)l, (kerm, 31_1 ’nun hiperdUzIemi}

2d -1

1 1
(68T (d - 1)],, = 265 — inf{C (kerm)* (L (kerm)t)

Liker=)* (kern,)L *nun hiperdiizlemi}

olarak verilir.

(4.1.3), (4.1.4) ve (4.1.9) denklemlerinden faydalanarak
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[d? — d + 6(d; + dyc0s20)] = 2tker™) (q,) + dC®er™)* _|| traceq |12, (4.2.11)

S <

yazilir. Burada; plkerm)® (kerm,)* nin skaler egriligidir.

Simdi 7 nin bilesenlerine uygun olarak verilen kuadratik polinom ile ilintili Qkerm)*

fonksiyonunu,

1
Q(kerm)l — E [(dZ _ d)c(kerm)l + (dz _ 1)c(kerm)l(L(kerm)l)]

_Z,L.(kerm)l + E [dz —d+6(d,+ dZCOSZH)] (4.2.12)

ile tanimlayalim. Genelligi kaybetmeksizin, {E;,..., E;_1} baz1 ile gerilen hiperdiizlemi

Lkerm)* 5]dugunu kabul ederek ve (4.2.11) denklemini kullanarak

gUeermyt = 33n 4 TR [A(9f)? + (d + 1) (9]
+52 0 [2(d + DI ()2
_sz=k<s(p]€k(p.§9 + % (‘Pgd)z]

> Y52 4 [Z1d(@)? + 5 (0h)?

~25 s @l k] (4.2.13)
elde edilir. f=d +1,...,2n igin, gg: R2" - R kuadratik formunu
_ d—1
960l 1 0ha) = TEd(0f)? + —5— (0h)? — 2Zicomifuol  (4214)
denklemi ile tanimlayallm ve sabitlestirilmis ekstremum problemi mingg,

DF:f 4. 4ol = 2P, (4.2.15)
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ile verelim. Burada, z# bir reel sabit olur. c =d, e = dz;l olarak yazilir. Bu sebeple,

(fpfl, ey qofd) kritik noktasi

B 2B
B _ B _ _ B _Z B _
P11 =Py == Py_14-1— d+1 Paa = i+ 1 (4.2.16)

ile verilir ve bir global minimum noktasidir. Ayrica gg ((pfl, o) gagd) = 0 dir. Buna ek

olarak,
gkert)t > 0 (4.2.17)

olup bu esitsizlik

ZT(kerTr*)J- < [(dz _ d)c(kerm)l +(d? - 1)c(ker1t*)l(L(ker1T*)l)]

_|_

sl N

[d? — d + 6(d; + d,cos?0)] (4.2.18)

dir. Burada (3.1.14) denkleminden faydalanarak

K(kern*)l < [%C(kern*)l + d2+ 1 C(kerﬂ*)J- (L(kerm)J-)]

v . 3v(dy+d,cos?6
+-= +M
4 2d(d-1)

(4.2.19)

esitligi (kerm,)* nin tim L&er™)" hiperyiizeyleri icin elde edilir. Benzeri sekilde,

1
Zkerm)t = 2(d? = )R ——(2d° — 3d + eI (L™

_oplkerm)t | E [d? —d + 6(d; + d,cos20)], (4.2.20)

olur. Bu durumda  hyperplane L&er™" hiperdiizlemi (kerm,)t uzaymm bir

hiperylzeyidir. Buradan hareketle,
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Zkerm)t > o (4.2.21)

olup
2d —
2d

3v(d;+d,cos%6)
2d(d-1)

K(kern*)l < ch(ker‘ru)l _ 1 C(kerm)l(L(ker‘rt*)l)]

+o+ (4.2.22)

elde edilir (Akyol ve Giindiizalp, 2024).

Simdi, (kerm,)* uzaymnm bitin L&er™)™ hiperyiizeyleri tizerinde (4.2.22) de infimumu
ve (4.2.24) te supremumu alinarak ve sirasiyla (4.2.20) ve (4.2.23) da esitlik durumu

incelenerek asagidaki teoremi yazariz.

Teorem 4.2.1. m, bir (Blbl,gl)Riemann manifoldundan bir (B2"(v),], g,) kompleks uzay
formuna, 6 yari-egimli fonksiyonu ve 8, 3 < d = rankm < min{b,,2n} ile noktasal
yari-egimli bir Riemann doniisimii olsun. Bu durumda  (kerm,)z, Uzerinde

_(kerm,)t
O'( )

ve . ,

o — Casorati egrilikleri  ig¢in,

1
normallestirilmis Uékem*)

N o (kerm,)t (kerm)* v, 3v(dy+d;cos?)

(i) k < 0, d-1)+ i ST (4.2.23)
N (kerm)t — =(kerm)t o, v | 3v(dy+dycos?0)

(i) k <a, (d-D+,+— = (4.2.24)

esitlikleri saglanir (Akyol ve Giinduzalp, 2024).

Ayrica, sadece ve sadece (rangem, ql)l, tzerindeki {Egyq,...,E;n} ve (kerm)g,

uzerindeki {Ej,..., E;} uygun ortonormal bazlarina gore q; € N; noktasindaki herhangi

bir esitsizlikte esitlik durumu gecerlidir. ¢@’nin bilesenleri asagidakileri saglar.

1
O = @b == g =50k BEld+1,d+2,..2n),  (42.25)
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of =0,kse{l,,... d}k#s), Be{d+1,d+2,...2n} (4.2.26)
(Akyol ve Glnduzalp, 2024)

Teorem 4.2.1°den faydalanarak asagidaki sonug yazilir.

Sonug 4.2.1. m, bir (Bfl,gl) Riemann manifoldundan bir (B"(v),/, g,) kompleks uzay
formuna, 6 yari-egimli fonksiyonu ve 6 = g, 3 <d = rankn < min{b,, 2n} ile

noktasal yar-egimli bir Riemann doniisimii olsun. Bu durumda (kerm,)y, Uzerinde

1 1
normallestirilmis aékem*) ve Eékem*) , 0 — Casorati egrilikleri i¢in,
1
(i) e(kerm)t < O_ékerm) (d-—1)+ % + Z;E/dd_ll) (4.2.27)
1
(ii) releerm*t < g™ (d - 1) + 2+ % (4.2.28)

Ayrica, sadece ve sadece (rangem, ql)l, tzerindeki {Egi1,...,E2n} Ve (kerm)g,

uzerindeki {E;,..., E4} uygun ortonormal bazlarina gére q; € N; noktasindaki herhangi

bir esitsizlikte esitlik durumu gecerlidir. ¢ nin bilesenleri asagidakileri saglar.
B _ B B 1 s
P11 = P22 == Pa_1g-1 = 5 Paa pefd+1,d+2,...2n}, (4229

of =0kse(l, .. d}(k#s), pe{d+1,d+2,..2n} (42.30)
(Akyol ve Glnduzalp, 2024).

Sonug 4.2.2. m, bir (Bfl,gl) Riemann manifoldundan bir (B3"(v),], g,) kompleks uzay
formuna , 6 yari-egimli fonksiyonu ve 6 = 0, 3 < d = rankm < min{by, 2n} ile
noktasal yari-egimli bir Riemann doniistimii olsun. Bu durumda (kern*); Uzerinde

1

1 1
normallestirilmis O'C(,kem*) ve 5ékem*) , 0 — Casorati egrilikleri i¢in
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d+2)
. (kerm,)t < (kerm,)t _ V(
() « < o, d-1)+ d-1D (4.2.31)
d+2)
‘s (keT‘T[*)J‘ < _(keT'TE*)J' _ V(
(ii) k <0, d-1)+ d-1D (4.2.32)

Ayrica, sadece ve sadece (rangen*ql)l, tzerindeki {Egy4,...,E;n} Ve (kerm)g,

uzerindeki {E;,..., E4} uygun ortonormal bazlarina gére q; € N; noktasindaki herhangi

bir esitsizlikte esitlik durumu gecerlidir. ¢ nin bilesenleri asagidakileri saglar.

1
¢fl = §0§2 == (Pg_ld_l = E(Pgd, ,8 € {d + 1,d + 2, ...,Zn}, (4233)

of =0kse(l,,...,d}k#s), PBef{d+1,d+2,...2n). (4234
(Akyol ve Glndizalp, 2024).

Sonu¢ 4.2.3. «, bir (Blbl,gl) Riemann manifoldundan bir (B2"(v),], g,) kompleks uzay
formuna, 6 yar-egimli fonksiyonu ve 6 = g 3 < d = rankm < min{b,,2n} ile

noktasal yar1-egimli bir Riemann doniisiimii olsun. Burada durumda,
1
(i) rlkerm)®t < g™ (g 1), (4.2.35)

(if) wkerm)* < g™ (g _ 1) (4.2.36)

elde edilir (Akyol ve Gilindizalp, 2024).
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5. SONUC VE ONERILER

Bu tez caligmasinda, kompleks geometri agisindan 6nemli bir yere sahip olan hemen
hemen Hermityen manifoldlar ile Riemann manifoldlar1 arasindaki noktasal yari-egik
Riemann doniisiimleri ve bunun tersine, Riemann manifoldlarindan hemen hemen
Hermityen manifoldlara yapilan benzer doniistimlerin tanimlar1 tizerinde durulmustur.
Ayrica bu dOniisimlerin tamamen jeodezikligi ve harmonik olma durumlar:
aragtirtlmigtir. Bu doniisiimlerle elde edilen distriblisyonlarin geometrisi, Ozellikleri
incelenmis ve Orneklerle agiklamalar yapilmistir. Sonrasinda, kaynak manifold, hedef
manifold ve bu manifoldlardaki liflerin geometrileri detayli bir bigcimde ele alinmistir.
Ayrica, kompleks uzay formlarindan Riemann manifoldlarina noktasal yari-egik Riemann
doniisiimleri i¢in Chen-Ricci ve Casorati esitsizliklerini igeren egrilik iliskileri Uzerine
calisgilmistir. Bu yuksek lisans tezi, ilerleyen zamanlarda yapilacak calismalara temel

olusturmasi ve yol gostermesi hedeflenerek hazirlanmistir.
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