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ONSOZ

Calisma siiresince her tiirlii yol gosterici olan, olumlu tavriyla beni cesaretlendiren, bilgi
birikimiyle ¢alismama farkli agilardan bakmami saglayan, beraber calismaktan ve her
zaman Ogrencisi olmaktan gurur duydugum degerli danigman hocam Prof. Dr. Zafer

SIAR’a sonsuz tesekkiir ederim.

Yiiksek lisans ders donemi ve tez asamasinda bana her tiirlii yardimlar1 olan Matematik
Bolimii dgretim iiyelerine, desteklerini esirgemeyip birlikte egitim aldigimiz 6gretmen
arkadaslarima, yiiksek lisansa baslamama vesile olup bu siiregte yanimda olan Mustafa
ALTUNER’e ve beni hep giizel seyler yapacagima inanarak tesvik eden, her zaman
yanimda oldugunu hissettigim Ferda TEKGUL e kalpten tesekkiir ederim.

Son olarak tiim hayatim boyunca benim yanimda olan, aldigim kararlar1 her zaman
destekleyen, basarilarimda en biiyiik pay sahibi olan basta annem ile babam olmak iizere

kardeslerime ve nisanlima tesekkiirii bir borg bilirim.
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:Kompleks sayilar kiimesi

:Tam sayilar kiimesi

:Pozitif tam sayilar kiimesi

:Reel sayilar kiimesi

:Rasyonel sayilar kiimesi

:Rasyonel sayilar cismine a cebirsel sayisinin katilmasiyla elde
edilen cisim genislemesi

:[E cisminin F cismi iizerindeki derecesi

:a cebirsel elemaninin minimal polinomu

:a cebirsel elemaninin minimal polinomunun derecesi

'y cebirsel sayisinin logaritmik yiiksekligi

'« sayisinin logaritmasi

:a sayis1 b sayisini boler

‘a sayist b sayisint bolmez

:n. Fibonacci sayisi

:n. Lucas sayis1

:a ve b tamsayilarinin en biiyiik ortak boleni

:a ve b, m modunda birbirine kongriianttir

‘a ve b, m modunda birbirine kongriiant degildir

:x reel sayisinin kendisine en yakin tam sayiya olan uzaklig

:x reel sayisinin mutlak degeri



LOGARITMADA LINEER FORMLAR YARDIMIYLA BAZI
DIOFANT DENKLEMLERIN COZUMU

OZET

Altt bolimden olusan bu tezin birinci boélimiinde Diofant denklemleri, cisim
genislemeleri ve cebirsel sayilar ile ilgili tamimlamalar yapilmistir. Bununla birlikte,
Baker’in teorisi ve logaritmada lineer formlar kisaca agiklanmistir. Sonra Baker’in teorisi
ve logaritmada lineer formlara iliskin bazi teoremler verilmistir. ikinci boliimde lineer
rekiirans dizileri, tigiincli boliimde ise Siirekli Kesirler hakkinda bazi bilgiler verilmistir.
Ayrica bu kavramlara iliskin baz1 teoremler teoremler verilmistir. Dordiincii boliimde,
sonraki bolimdeki teoremlerin ispatlarinda kullanilacak olan bazi yardimei sonuglar ifade
edilmistir. Tezin besinci boliimiinde ise ilk olarak 2F, = 35y? ve E, ¥1 = 3Sy?
denklemlerinin n,y > 1,b > 2 ve (3,y) = 1 olmak {izere tiim negatif olmayan n,s,y, b
tamsayl ¢Oziimleri bulunmustur. Ardindan da F, ¥ F,, = 35y? denklemini saglayan
n,s,y, b sayilari i¢in esitsizlikler verilmis ve daha sonra da bu esitsizlikler yardimiyla
2 <y <10000 arahiginda F, ¥ F,, = 35y? denkleminin tiim negatif olmayan tamsay1
¢oziimleri elde edilmistir. Altinci boliimde ise sonug ve Onerilerden bahsedilmistir.

Anahtar Kelimeler: Diofant denklemleri, Baker’in teorisi, logaritmada lineer formlar,
Fibonacci ve Lucas sayilari, siirekli kesirler, cebirsel sayilar.



THE SOLUTION OF SOME DIOPHANTINE EQUATION BY USING
LINEER FORMS IN LOGARITHMS

ABSTRACT

In the first chapter of this thesis, which consists of six chapters, after mentioning
Diophantine equations, some definitions concerning field expansions and algebraic
numbers are given. Moreover, Baker’s Theory and linear forms in logarithms are briefly
explained. Then, some theorems related to Baker’s Theory and linear forms in logarithms
are given as well. In the second and third chapters, some informations about linear
recurrence sequences and continued fractions are given, respectively. Also, some
theorems regarding these are given. In the forth chapter, some auxiliary results to be used
in the proofs of theorems in the next chapter are expressed. In the five chapter,
Diophantine equations 2F, = 35y? and E, ¥ 1 = 35y” in nonnegative integers n,s,y, b
such that n,y > 1,b > 2 and (3,y) = 1 are solved. Moreover, it is obtained inequalities
for the integers n,s,y, b satisfying the Diophantine equation F, ¥ E,, = 35y?. Later,
using these inequalities, all solutions of the Diophantine equation E, ¥ F,, = 35y? for
2 <y < 10000 are found. Last chapter covers conclusions and recommendations.

Keywords: Diophantine equations, Baker’s theory, linear forms in logarithms, Fibonacci
and Lucas numbers, continued fractions, algebraic numbers.



1. GIRIS

Matematik tarihi agisindan énemli bir bilim insan1 olan Iskenderiyeli Diophantus, cebir
ve sayilar teorisi alanlarinda yaptig1 ¢alismalarla bilinmektedir. M.O. 2. Yiizyil ile M.S 4.
Yiizyil arasinda yasadigi tahmin edilen Diophantus’un hayati hakkinda kesin bilgiler
yoktur. Diophantus’un Poligon sayilari ile ilgili ¢alismasinda, M.O. 2. Yiizyilda yasamis
olan Iskenderiyeli Hypsicles’ten bahsetmis olmasi, onun bu tarihten sonra yasadigini,
ayrica M.S. 4. Yiizyilda yasayan Iskenderiyeli Theon’un Diophantus’tan alintilar yapmasi
da kendisinin bu iki tarih arasindaki yaklasitk 500 yillik bir dénemde yasadigini
gostermektedir. Ote yandan, Yunan matematik¢ci Metodorus, Diophantus’un yast ile ilgili
derledigi bilmecenin cevabma gore de 84 yil yasadigi anlasilmaktadir. Metodorus’un

belki de tamamen uydurma olan bilmecesi su sekildedir.

*Diophantus hayatinin 1/6'nda ergenlige erismistir.

*Hayatinin 1/12'sini tamamladiginda sakal birakmaya baglamistir.
*Hayatinin 1/7'sini tamamladiginda evlenmistir.

*5 y1l sonra bir oglu olmustur.

*Oglu, Diophantus'un hayatinin yarist kadar yasamistir.

*Oglunun 6liimiinden 4 y1l sonra da Diophantus 6lmiistiir.

Matematikgiler tarafindan Cebir’in babasi olarak anilan Diophantus, her ne kadar cebirin
kurucusu olarak anilsa da aslinda kendi doneminden once de tek bilinmeyenli cebir
problemleri M.O. 1650 yilinda yazilan Rhind Papiriisiinde ge¢cmektedir. Diophantus’un
cebire en onemli katkis1 dnceki matematik ¢aligmalarini toparlayip uygulama alanlarini

genisletmesi ve matematiksel gosterimleri sadece semboller yardimiyla yapmasidir.

Diophantus kendi c¢alismalarimi 13 ciltten olusan ve giinlimiize 6 tanesi ulasan
Arithmetika isimli eserinde toplamistir. 19. Yiizy1l matematik tarih¢isi Hankel’e gore bu
bagyapit 5 farkli kategoride 130 problemi barindirir. Hankel bu problemleri ¢éziimlerine

gore tek ¢coziimii olanlar ve genel ¢6ziimii olanlar diye ikiye ayirir.



Diophantus’un adiyla anilan Diofant (Diophantine) denklemi, iki veya daha fazla
bilinmeyen degiskene sahip ve c¢oziimlerinin tamsayilarda arandigi bir polinom
denklemidir. Yani, n > 2 bir tamsay1, Xq,Xy,..,X, bilinmeyen tamsayilar ve f, n

degiskenli bir polinom fonksiyonu olmak tizere

f(x1;x2;'"; xn) =0
seklindeki denklemlerdir.

Basta Cinliler ve Araplar olmak iizere Fermat, Euler ve Gauss gibi matematik¢iler de
Diofant denklemleri iizerine ¢alismalara devam etmislerdir. Bunlardan bir tanesi ve en

meshuru olan

Diofant denklemidir. Bir dik iiggen probleminden ortaya ¢ikan bu denklem, kenarlari
tamsay1 olan tiim dik tiggenleri belirlemek i¢in kullanilmistir. Pisagor denklemi adi
verilen bu denklemi saglayan bazi ¢oziimler (3,4,5),(5,12,13),(7,24,25),(8,15,17)
seklindedir [28].

Bir diger 6nemli iistel Diofant denklemi, Fermat denklemi olarak da bilinen, n > 3 olmak
uzere

xn + yn — Zn

denklemidir. Fransiz matematik¢i Fermat, n = 3 i¢in bu denklemin tamsayilarda

¢oziimiiniin olmadigin1 17. Yiizyilda éne siirmiis ve 1994 yilinda Ingiliz matematikgi

Andrew Wiles tarafindan ¢oztiimiiniin olmadigi1 kanitlanmigtir [28].

Diofant denklemlerinin ¢oziimleri cesitli yontemlerle arastirilmistir. Bu yontemlerden
bazilar1 elementer metot, modiiler aritmetik, ¢arpanlara ayirma ve modiiler metottur. Son
zamanlarda, bircok matematik¢i Baker’in teorisi olarak ifade edilen logaritmik yontemi

Diofant denklemlerin ¢6ziimiinde kullanmaya baslamislardir. Simdi logaritmik yontemi



tanitmadan Once cebirsel sayilar teorisinden bazi temel tanim ve teoremler verilecektir.
Ayrica tezin diger bolimlerinde kullanilacak olan bazi teoremler ve yardimer teoremler

de yine bu béliimde ifade edilecektir.

1.1. Cisim Genislemeleri

Tanim 1.1.1. Bostan farkli bir R kiimesi iizerinde "+" ve "- " denilen iki ikili islem

tanimlanmis olsun. Eger,

R1) (R, +) cebirsel yapisi degismeli bir gruptur,
R2) " - " isleminin birlesme 6zelligi vardir,

R3) " - "isleminin " 4+ " islemi {izerinde sagdan ve soldan dagilma 6zelligi vardir,

sartlar1 saglaniyorsa (R, +,") cebirsel yapisina bir halka denir [43].

Tamm 1.1.2. (F, +,7) cebirsel yapisi bir halka olsun. " + " igleminin [ kiimesindeki birim
eleman1 0 olmak tizere, eger (IF\{0},") cebirsel yapisi degismeli bir grup ise (F,+,")
cebirsel yapisina bir cisim denir [43].

Ornek 1.1.3. (Q, +,"), (R, +,) ve (C, +,") cebirsel yapilar1 birer cisimdir [43].

Tamm 1.1.4. E bir cisim ve F € E olsun. Eger F cismi E cismindeki islemlere gore bir

cisim ise [F’ye [E’nin bir alt cismi denir ve bu F < E ile gosterilir [17].

Tammm 1.1.5. F ve E iki cisim olsun. Eger F < E ise E cismine F cisminin bir cisim

genislemesi denir [43].

Ornek 1.1.6. R, @ cisminin; C ise hem R cisminin hem de Q cisminin bir cisim

genislemesidir. Ayrica Q(\/g) cismi de Q cisminin bir cisim genislemesidir [1].

Teorem 1.1.7. [F bir cisim ve E cismi [F cisminin bir cisim genislemesi olsun. O zaman E,

[F izerinde bir vektor uzayidir [2].



Tammm 1.1.8. [E cismi F’nin bir cisim genislemesi olmak tizere E’nin F {izerindeki
boyutuna E cisminin F cismi iizerindeki derecesi denir ve bu [E: F] ile gosterilir. [E: F]
nin sonlu ya da sonsuz olmasma gore E’ye [F’nin bir sonlu cisim genislemesi ya da

sonsuz cisim genislemesi denir [2].

Tammm 1.1.9. E cismi F’nin bir cisim genislemesi olsun. a € E i¢in p(a) = 0 olacak
sekilde sifirdan farkli

p(x) =ag+ax+ -+ +a,x™ € F[x]

polinomu varsa @’ ya [ cismi iizerinde bir cebirsel eleman denir [2].

1+v5
2

Ornek 1.1.10. C cismi, Q cisminin bir cisim genislemesi ve a = e Colup p(x) =

x? — x — 1 € Q[x] polinomu igin p(a) = 0 oldugundan a, Q cismi iizerinde cebirsel

elemandir.

Tamim 1.1.11. E cismi F cisminin bir cisim genislemesi ve @ € E, [ {izerinde cebirsel
eleman olmak iizere F[x]’de, a cebirsel elemanin1 kok kabul eden en kiiclik dereceli
baskatsayist 1 olan polinoma a’nin minimal polinomu denir ve bu polinom min(a, F)

bi¢iminde gosterilir [1].

Tanmm 1.1.12. F < E olmak iizere @« € E cebirsel elemaninin minimal polinomunun

derecesine a’nin F iizerindeki derecesi denir ve bu der (e, [F) ile gosterilir [1].

Tamm 1.1.13. E cismi [F cisminin bir cisim genislemesi ve a € [E olmak iizere E = F(a)
ise E cisim genislemesine FF cisminin bir basit genislemesi denir. Burada F(a), [F cismine

a € E’yi ilave etmekle elde edilen cismi gostermektedir [43].

Teorem 1.1.14. F < E olmak tizere F tzerindeki @ € E cebirsel elemaninin minimal

polinomunun derecesi n olsun. Bu durumda [F(«): F] = n’dir [43].



Ornek 1.1.15. y = /5 olsun. y’nin Q iizerindeki minimal polinomu min(y, Q) = x2 — 5
ve der(y, Q) = 2 oldugundan Teorem 1.1.14’e gore [Q(\/g): Q] = 2’dir.

Tanmm 1.1.16. F < E olmak tizere E cisminin her eleman1 [F cismi tizerinde bir cebirsel

eleman ise [E cismine [F cisminin bir cebirsel cisim genislemesi denir [43].

Tammm 1.1.17. [E cismi [ cisminin bir cebirsel cisim genislemesi ve a,f € E olmak
iizere a ve [ elemanlar1 [F cismi lizerinde ayn1 minimal polinomun kokleri ise a ve

elemanlarina IF cismi tizerinde eslenik elemanlardir denir [1].

Ornek 1.1.18. a = 1+V5

olmak tizere a’nmin Q tizerindeki minimal polinomu

min(a, Q) = x? — x — 1’dir. Bu polinomun diger kokii f = 1_7\/3 olup bu kdk a’nin

eslenigidir.

Tamim 1.1.19. E cismi F cisminin bir cisim genislemesi olsun. F cismine sonlu sayida
aq, Ay, A3, ... , &, € E elemanini ilave etmekle elde edilen F(ay, a5, as, ... , @;,) cismine F
cisminin bir ¢oklu genislemesi denir. F(aq, @y, @3, ... ,a,) cismi E cisminin hem [
cismini hem de a4, a5, a3, ... , &, cebirsel elemanlarini i¢eren en kiigiik alt cismidir. Yani
F(ay, az, as, ... ,ay) cismi E cisminin hem F cismini hem de a4, ay, as, ... , @, cebirsel

elemanlarini igeren biitiin alt cisimlerinin arakesitidir [16].

Tamm 1.1.20. Bir karmagik say1r Q {iizerinde cebirsel eleman ise bu karmagik sayiya

cebirsel say1 denir. Cebirsel olmayan sayiya transandant say1 denir [16].

Tanim 1.1.21. Q rasyonel sayilar cismine «aq,a,,as,...,a, cebirsel sayilarinin
eklenmesiyle elde edilen K = Q(a4, a5, a3, ... , &;,) cismine bir cebirsel say1 cismi denir.

Eger K € R ise K’ye reel cebirsel say1 cismi denir [16].

Teorem 1.1.22. K bir cebirsel say1 cismi ise K = Q(a) olacak bicimde a cebirsel sayisi
vardir [16].



1.2. Cebirsel Sayillarin Yiikseklikleri
Tanim 1.2.1. a’nin Q iizerindeki minimal polinomu
X%+ rg x4 A rx +

olsun. i =0,1,...,d — 1 i¢in r; katsayilarinin paydalarinin en kiiciik ortak kati ile bu

polinom carpilirsa

p(x) = agx?® + a;x* 1+ -+ ay_1x + ay

formundaki polinomu p(a) =0 olacak bigimde tek tiirlii belirlidir. Burada
(ag, ayq, ...,aq) =1 ve ay > 0’dir. Bu polinoma a cebirsel sayisinin Z tizerindeki minimal

polinomu denir [15].

Tamm 1.2.2. L derecesi D olan bir cebirsel say1 cismi, y € IL derecesi d olan bir cebirsel

say1 olsun. y cebirsel sayisinin Z tizerindeki minimal polinomu a; # 0 olmak iizere
agx® +ag_x¥ T+t ax +ag = ag [1E,(x —y®)

olsun. O zaman y cebirsel sayisinin logaritmik yiiksekligi

h(y) = %(logladl + Y% log (max{|yi|, 1})) (1.1)
ile tanimlanuir. Burada y ’ler y’nin eslenikleridir [16].

Ornek 1.2.3. a ve b iki tamsay1, (a,b) = 1 ve b > 1 olmak iizere % rasyonel sayisinin

logaritmik yiiksekligi

h (%) = log (max{lal, b}) (1.2)



dir. Ozel olarak a > 1 ve b = 1 alinirsa bu durumda

h(a) = log (max{lal, 1}) =loga (1.3)
elde edilir.

Ornek 1.2.4. /5 sayisinin Q cismi iizerindeki minimal polinomu min(\/g , Q) =x2-5
dir. O halde /5 sayisinin Z iizerindeki minimal polinomu da p(x) = x? — 5 dir. Ayrica

V/5’in eslenigi —V/5’dir. Bu durumda /5 sayisinin logaritmik yiiksekligi,
h(V5) = X(log1 + log (max{|\/§|, 1}) + log (max{|—\/§|, 1}) =logV5 (1.4)
dir.

Ornek 1.2.5. a = %g sayisinin Q cismi tizerindeki minimal polinomu min(\/g,(@) =

x% — x — 1 olup bu polinom aym zamanda Z iizerindeki minimal polinomdur. Ayrica

a’nin eslenigi f = 1_2—\/3 "dir. Boylece a’nin logaritmik yiiksekligi,

h(a) = i(log1 + log (max{lal, 1}) + log (max{lﬁl, 1}) = loga (1.5)
olarak bulunur.

Asagidaki teorem logaritmik yiiksekligin 6zellikleri ile ilgilidir.

Teorem 1.2.6. Her n, y cebirsel sayilari ve m € Z i¢in

h(n £y) <h(®m) +h(y) +log2
h(n- y*) <h(m) +h )
h(m™) = |m| - h(n)

dir [12].



1.3. Logaritmada Lineer Formlar ve Baker’in Teorisi

Tamm 1.3.1. aq, ay, ..., ay V€ by, by, by, ..., b, ler cebirsel sayilar olmak iizere

A= by + byloga; + by loga, + -+ b, log a,

formuna a4, as, ..., @, cebirsel sayilarinin logaritmada lineer formu denir [15].

Alman matematik¢i Hilbert tarafindan ortaya atilan 0 ve 1’den farkli bir cebirsel a sayisi
ile irrasyonel ve cebirsel olan bir b sayis1 i¢in a®’nin transandantligi problemi Gelfond ve
Schneider tarafindan bagimsiz bir sekilde ¢oziilmiistiir. Gelfond [25] ve Schneider [40], 0
ve 1°den farkli a; ve a, cebirsel sayilari i¢in log a; ve log a, sayilar1 Q iizerinde lineer

bagimsiz ise tiim cebirsel b; Ve b, sayilar1 igin

b;loga, + byloga, # 0

oldugunu ispatlamiglardir.

1966 ve 1967 yillarinda, Baker [3,4,5]’de Gelfond ve Schneider’in sonucunu n tane

cebirsel saymin logaritmalarinin lineer kombinasyonuna genisleterek, ay, ay, ..., ay’ler

cebirsel sayilar ve by, by, ..., by, ’ler tamsayilar olmak iizere, sifirdan farkl

X1 bilog a|

ifadesi i¢in etkili bir alt sinir vermistir. Bu sonug asagidaki teoremde ifade edilmistir.
Teorem 1.3.2. n = 2 bir tamsayl1, a4, @y, ..., &, ler 0 veya 1’den farkl cebirsel sayilar ve

k >n+1 olsun. Derecesi en fazla d ve yiksekliklerinin maksimumu H olan hepsi

stfirdan farkli by, b,, ..., b,, cebirsel sayilari i¢in

|bylogay + by logay + -+ + by loga,| > C - e~UogHx



esitsizligi saglanir. Burada C sayisi n, @y, @y, ..., &, k Ve d sayilarina bagl olarak etkili

bir sekilde hesaplanabilen pozitif bir sayidir [3].

1975’de bu sonucu gelistiren Baker’in asagidaki teoremini by, by, ..., b, sayilarini

tamsayilar alarak asagidaki gibi verecegiz.

Teorem 1.3.3. a4, @y, ..., a, cebirsel sayilar1 0 ve 1’den farkli olsun. Eger by, b, ..., by,

tamsayilari i¢in

b;loga; + byloga, + -+ b, loga, # 0

ise 0 zaman

|b;loga; + byloga, + -+ b, loga,| = (e B)~¢

dir. Burada C sayist n ve a4, ay,..,@, sayilarina bagli olarak etkili bir sekilde

hesaplanabilen bir say1 ve B: = max{|b;|:i = 1,2, ..., n}’dir [18].

Baker’in bu sonucunu, muhtesem bir uygulama olarak, Catalan denklemi olarak da

bilinen

denklemine uygulayan Tijdeman [44], bu denklemdeki bilinmeyeler olan 6zellikle m ve
n isleri i¢in etkili bir sinir verilebilecegini ve bu denklemin sadece sonlu tane x,y, m,n
¢oziimiine sahip olacagini ispatlamistir. Ilerde ifade edecegimiz Teorem 1.4.1’in baska
versiyonlary, Catalan denkleminde oldugu gibi daha bir ¢ok c¢alismada
[33,40,8,22,10,41,25,7,26,11,21,37,13] ele alinan, dtslerinde bulunan bilinmeyen
degiskenlere sahip iistel Diofant denklemlerinin etkin ¢ézlimii i¢in sayilar teorisinde yeni
bir ¢ag baslatti. Bu Diofant denklemlerini ¢6zmek igin etkili bir sekilde Pari, Magma,
Mathematica vb. bilgisayar programlar1 kullanilmaktadir. Bu programlar Baker’in iistte

bahsedilen esitsizliginin baz1 versiyonlarii kullanir.



Bu tezde i = 1,2, ...,n i¢in Tanim 1.3.1’deki b;’lerin tamsay1 ve by = 0 olmasi durumu
ele almarak caligma yapilacaktir. Simdi, bu durum dahilinde tezin 5. bdliimiinde ele

alinacak problemlerin ¢6ziimii i¢in kullanilacak bazi teoremleri verelim.

1.4. Baker’in Teorisinin Baz1 Sonuclari

Yukarida da bahsettigimiz gibi Fibonacci ve Lucas sayilarimi igeren iistel Diofant
denklemlerinin bilinmeyen degiskenlere sahip tslerin sinirlarinin  diisiiriilmesi igin
Baker’in sonuclar1 kullanilarak daha etkili alt sinirlar verilmistir. Bu tezde kullanilacak
bu sonuglarin bir kagini verecegiz.

1.4.1. Alt Simirlar I¢in Etkili Yaklasim

Asagidaki teorem Matveew tarafindan [35]’de ispatlanan Corollary 2.3’iin bir sonucudur.

Teorem 1.4.1. y4,¥,, ...,V pozitif sayilar ve derecesi D olan L reel cebirsel sayilar

cisminin elemanlari olsun. by, by, ..., b, tam sayilar ve

A=y -1
sifirdan farkli olsun. O zaman, i = 1,2, ... ,t i¢in
B = max{|b,|,|b2|, ... , |b:|}

ve

A; = max{Dh(y;), [logy;l, (0,16)}

olmak lzere

|A] > exp((—1,4)-30t*3 - t*5- D2- (1 +1logD)-(1+logB): A;- A4,  (1.6)

dir [14].
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1.4.2. Ust Simirlar1 indirgeme

(1.6) esitsizliginin her iki tarafinin logaritmasi alindiginda, bu tezde ele alacagimiz
problemdeki n degiskeni icin bir iist sinir tespit etmis oluyoruz. Bu iist sinir1 daha da
diisiirmek igin [6]’da verilen ve Baker-Davenport Onermesi olarak da bilinen énermeyi
baz alarak ispatlanan asagidaki 6nerme kullanilacaktir. Bu dnerme, bir irrasyonel saymin
strekli kesir a¢ilimimin yakinsakligini kullanmaktadir. Stirekli kesirlere iliskin

yakinsakliklarla ilgili bilgilere 3. Boliimde yer verilecektir.

Tanmim 1.4.2. x € R olmak {izere x ile x’e en yakin tam say1 arasindaki uzaklik ||x|| ile

gosterilir. Yani ||x|| = min{|x —n|:n € Z } dir [6].

Onerme 1.4.3. M bir pozitif tam say1 olmak iizere ¢ > 6M olacak sekilde y irrasyonel

sayisinin siirekli kesir yakinsakligi s ve A > 0,B > 1 olmak iizere A, B, u reel sayilar

olsun.

&= |lugll — Mllyqll
olmak tizere

e>0ise
0<|uy—v+ul<AB™"

IOg(Aq/s)

logB

esitsizligininu < M vew > kosullarini saglayan u, v,w pozitif tamsayilari i¢in

¢ozlimii yoktur [9].
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2. LINEER REKURANS DiZiLERIi

Tanmm 2.1. k > 1 bir tamsay1 ve a4, a,, ..., a, € C sabit katsayilar olmak tizere, Yn > 0

igin

Un+k = @1Unyg-1 + @2Upg—2 + -+ iUy (2.1)
rekiirans bagmtisini saglayan (U,),so € C dizisine k. mertebeden lineer rekiirans dizisi
ad1 verilir. Ozellikle k = 2 durumunda bu dizi ikili rekiirans dizisi olarak adlandirilir

[24].

(2.1)’de, a, # 0 olmak fiizere, eger aq,a,,...,ay € Z ve Uy, Uy, Uy, ..., Up_1 EZ iSe 0

zaman n iizerine timevarim uygulandiginda U,, . ’nin bir tam say1 oldugu goriilebilir.
Tamim 2.2. (2.1) rekiirans bagintisi ile tanimli k. mertebeden lineer rekiirans dizisi i¢in
dizinin diger tiim terimlerinin belirlenmesine yardimeir olan Uy, Uy, ..., Ux_5, Ux_q
elemanlarina dizinin baglangi¢ kosullar1 denir [24].

Tanmim 2.3. (2.1) ile taniml (U,,) 50 dizisine iliskin

f(x) =xk—axk1—...—a, € Clx]

polinomuna karakteristik polinomu adi verilir [24].

Ornegin k = 2 durumunda, baslangi¢ kosullar1 U, = 0,U; = 1 olan ve

Un+z2 = 3Un41 — 20Uy

rekiirans bagmntisini saglayan (U,,),so dizisine iliskin karakteristik polinom

f(x) =x?2=3x+2=(x—1)(x—2) € C[x]
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formundadir. Ayrica bu dizinin diger tiim terimleri U, = 0 ve U; = 1 baslangi¢ kosullar

yardimiyla bulunabilir.

Ustteki drnekte de goriildiigii gibi ay, ay, ..., @, f(x) polinomunun farkli kokleri ve

04, 0y, ..., 05 pozitif tamsayilar olmak iizere

f(x) = xk —axk1—.. . —a, € Z[x]

polinomunu s < k igin

f) = [li=(x — )

olarak yazabiliriz. Bu durumda asagidaki dnermeyi verebiliriz.

Onerme 2.4. (U,),s0 k. mertebeden bir lineer rekiirans dizisi, f(x) bu diziye iliskin

karakteristik polinom ve ay, @y, ..., a5, f(x) € Z[x] polinomunun farkl kokleri olsun. Bu

durumda her n > 0 igin

Up = Z?:l Cialn (2.2)
olacak sekilde ¢4, ¢y, ..., ¢ € K = Q(ay, @y, ..., @) sabitleri vardir [33].

Tamm 2.5. (U,),so k. mertebeden bir lineer rekiirans dizisi olsun. Bu durumda (2.2)
formulii ile verilen ve dizinin n. terimini veren formiile (U, ), dizisinin Binet formulii
denir [32].

Ornegin k = 2 durumunda

Untz = a1 U1 + aUy

rekiirans bagmtisin1 saglayan (U,),so dizisine iliskin f(x) karakteristik polinomu
f(x) = (x — a;)(x — a;) olarak yazilsin. Bu durumda bu dizinin Binet formulii n > 0
i¢in
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U, =cial + c,ay (2.3)

dir. Ozellikle bu formiildeki ¢; ve c, katsayilarin1 bulmak igin bu dizinin baslangi¢

kosullar1 kullanilir.
2.1. ikinci Mertebeden Lineer Rekiirans Dizileri

Ikinci mertebeden say1 dizilerinin en iyi bilinenleri Fibonacci, Lucas, Pell ve Pell-Lucas

say1 dizileridir. Bu tez ¢alismasinda Fibonacci ve Lucas say1 dizileri ile ilgilenilecektir.
2.1.1. Fibonacci Say1 Dizisi

Tanim 2.1.1. Baslangi¢ kosullar1 Fy = 0 ve F; = 1 olmak iizere n > 2 i¢in F,, = F,,_; +
F,_, rekiirans bagintisin1 saglayan (F,) dizisine Fibonacci dizisi denir. F, sayisi da n.

Fibonacci sayisini1 gosterir.

Bu dizinin ilk birkag¢ terimi 0,1,1,2,3,5,8,13,21,34,55,89,144’dir. Fibonacci dizisinin

karakteristik polinomu f(x) =x?—x—1 olup a = 1+T\/§ ve = %g olmak {izere

f(x) = (x — a)(x — B) formundadir. O halde (2.3)’den F, = c;a™ + ¢, 8™ formulii elde

edilir. Burada F, = 0 ve F; = 1 oldugu kullanilirsa

{ F0=O=C1+C2
Fi=1=ca+cp

1

V5

1

denklem sisteminden ¢; = NG

Ve ¢, = elde edilir. Boylece Fibonacci dizisinin Binet

formuliin > 0 igin

a-gn _ a—gn

N

E, = (2.4)
olarak elde edilir. Ayrica

a—B=+V5 a+B=1a-f=-1,a’=a+1, f>?=B+1

14



oldugu kolaylikla goriilebilir. Bu dizi ve bu diziye iligskin karakteristik polinomun kokleri
arasinda birgok baginti mevcuttur. Ozellikle tezin 6zgiin kisminda kullanilacak olan bazi

bagintilar1 asagida siralayacagiz. n = 1 olmak lizere

a® = aF, + F_; (2.5)
ve
a2 <E, <am? (2.6)

bagntilar saglanir [30].

Ote yandan m > 2 i¢in F,,,_; = F,,_, oldugu aciktir. Bu esitligin her iki tarafina F,,,_; +

2F,, eklenirse

2Fmy1 = 2Fn + 2F 4 2 2By + Fpq + F_p = 3B,

ve buradan FFm < goldugu goriliir. O halde 2 < m < n i¢in ilerde kullanilacak olan
m+1

In < fm_ 2 2.7)

Fn  Fpyr 3

esitsizligi elde edilir.

2.1.2. Lucas Say Dizisi

Tamm 2.1.2. Ly = 2 ve L; = 1 olmak lizere n > 2 i¢in L, = L,_4 + L,,_, rekiirans
bagitisin1 saglayan (L,) dizisine Lucas dizisi denir. L, sayisi da n. Lucas sayisini

gosterir.

Bu dizinin ilk birka¢ terimi 2,1,3,4,7,11,18,29,47,76,123°dir. Lucas say1 dizisl,

Fibonacci dizisiyle ayni rekiirans bagintisini sagladig icin bu dizilere iligkin karakteristik
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1+V5 ve B = 1_7‘/5 olmak tizere (2.3)’den L, =

polinom ve kokleri aynidir. O halde a =

cia™ + ¢, ™ formulii elde edilir. Burada L, = 2 ve L; = 1 oldugu kullanilirsa

{L0:2:C1+C2
L1=1=C1a+C2ﬁ

denklem sisteminden c¢; = ¢, = 1 ve dolayisiyla Lucas dizisinin Binet formulii n > 0

i¢in

Ly=a™+p" (2.8)
olarak elde edilir. Ayrica bu dizi, n = 0 i¢in

a"l1<L,<2-a" (2.9)
bagintisini saglar [30].

2.1.3. Fibonacci ve Lucas Saylarmna iliskin Béliinebilme Kurallari ve Bazi
Ozdeslikler

Bu kisimda, ilerdeki boliimlerde ele alinacak problemlerin ¢oziimiinde kullanilacak
Fibonacci ve Lucas sayilar ile ilgili baz1 6zdeslikler ve boliinebilme kurallar1 verilecek.

Bu o6zdeslikler ve boliinebilme kurallarina [30] no’lu referanstan ulasilabilir. Bu

Ozdeslikleri
Foy1 + Fpoq = L, (2.10)
F3n, = E(5E2 +3(-1D"), (2.11)

m —n = 0 olmak tizere

Ln,F, ntekise,

Fnin + Fnn = {LnFm nciftise, (2.12)
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Fuva == (2l R0k exs
ve

m > 3 olmak iizere F, |F, © m|n’dir (2.14)
m = 2 olmak tizere L,,|L,, © m|nve % tektir (2.15)

biciminde ifade edebiliriz. Ote yandan, n,, m; pozitif tek tamsayilar, a ve b negatif
olmayan tamsayilar, n = 2%n,, m = 2bm; ve d = (m, n) olmak tizere Fibonacci ve

Lucas sayilarinin en biiylik ortak bolenleri ile ilgili asagidaki bagintilar mevcuttur:

(Fu Bn) = Fy (2.16)
_(Lg a=bise,
(L L) = {1 veya 2 diger durumlarda. (2.17)

Ly a>bise,
lveya 2 diger durumlarda.

(B L) = | (2.18)
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3. SUREKLI KESIRLER

Tamm 3.1. a, hari¢ hepsi pozitif olan ay, a4, a,, ... , a, reel sayilari igin

ap + T (3.1)

ifadesine sonlu stirekli kesir denir. (3.1) ifadesindeki sonlu siirekli kesir
[ag, @y, ay, ... ,ay] ile gosterilir. Eger ay, a4, ay, ... , a, reel sayilarmin hepsi tam say1 ise

[ag, ay, ay, ... ,a,] strekli kesri sonlu basit siirekli kesir olarak adlandirilir [33].

(3.1)’de ifade edilen [ay, a,, a, ... , a,] sonlu siirekli kesrinin

[ag, ay,ay, ... ,a,] = ag + (3.2)

[ay,az,...,an]
seklinde de yazilabilecegi kolaylikla goriilebilir.

Tanmmm 3.2. 0 < k <n olmak iizere C, = [ag, Ay, ... ,Ax—1, )] basit siirekli kesrine

[ag, a;,ay, ... ,a,] strekli kesrinin k. yakinsakligi denir [33].

Teorem 3.3. Her sonlu basit siirekli kesir bir rasyonel say1 belirtir. Tersine herhangi bir

rasyonel say1 sonlu basit bir siirekli kesir olarak ifade edilebilir [37].

Tamm 3.4. a, hari¢ hepsi pozitif olan ay, a;, a,, ... tam say1 dizisinin elemanlar1 verilsin.

k = 0 i¢in p;, Ve q; tam sayilari

Po = g, qo = 1,

p1=apa; +1,q; = ay,

olmak tlizere
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Pk = AQgPr-1 T Pr-2
3.3
{qk = Agqr-1 + qr-2 (3:3)

bagintilari ile tanimlanir [36].

Onerme 3.5. a, haric hepsi pozitif olan ag, a;, a,, ... tam say1 dizisinin elemanlar1 igin

Px Ve q tam sayilari (3.3)’deki gibi tanimlansin. Bu durumda

i) G = 2%
) Ci dr
.. .. (-pk-1
N1<k<nicinC,—Cy_q =
qkqk—1
_1\k
i) 2 < k < nicin € — Cp_p = L%
Akqk—2

dir [33].

Onerme 3.5°den goriiliir ki k > 3 tek ise C, < Cy_, Ve k > 2 cift ise C, > C,_, dir.

Dolayistyla

Cl>C3>Cs>C7>

ve

C2<C4<C6<C8<"’

dir. Dahasi m > 1 dogal sayis1 i¢in

(-1)2m-1
Com — G-y =——<0

q2m92m-1

oldugundan

Cl>C3>C5>>C2m_1>>C2m>>C6>C4>C2
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dir. O halde siirekli kesirlerin yakinsakliklari ile ilgili asagidaki 6nermeyi verebiliriz.

Onerme 3.6. a, hari¢ hepsi pozitif olan ay, a,, a,, ... tam say1 dizisinin elemanlar1 ve

k = 0 i¢in C}, = [ay, a4, Ay, ... ,ax] Olsun. Bu durumda

1) (Cans1)nso dizisi azalan bir dizi
1) (Can)nso dizisi artan bir dizi

iii) n ve m herhangi iki dogal say1 olmak iizere Cy,, < Copnyq
dir [31].

Onerme 3.7. (a,,) ve (b,) iki dizi olsun. Bu durumda
i) (a,,) smirh ve monoton ise yakinsaktir.

i) (¢y), hern > N igin a,, < ¢, < b, kosulunu saglayan bir dizi olmak tizere lim a, =

n—-oo

lim b, = L € Rise 0 zaman lim ¢, = L’dir [36].
n—->oo

n—-oo

Tanmm 3.8. a, hari¢ hepsi pozitif olan ag,a4,a,,.. tam sayr dizisinin elemanlari

verilsin. €, = [ay, a4, ay,...,a;] ise bu durumda ]lim C, mevcut olup bu limite
—00
[ag, a;, a,, ...] sonsuz siirekli kesrinin degeri denir ve Ilim Cy = [ay, aq,ay, ... | seklinde
—00

gosterilir. Burada Cj,’lara sonsuz siirekli kesrinin yakinsakliklari denir [33].

Teorem 3.9. x bir irrasyonel say1 ve (x,) dizisi k > 0 olmak tizere x = x, , a; = [xx]

Ve Xjpiq = xki—ak seklinde tanimlansin. Bu durumda x = [ay, a;, a, ... |’dir [33].

Ornek 3.10. Her k > 0 i¢in a; = 1 olmak iizere [1,1,1,1,...] = 1+T\/§ *dir.

Coziim: C, = [1,1,1,1,...,1] olsun. Tanmim 3.8’e goére gosterilmesi gereken I}im C, =
k+1 tane

1+/5
2

oldugudur. Ote yandan
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C.=[1,1,11,..,1] =B
k+1 tane ke

oldugunu biliyoruz. ikinci tiimevarim yontemini kullanarak py = Fri2 V€ qx = Fisq
olduklarini gosterelim. k = 0 ve k = 1 i¢in Tanim 3.4’den

Po=a=1=F, qg=1=F

ve

pr=apa1+1=1+1=2=F, ¢gu=a,=1=F,

oldugu goriiliir. 0 < n < k i¢in iddianin dogru oldugunu yani p,, = F,;, Ve @, = Fy44

esitliklerinin dogru oldugunu kabul edelim. O halde Tanim 3.4’deki p;, Ve g icin verilen

bagintilar kullanilirsa

Pk+1 = Ak+1Pk T Pr-1 = Pk T Pr-1 = Firz t Fiey1 = Fieas
ve

Tr+1 = Ae+1qk + Q-1 = Qe + Q-1 = Frv1 + Fie = Fiey

bulunur. Boylece iddiamiz k + 1 i¢in de ispatlanmis olur. Dolayisiyla her k > 0 igin

Ce =[1,1,1,1,...,1] = 22

Friq

1+2\/§ ve f = %g olmak {izere |§| < 1 oldugu agiktir. Dolayisiyla (2.4)

dir. Ayrica a =

formulii kullanilarak

k+1
k+1 B
| e (e®T)
llka=11m—=llmm=llm ) =q =
k—co k—oo Fr41 k—oo & - k-0 ak+1<1—(£) > 2
a
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elde edilir. O halde Tanim 3.8’e gore [1,1,1,1, ...] = 1+2\/§ >dir.

4. YARDIMCI ONERMELER

Bu boliimde, 5. boliimde ele alinacak denklemlerin ¢Oziimiinde kullanilacak bazi
teoremler ve bagntilar verilecektir. ilk olarak 25 - y? formunda olan Fibonacci ve Lucas
sayilarmna iligkin asagidaki iki teorem [34]’de verilmistir. Bu teoremlerde verilen n,y, b, s
sayilar1 tamsayilardir.

Teorem4.1l.n>1,y>1,b =2 ves = 0 olmak iizere,

F,=25-yP

denklemi sadece n € {1,2,3,6,12} icin bir ¢dziime sahiptir. Benzer sekilde

L,=25-yP

denklemi sadece n € {1,2,3} i¢in bir ¢6ziime sahiptir [34].

Teorem4.2.n>1,y>1,b =2 ves = 0 olmak iizere,

F,=3%-yb

denklemi sadece n € {1,2,4,6,12} igin bir ¢dziime sahiptir. Benzer sekilde

L,=3%-yb

denklemi sadece n € {1,2,3} i¢in bir ¢oziime sahiptir [34].

Siradaki iki teorem bir tam saymm kuvveti olarak yazilabilen Fibonacci ve Lucas

sayilarini ifade ediyor.
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Teorem 4.3. Bir tam sayinin kuvveti olarak yazilabilen Fibonacci sayilar1 sadece,

F0=O,F1=1,F2=1,F6=8VEF12=144

dir [14].

Teorem 4.4. Bir tam sayinin kuvveti olarak yazilabilen Lucas sayilar1 sadece,

L1=1VEL3=4

dir [14].

Asagidaki teorem bir Fibonacci sayisi ile bir Lucas sayisinin ¢arpimi hakkinda bilgi

vermektedir.

Teorem 4.5. k bir tamsay1 olmak tizere

I Fae+1=Forq Lot
o Fyyr + 1= Fopqq - Loy
. Fugqz + 1= Fapyz Lo
V. Fyeqz + 1= Foppr Logso
V. Fuy—1=Fp Lok
Vi.  Fypyr — 1= Fop t Logyq

Vii.  Fyyz — 1= Fpp - Logso

Vill.  Fupqz — 1= Fapyz " Logs

esitlikleri saglanir [29].

x
(logx)™

Teorem 4.6. m > 1 bir tamsay1 olmak iizere T > (4m?)™ ve < T ise 0 zaman

x < 2™-T-(logT)™ ’dir [39].
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Onerme 4.7. a, x € R olmak iizere 0 < a < 1 ve |x| < a ise

llog(1 +x)| < =& |x]
ve

x| < —="le* =1

dir [20].

24



5. "LO"GA.RITMiK YONTEMLE BAZI DiOFANT DENKLEMLERIN
CcCOZUMU

Bu bolimde daha &nce ele almmmayan 2F, = 3°y? ve E,¥1=3%y? Diofant
denklemlerinin ¢6ziimleri verilecektir. Bu denklemlerin ¢6ziimleri sayesinde F, + E,, =
35y Diofant denklemindeki n ve m degerleri igin iist smirlar tespit edilecektir. Daha
sonra y’nin belli bir araliktaki degerleri ve b’nin sabit bir degeri icin F, F F,, = 35y?
Diofant denkleminin negatif olmayan tim (n,m,s,y) tamsay1 ¢oziimlerini verecegiz.
Oncelikle benzer Diofant denklemlerin ele alindig1 bazi galismalardan burada dzet olarak

bahsedecegiz.
5.1. Onceki Calismalar

[13]’de Bugeaud ve ark., p = 2 olmak iizere F, + 1 = y? denkleminin negatif olmayan

tamsayilardaki ¢oziimlerinin sadece

Fb+1=0+1=1F+1=3+4+1=2%F +1=8+1 = 32
FF-1=F,-1=0F-1=2-1=1F —-1=5-1=22

oldugunu goéstermislerdir.

[7]’de Bennett ve ark., p = 2 olmak {izere n,y, p tamsayilari igin F, + 2 = y? denklemi

saglaniyorsa |n| € {1,2,3,4,9} oldugunu gostermislerdir.

[17]°de Bravo ve Luca, E, + E,, = 2% denkleminin negatif olmayan tam sayilardaki tiim

(n, m, a) ¢6ziimlerinin kiimesini

{(1,0,0), (2,0,0),(3,0,1),(6,0,3),(1,1,1),(2,1,1), (4,1,2),}
(2,2,1),(4,2,2),(3,3,2),(5,4,3),(7,4,4), (6,6,4)
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ile vermislerdir.
[41]’de Siar ve Keskin, F, — F,, = 2% denklemini ele almis ve bu denklemin negatif

olmayan tam sayilardaki (n, m, a) ¢dziimlerinin kiimesinin

(1,0,0),(2,0,0),(3,0,1), (6,0,3), (3,1,0), (4,1,1), (5,1,2),(3,2,0),
{(4,2,1), (5,2,2),(4,3,0),(9,3,5),(5,4,1),(7,5,3),(8,5,4), (8,7,3)}

oldugunu gostermislerdir.

[8]’de ise Demirtiirk ve Keskin tarafindan F, — F,, = 3% denkleminin negatif olmayan

tam sayilardaki tiim (n, m, a) ¢dziimlerinin kiimesi n > m olmak tizere
{(1,0,0),(2,0,0), (4,0,1), (3,1,0), (3,2,0), (4,3,0), (5,3,1), (6,5,1), (11,6,4)}
olarak verilmistir.

[23]’de yine benzer bir problem olan E, — E, = 5% denklemi ele alinmis ve negatif

olmayan tam sayilardaki tim (n, m, a) ¢6ziimlerinin kiimesi n > m olmak tizere
{(1,0,0),(2,0,0),(5,0,1), (3,1,0), (3,2,0), (4,3,0), (6,3,1),(7,6,1)}
seklinde verilmistir.

[27]°de Kihel ve Larone, iistte bahsedilen denklemlerin daha genel formu olan F,, + F,,, =

y@ denklemindeki a, n ve m degerleri i¢in y > 3 olmak {izere

logt
a < max{n, m} < tlogt-2zlogllog?)

seklinde bir tist sinir vermistir. Burada

__log3+6,8:C2-(logy)? + (2:Clog20+4-C -log 2)-logy
log(—lzﬁ)
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ve

C:=1,4-30%-3%5-22.(1+1og2)

dir. [26]’da yapilan baska bir ¢alismada ise F, + F,, = y* denkleminde a i¢in yukarida

verilen iist sinir daha da gelistirilerek n > m > 0,y > 2 ve a = 2 olmak lizere
a<n<6-10%-(logy)*

olarak verilmistir. Ayrica 2 <y <1000 ve a=>2 olmak iizere F, t+F, =y*
denkleminin tiim (n,m,y,a) c¢oziimlerinin 0 < m < n < 36 kosulunu sagladig tespit

edilmistir.

Ote yandan, [11]’de yazarlar, L, + L,, = 2% denkleminin negatif olmayan tam

sayilardaki tiim ¢oziimlerini n > m ve a > 0 olmak iizere

Lo+Ly=2%L +L, =2 Ly + Ly =230 +L, =2%L,+L; =23 L, +L, =25
olarak vermislerdir.

[42]’de Siar ve Keskin, m <n ve n =m(mod2) olmak iizere L, & L, = kx?
denklemini ele almis ve L, + L,, = kx? denkleminin negatif olmayan tam sayilardaki
(n, m, x) ¢Oziimlerinin kiimesini r > 0 olmak tizere k = 1 i¢in

{(6,6,6),(17,7,60), (6,4,5), (47,0, L,)}

ve k = 2 i¢in

{(6,6,6),(17,7,60), (6,4,5), (47,0, L,,)}

ile vermislerdir. Ayrica, yazarlar L, — L,, = kx? denkleminin negatif olmayan tam

sayilardaki (n, m, x) ¢6ziimlerinin kiimesini r = 0 olmak {izere k = 1 i¢in

{(4‘r2r2)r (71315)1 (4T + 2101 L2T+1)}
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ve k = 2 i¢in

{(7,5,3),(9,3,6)}

ile vermislerdir. Bunun yanisira, bu ¢alismada n > m ve a = 0 olmak tizere L, — L,, =

2% denkleminin negatif olmayan tam sayilardaki tiim (n, m, a) ¢éziimlerinin kiimesi

{(2,0,0),(3,0,1),(6,0,4),(2,1,1),(3,2,0), (4,2,2),(5,2,3),(54,2)}

ile verilmistir.

[21]’de n > m ve a = 0 olmak {lizere L, — L,, = 2+ 3% denkleminin negatif olmayan

tam sayilardaki tim (n, m, a) ¢dziimlerinin kiimesi

{(3,0,0),(2,1,0),(4,1,1),(7,5,2),(8,7,2)}

olarak verilmistir.

Son olarak, [38]’de Pink ve Ziegler, i = 1,2, ...,46 i¢in z;’ler negatif olmayan tamsayilari

ve p;’ler 200°den kiigtik birbirinden farkli olan tiim asal sayilar1 gdstermek tizere

E,+E,= ?:61pizi

ve

Ln + Lm = f=61 pizi

denklemlerini ele almislar ve n > m olmak iizere bu denklemlerin sirasiyla 325 ve 284

tane ¢ozlimlerinin oldugunu ispatlamiglardir.
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5.2. F, ¥ 1 = 3°y? ve 2F,, = 35y? Denklemlerinin Céziimleri

Daha once Teorem 4.2°de FE, = 3°-y” denkleminin ¢oziimleri verilmisti. Asagidaki

teoremde ise 2F, = 3°y? denkleminin ¢oziimleri verilecektir.

Teorem 521.s>0,y>1,b=>2,n>1 ve (3,y) =1 kosullarin1 saglayan n, s,y ve

b tamsayilar1 igin
2F, = 35yb (5.1)
denkleminin (n, s, y, b) ¢oziimleri (3,0,2,2), (6,0,2,4), (6,0,4,2) ve (12,2,2,5)’dir.

Ispat: (5.1) denkleminin bir ¢dziimii (n, s, y, b) olsun. Eger s = 0 olursa o zaman 2F, =

yP ve buradan da

=2 (2)

denklemi elde edilir. Teorem 4.1°e¢ gore bu denklemin sadece n = 3 veya n = 6 i¢in
¢oziimii olabilir. Basit bir hesaplama ile goriilebilir ki (n,s,y,b) ¢oziimleri
(3,0,2,2),(6,0,2,4) veya (6,0,4,2) olur. O halde bundan sonra s > 1 kabul edilebilir.
Diger taraftan (5.1) denklemine bakildiginda y’nin ¢ift oldugu agiktir. O halde x bir tek

tamsay1 ve r = 1 olmak iizere y = 2" x olarak alindiginda
E, = 3527b=1xb (5.2)

esitligi elde edilir. Simdi s > 1 i¢in (5.2) esitligini saglayan en kiigiik pozitif tamsayinin

m oldugunu kabul edelim. Yani
m = min{n € Z*|F, = 352™ " 1xb, s, x,r > 1ve b > 2} (5.3)
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olsun. Bu durumda b > 2 oldugundan 2721 sayis1 cifttir ve dolayisiyla 2|F,,’dir. Bu
durumda (2.14)’e gore 3|m’dir. Dolayisiyla m = 3k olacak sekilde bir k € Z* vardir.
Boylece (2.11) kullanilarak

Fp = Fay, = F(5F% + 3(—1)%) = 352m0~ 1P (5.4)

denklemine ulagilir. Burada s > 1 oldugundan 3|F, ve 3|(5Fk2 + 3(—1)") olur. Bu

durum s > 2 olmasin1 gerektirir. O zaman (5.4) denklemi s > 2 olmak {izere

(%) (5Fk2+33(—1)k) _ 35-297b—1,b (5.5)

F S5Fi2+3(-1)k

5FR243(-1)k
3’ 3

olarak yazilabilir. Ote yandan, ( ) =1ve3t ( oldugu agiktir.

(SFk2+33(—1)k)

Boylece 3 ¢t oldugu da gbz oniine alinirsa (5.5) denklemi igin asagidaki

durumlar s6z konusudur.

A F _ 5FE2+3(-1DF _
i) Tk = gs-2yb g Sk FICD _ gro-1pb
3 3
5FR2+3(-DF
3

b

..\ F
||)?"= 35722rb=1yb e v,

Burada u ve v aralarinda asal tamsayilar ve uv = x’dir. Simdi bu durumlar ayr1 ayri

asagida irdelenecektir.

i) %= 35=2ub olsun. 3|F, oldugundan (2.14)’e gore 4|k’dir. Boylece F, = 35 tu?
denkleminin Teorem 4.2’ye gore k = 4 veya k = 12 igin ¢6ziimil olabilir. Eger k = 4 ise

0 zaman s = 2 ve u? = 1 °dir. Ayrica

SFi2+3(-1)F _ 5FZ+3(-1)* _ 16 = 2rb—1pb
3 3
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esitliginden b =5 ve r=v =1 bulunur. Boéylece (n,s,y,b) =(12,2,2,5) oldugu
goriiliir.

ii) Bu durumda F, = 35712"2=1y4? denklemi elde edilir. Ancak k < m oldugundan bu
durum imkansizdir. Ciinkii (5.3)’e gore F, = 357122~ 1yP denklemini saglayan en kiigiik

pozitif tamsayimin m oldugu kabul edilmisti. Bu ise k < m olmasuyla celisir.

Sonu¢ olarak teoremin hipotezini saglayan (5.1) denkleminin (n,s,y,b) ¢oziimleri
(3,0,2,2), (6,0,2,4), (6,0,4,2) ve (12,2,2,5) olarak bulunur. Boylece ispat tamamlanir.

Teorem 522.s>0,y=>1,b=>2,n=>2 ve (3,y) =1 kosullarin1 saglayan n, s,y ve

b tamsayuilari i¢in

E, ¥1=3Syb (5.6)

denkleminin (n, s,y, b) ¢ézumleri (4,0,2,2), (6,2,1,b),(3,1,1,b), (5,0,2,2),(3,0,1,b) ve
(7,1,2,2)dir.

Ispat: (5.6) denkleminin bir ¢éziimii (n,s,y,b) olsun. n’ye 4 ile kalanli bolme
uygulanirsa o zaman 0 < r < 3 olmak ilizere n = 4k + r olacak sekilde k,r € Z vardur.

Boylece Teorem 4.5’e gore

i, Fue+1=Fy 1 Lygss = 35y°

i Fperr + 1= Fappr - Lo = 3%y°

il Fiyo + 1= Fopyp - Loy = 3°y?
V. Fagsz + 1= Fpppq - Logsr = 3%y°
V. Fue— 1= Fopqq Lyg—q = 3°yP
Vi.  Fyepr — 1= Fop - Loygyq = 35y°

Vii.  Fypyp — 1= Fpp - Lygyp = 35y°

Vili.  Faas — 1= Fopqp * Logsr = 3°y°

denklemleri elde edilir. Ote yandan, (2.16), (2.17) ve (2.18) 6zellikleri kullanilirsa,
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(Fak=1,Lak+1) = (Fags1, Lok) = (Faks1, Log+2) = (Foks1s Lak—1) = (Fop, Logs1) =

(F2k+2»L2k+1) =1
ve

(Faka2, Lak) = (Fop, Lags2) = 1 veya 3
olduklar1 kolaylikla goriilebilir. Simdi tistteki denklemler tek tek asagida ele alinacaktir.

i. Fap_1 " Lagsr = 3°y? durumu: Bu durumda s > 0 ise 3|(Fax_1 * Lox+1) Olur ki bu
imkansizdir. Ciinkii 4 + (2k — 1) ve 2 t (2k + 1) oldugundan (2.14) ve (2.15)’e gore 3
Fyi—1 Ve 34} Ly, dir. O halde s =0 dir. Boylece (Fox—1,Lak+1) = 1 oldugundan
Fopeq1 =uP, Lygsr = v? ve uv =y, (u,v) = 1 olacak sekilde u,v € Z vardir. Fpp_q =
ub ve Ly, = v? ise Teorem 4.4’¢ gore k =0 veya k = 1 olabilir. Ancak k=0
olamaz. Cilinkii n = 0 olur. Eger k =1 ise u =1, v=2 ve b =2 olup buradan y =

uv = 2 elde edilir. Boylece (n,s,y, b) = (4,0,2,2) bir ¢oziimdiir.

ii. F2k+1 - LZk = Ssyb durumu: (214)’6 gf)re 3¢ F2k+1 ve (F2k+1’L2k) =1
oldugundan F,j,q = u®, Ly, = 3%v? ve uv =y, (u,v) =1 olacak sekilde u,v € Z

vardir. Teorem 4.2 ve Teorem 4.3’e gore bu denklemlerin ¢oziimiiniin olmadigi goriliir.

iii. Fapiz " Lo = 35y? durumu: Burada (Fpjyp, Loy) = 1 veya (Fakiz, Lox) = 3 oldugu
yukarida belirtilmisti. Ik olarak (Fj2,Lak) = 1 olsun. Eger k tek olsaydi (2.14) ve
(2.15)e gore F,|Fyi42 Ve Ly|Ly, yani 3|(Fyi42,Lai) oOlurdu. O zaman k gifttir.
Dolayisiyla 3 4 Fpp45 Ve 3 4 Ly, olup s = 0 olmalidir. Béylece Fpyp = u? , Ly, = vP
ve uv =y, (u,v) = 1 olacak sekilde u, v € Z vardir. Fakat bu denklemlerin Teorem 4.3

ve Teorem 4.4°e gore ¢oziimii yoktur. Simdi (Fyp42, La2x) = 3 olsun. O zaman s > 2, k

tek ve (%L;—") = 1 olur. Bu durumda

Fak+z Lok _ 35-24,b

3 3 y
denklemi elde edilir. Boylece u, v € Z, (u,v) = 1 ve y = uv olmak iizere
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Fak+z _ uPb Lak _ 35-2y,b

ve
Foktz _ 35-2y,b Lak _ b
3 '3 !

durumlart elde edilir. Her iki durumda da Teorem 4.2°ye gore k = 1 bulunur. O halde

L3—2 = 3572yP esitliginden s = 2 ve y = 1 bulunur. Boylece (n,s,y,b) = (6,2,1,b) bir

¢Oziim olur.

iV. Fapyq * Lagez = 35y? durumu: Bu durumda (Fpps1, Loksz) = 1 Ve (2.14)%e gore 3 ¢

Lak+2
35

Fyr41 oldugundan Fyp 4 - = y? denklemi elde edilir. Buradan u,v € Z, (u,v) =1

b La2k+2
) 35

ve y = uv olmak iizere F, 4, = u = vP yazlabilir. Eger F,,,, = u” ise Teorem

Lz_
5_

4.3’e gore k = 0 ve dolaysiyla u? = 1 olur. O halde L23"—S+2 = v? denkleminden s =

1, vP =1 ve dolayisiyla y = 1 elde edilir. Boylece (n,s,y,b) = (3,1,1,b) bir ¢6ziim

olur.

V. Fypi1-Lok—q = 3%y? durumu: Bu durumun s >0 igin imkansiz oldugu i.
durumundaki gibi goriilebilir. O halde s = 0 dir. Boylece (Fyi 41, Lak—1) = 1 oldugundan
Fope1 = uP, Lyp_; = v? ve uv =y, (u,v) = 1 olacak sekilde u, v € Z vardir. Ly,_; =
v? ise Teorem 4.4’e gore k = 1 veya k = 2 olabilir. Fakat k’nin bu degerlerinin b > 2

oldugundan F,,.; = u? denklemini saglamadig1 goriiliir.

Vi. Fap - Lagsq = 3°y? durumu: Bu durumda (Fpp, Lygeq) = 1 ve (2.15)%e gore 3 +
Lyk+1 oldugundan F,j, = 35u®, Lyp,q = v? ve uv =y, (u,v) = 1 olacak sekilde u,v €
Z vardir. Loy, = v? ise Teorem 4.4’e gére k = 1 olup Ly = 4 = 22 = v? ve F, = 35u?
esitliklerinden y = b = 2,u = 1 ve s = 0 elde edilir. Boylece (n,s,y,b) = (5,0,2,2) bir

¢Ozlim olur.

33



Vii. Fop " Logyz = 3°y? durumu: Bu durumda (Fyy, Logsr) = 1 veya (Faop, Lokss) = 3
dir. ik olarak (Fyx, Lyks2) = 1 olsun. Eger k cift olsaydi (2.14) ve (2.15)’e gore Fy|F,y
Ve Ly|Lag4o Yani 3|(Fak, Lag+2) oOlurdu. O zaman k tek olmalidir. Bu durumda 3 t F,;, ve
3t Lygs, dir. Dolayisiyla s = 0 olmalidir. Boylece Fyj, = u?, Lypyn = vP ve uv =y,
(u,v) = 1 olacak sekilde u, v € Z vardir. Fakat Ly,,, = v? denkleminin Teorem 4.4’

gore ¢Ozimi yoktur. Simdi (F,j,Loxs2) =3 olsun. O zaman s > 2, k cift ve

(ELZ"J) = 1’dir. Bu durumda
3 3

Fak  Laks2 — 352

b
3 3 y

denklemi elde edilir. Boylece u, v € Z, (u,v) = 1 ve y = uv olmak iizere

F L _
%k = ub, zi;+z _ 35-2,b

ve

Fak _ 35-2yb Lakiz _ vb
3 '3

durumlart elde edilir. Her iki durumda da Teorem 4.2’ye gore denklemlerin ¢dziime sahip

olmadig: goriilebilir.

Viii. Fypy2 * Lags1r = 35y? durumu: Bu durumda (Fapy2, Loks1) = 1 ve (2.15)°e gore

Fok+2
35

34 Lykyq oldugundan Loy yq - = yP denklemine sahip olunur. Béylece Ly 4 = u?,
% = vP, (u,v) =1 ve y = uv olacak sekilde u,v € Z vardir. Bu durumda Ly, =

ub ise Teorem 4.4’¢ gore k = 0 veya k = 1 dir. k = 0 ise u” = 1 olur. O halde % =

%= v? denkleminden s =0, v? =1 ve dolayisiyla y =1 elde edilir. Béylece
(n,s,y,b) = (3,0,1,b) bir ¢bziim olur. k = 1 ise u? = 22 olur. Ayrica % = % = pP

denkleminden s =1, v? =1 ve dolayisiyla y = 2 elde edilir. Boylece (n,s,y,b) =
(7,1,2,2) bir ¢dziim olur.

34



5.3. F, T F,, = 3°y” Denkleminin Céziimii

Asagidaki teoremde, F, F F,, = 35y denkleminin ¢dziimiiniin olmas1 durumunda n, s, b
ve y degerleri arasindaki bagintilar verilecektir. Fakat y = 1 durumunda E, + F,, = 3°
denkleminin ¢6ziimiiniin oldugu ve hatta sadece n < 36 i¢in ¢oziimii oldugu [26]’de
verilmistir. Ayrica m = n ise E, ¥ F, = 35y denkleminden 0 = 35y? veya 2F, = 35y?
durumlart elde edilir. 0 =35y? denkleminin ¢dziimii olmadig1 aciktir. 2F, = 35y
denklemi ise Teorem 5.1°de ele alinmistir. Bu nedenle asagidaki teoremde y > 2 ve n #

m durumunda E, F E,, = 3y? denklemi ele alinacaktr.

Teorem5.3.1.s >0,y >2,b>2,0<m <nve(3,y) =1 olmak lizere

E, T E, =3%" (5.7)

denklemi bir ¢dzlime sahip ise o zaman

s+b<n<(s+b)%+5 (5.8)
ve
n<1,14-10%° - (logy)? (5.9)

esitsizlikleri saglanir.

Ispat: (5.7) denklemi saglansin. n = 0,1 veya 2 durumunda (5.7) denkleminin sol tarafi
0 veya 1 olacagindan bu durum imkansizdir. Bu nedenle n > 3’dir. Simdi (5.8)
esitsizliginin saglandigini gosterelim.

(2.6)’da verilen a™ % < F, < a™ ! esitsizligi kullanilirsa,

25t < 2520 <35y = F ¥ E, <E, +E, <2E, < a’a™!=q"1 < 2"
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esitsizliginden
s+b<n (5.10)

elde edilir. Buradan > 3 igin a™*! < 2™ oldugu gergegi kullanilmistir. Ote yandan y >

2,0 £m < n,n = 3 oldugu ve (2.7) esitsizligi kullanilirsa

n-2
(y + DSTP > 35(y + 1)P > 35yP =Fn$Fm2Fn—Fm=Fn(1—;—m) 2“3 > g5

esitsizligi elde edilir. Yani

a5 < (y + 1)s+b

olur. Son esitsizlikte her iki tarafin logaritmasi alindiginda,
(n—=>5)loga<(s+b)log(y +1)

olur. Dolayisiyla

n < (s+ b)Y 4 g (5.11)

loga

esitsizligi elde edilir. Boylece (5.10) ve (5.11) birlestirilerek (5.8) esitsizligi ger¢eklenmis

olur.

Bundan sonraki kistimda (5.9) esitsizliginin dogrulugu Teorem 1.4.1 kullanilarak
ispatlanacaktir. Bunun i¢in Fibonacci say1 dizisine iligkin (2.4)’deki Binet Formiilii
kullanilarak (5.7) denklemini

a' _asob Bt
NG 3%y —\/§+Fm
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seklinde diizenleyelim. Son esitlikte mutlak deger alinirsa ve (2.6) esitsizligi kullanilirsa
|“_"

syb| = |E2 181" m-1_4 1
=3y = | F R < B+ < am 42

V5 V5

esitsizligi elde edilir. Bu esitsizligin her iki tarafi % ’e boliintirse ve gerekli hesaplamalar

yapilirsa

m-1 -1
|1-am3syhyE| < C By Ly 1 2 (5.12)

an T qnm | gn-m = gn-m
bulunur. Simdi bu esitsizlik g6z 6niinde bulundurularak Teorem 1.4.1’in kullanilmasi i¢in
Vii=Q,V2:=3,¥3:=¥,Va:=+5,by:=—n,byi=5bs:=b, b= 1
ve

Ay =1 —y,bry,Peysbay, be

olarak alinsin. Burada y4, y3, y3 Ve y,’tin pozitif reel sayilar ve by, by, b3,b,’lin tamsayilar

oldugu agiktir. Eger A; = 0 ise 0 zaman % = 35yP olup her iki tarafin karesi alinirsa

a?" = 5-325y2b eitligi elde edilir. Halbuki 5 - 325922 bir rasyonel say1 fakat (2.5)’e
gore a?™ bir irrasyonel sayidir. Bu ise imkansizdir. O halde A; # 0’dir. Ote yandan
Y1,V2, V3 V& Y, sayilarinin logaritmik yiikseklikleri Tanim 1.2.2 ve Teorem 1.2.6

kullanilarak

h(y:) = h(a) = =£

h(y2) = h(3) =log3
h(ys) = h(y) =logy
h(v,) = h(V5) = logV5

olarak bulunur. Bunun yani sira yq,¥,,¥3 Ve Y, sayilar ]K=Q(\/§) cisminin

elemanlaridir. Bu cismin derecesi D = 2’dir. Boylece
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max{D - h(y,), |logy:l,(0,16)} = max{loga,|logal, (0,16)} = loga
max{D - h(y,), |logy,l|, (0,16)} = max{2 -log 3, |log 3|, (0,16)} = log9
max{D - h(y3), |logysl|, (0,16)} = max{2 -logy,|logyl|, (0,16)} = 2 -logy
max{D - h(y,), [logy,l, (0,16)} = max{2 - log /5, [log V5|, (0,16)} = log 5

oldugundan Teorem 1.4.1°de A;:=loga , A,:=1log9 , Az:=2logy, As:=log5
alinabilir. Ayrica (5.8) esitsizligi kullanilirsa

max{lblly |b2|, |b3|, |b4|} = maX{l_nl, |S|, |b|F |1|} =n

olacagindan Teorem 1.4.1’de B = n alinabilir. Boylece Teorem 1.4.1’¢ gore C; = 1,4 -
307 - 4%> .22 - (1 + log 2) olmak iizere

|A;] > exp(—C; - (1 +logn) -loga -log9-2logy-log5)
olup (5.12) esitsizligi goz oniine alinirsa

2,4

an—m

> exp(—C; - (1 +logn) -loga -log9 - 2logy -log5)

olur. Bu esitsizlikte her iki tarafin logaritmasi alinirsa

(n—m)loga—1log2,4<C;-(1+logn)-loga-log9-2logy-log5

esitsizligi elde edilir. Son esitsizlikte n > 3 igin 1+ logn < 2logn oldugu dikkate

alinirsa ve Mathematica programi yardimiyla gerekli hesaplamalar yapilirsa

(n—m)loga < 7,23-10 -logn-logy (5.13)
veya

n—m)<1,51- -logn -logy .
(n—m) < 1,51-10% - logn -1 (5.14)
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esitsizligi bulunur. Simdi Teorem 1.4.1°1 tekrar uygulayabilmek i¢in (5.7) denklemini

Q

am _asob B+
3°y _¢§+

|‘®

(5.15)

m
5

al%
<‘
<‘

seklinde diizenleyelim. Burada her iki tarafin mutlak degeri alinirsa ve aff = —1 esitligi

ile m < n oldugu kullanilirsa

B < BT BB 2
NN V5 VBam

24
57y|

n m
esitsizligi elde edilir. Bu esitsizligin her iki tarafi % + % ifadesine boliiniirse ve n —

m = 1 i¢in

0<——< < —— < 2,62 (5.16)

1+a™™ " 1-@™ " 1-a

oldugu kullanilirsa

2 _ 2 5,24

am(a"Fam) - am+n(1Fam-n) qm+n

1 gy Q22

(5.17)

(AFam ™\ 1

esitsizligi elde edilir. Burada 4, = 1 — a "35y? ( NG ) olarak alinirsa

(1Fa™™™)
Y11=, Y2i =3, V3= Y, V4 —-aTv by:= —n,by:=5,b3:=b, by: = —

olmak iizere A, = 1 — y,P1y,P2y,P3y,P4 olarak yazilabilir. Burada y4, ¥, y3 Ve y, pozitif
reel sayilar ve K = Q(\/g) cisminin elemanlaridir. IK cisminin derecesi D = 2 dir.
Boylece (5.17) esitsizligine Teorem 1.4.1’i uygulayabilmek i¢in A, # 0 oldugunu
gostermeliyiz. Bir onceki incelemede yapildigi gibi A, = 0 oldugunu varsayalim. Bu

durumda
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n m

0(_ F 0(_ — syb
NN
olup (5.15)’e gore BT + T = 0 elde edilir. Buradan ™*~™ = +1 olur fakat bu esitlik n >

m oldugundan imkansizdir. O halde A, # 0’dir. Ayrica (5.8) esitsizligi gdz Oniine

alinirsa

max{lblly |b2|l |b3|1 |b4|} = max{l_nl, |S|) |b|F |_1|} =n

olacagindan Teorem 1.4.1°de B := n almabilir. Ote yandan Tanim 1.2.2 ve Teorem 1.2.6

kullanilarak y4,¥,,v3 Ve y,’ Un yiikseklikleri sirastyla

h(y:) = h(a) = =55,

h(y;) = h(2) = log 3,
h(y3) = h(y) = logy

ve

lm —nl|loga
- 2

__ (n-m)loga

+ log 2 +log\/§

+log5

bulunur. Boylece,

max{D - h(y,), |logy,l,(0,16)} = max{loga, [loga|, (0,16)} = loga
max{D - h(y,), |logy,|, (0,16)} = max{2log 3, |log3|,(0,16)} = log9

max{D - h(y3), |logys|, (0,16)} = max{2logy, [logy|, (0,16)} = 2logy
oldugundan Teorem 1.4.1’de A;:=loga, A,:=log9 ve A;: = 2logy alinabilir. Ayrica

(5.16)’ya gore
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1+am™ 1 1
logy, = log T <log (1 + an—m> < log (1 +E) < 1,77

V5
logy, ™! =log (W) <log(2,62V5) < 1,77

oldugundan —1,77 <logy, < 1,77 yani |logy,| < 1,77 bulunur. O halde n—m > 1

oldugu dikkate alinirsa ve (5.13) kullanilirsa

max{D ' h()/4), |10gV4|; (0116)} = max{(n - m) loga + log 25 ) (1F77)I (0116)}
= (n—m)loga + log25
< (n—m)log(25a)

bulunur. Bu nedenle A,:= (n —m)log(25a) olarak alinabilir. Boylece (5.17)
esitsizligine Teorem 1.4.1 uygulandiginda C, = 1,4-307 - 4*5-22- (1 + log 2) olmak

uzere

5,24
am+n

> |A,] > exp(—C, - (1 +logn) -loga-log9-2-logy - (n—m)-log(25a))

esitsizligi elde edilir. Burada her iki tarafin logaritmasi alinarak, n > 3 i¢in 1 + logn <

2logn oldugu kullanilarak ve gerekli hesaplamalar yapilarak
(n+m)logn < 1,662 -10% - (n —m) -logn (5.18)

esitsizligi elde edilir. Bu esitsizligin her iki tarafina (n — m)loga eklenirse ve gerekli

diizenlemeler yapilirsa,
2nloga < (n—m)loga + 1,662 10° - (n —m) - logn
<(m-m)loga-logn+1,662-10*° - (n—m)-logn

<1,663-10'° - (n—m)-logn

bulunur. Boylece
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n<1,73-10% - (n—m)-logn (5.19)

elde edilir. Ozellikle (5.14) esitsizligi (5.19) ile birlikte diisiniildiigiinde

n < 2,62-103%- (logn)? -logy (5.20)

esitsizligi  bulunur. (5.20)’de T = 2,62-103%-logy olarak alinirsa <T

(logn)?

olacagindan Teorem 4.6’ya gore

n<2%-2,62-103%-logy - [log(2,62-103%° -logy)]?

yazilabilir. Basit bir hesaplama ile

n < 1,05-103! -logy - [71 + log(log y)]?

esitsizligi elde edilir. Burada y > 2 i¢in 71 < 103logy ve log(logy) < logy oldugu

kullanilirsa

n < 1,05-103! -logy - [103logy + log y]?
< 1,05-1031- 1042 - (logy)?3
< 1,14-10%5 - (logy)?

bulunur. Boylece ispat tamamlanir.

Teorem 5.3.1°de (5.7) denkleminde y yerine bazi 6zel degerler vererek denklemin tiim

coziimleri elde edilebilir. Buna dair bir uygulamay1 asagidaki teoremde verecegiz.

Teorem5.32.s>0,0<m<n,2<y<10*ve (3,y) = 1 olmak iizere

F, ¥ E, =352 (5.21)

denkleminin (n,m, s, y) ¢6ziimlerinin kiimesi
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(12,0,2,4), (4,1,0,2), (5,1,0,2), (7,1,1,2), (4,2,0,2),
(5,2,0,2),(7,2,1,2),(11,10,2,4), (14,13,2,4), (13,11,2,4),
(7,4,0,4),(9,3,2,2), (12,4,1,7), (14,10,3,4, ), (17,4,0,40),

(8,5,0,4),(13,6,2,5), (15,9,2,8)

ile verilir.

Ispat: (n,m,s,y) dortliisii (5.21) denkleminin bir ¢éziimii olsun. O zaman Teorem
5.3.1’in ispatina bakildiginda n # 0,1, 2 oldugu agiktir. Bunun yanisira eger m = 0 ise
E, = 3% - y2 denklemi elde edilir. Bu durumda Teorem 4.2’ye gére n < 12 olup sadece
(n,m,s,y) = (12,0,2,4) bir ¢6ziim olarak bulunur. m = 1 veya m = 2 oldugunda (5.21)
denklemi E, ¥ 1 = 35y? halini alir. Bu durumda da Teorem 5.2.2’ye gore (n,m,s,y)

¢oziimleri

(4J1JOJ2)J (5I1I0I2)’ (7111112)1 (4121012)1 (5)2)0)2)’ (712’1’2)

dortliilerinden biri olur. Simdi m > 3 olsun. Eger n—m =1 ise (5.21) denklemi
Foi1 = 3%y? veya F,_, = 35y? halini alir. Teorem 4.2°ye gore bu iki denklemin
¢oziimleri sirastyla (n,m, s, y) = (11,10,2,4) ve (n,m,s,y) = (14,13,2,4)’dir. Eger n —
m = 2 ise (5.21) denklemi L,,_; = 35y? veya F,_; = 3%y? halini alir. Benzer sekilde
Teorem 4.2’ye gore m = 3 oldugundan ilk denklemin ¢6ziimii olmayip ikinci denklem
(n,m,s,y) = (13,11,2,4) ¢6ziimiine sahiptir. O halde bundan sonran >m >3 ve n —

m > 3 kabul edilebilir.

Diger taraftan (n,m,s,y) dortlisii (5.21) denkleminin bir ¢oziimii ise Teorem 5.3.1°e
gore (5.8), (5.9), (5.12), (5.17) ve (5.19) esitsizlikleri saglanir. Bu esitsizliklerden b = 2
ve 2 <y < 10* oldugu kullanilirsa

s+2<n (5.22)

ve basit bir hesaplama ile
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n<1,14-10% - (logy)® < 1,14 - 103> - (log 10%)3 < 8,91 - 1037 (5.23)

esitsizlikleri elde edilir.

Simdi n i¢in bu ist smir1 Onerme 1.4.3’i uygulayarak azaltalim. ilk olarak (5.12)

esitsizligi kullanilacak. Bunun i¢in
z, = slog3 —nloga + log(y?V5)

olsun. Bu durumda (5.12)’ye gore A; = 1 — e“t olup n — m = 3 oldugundan

2,4
qn—-m

|4;] = et = 1] <

<2 <06
(04
bulunur. Onerme 4.7’de @ = 0,6 alinirsa

3,67
agn-m

—log(1-0,6)

721 = log(Ay + 1) | < —EX

'|A1|<

esitsizligi elde edilir. Buradan

3,67
agn-m

|slog3 —nloga + log(y*V5)| <

oldugu goriiliir. Esitsizligin her iki yani log « ile boliiniirse

2
|S (log3) 4 log(y?v5) < 7,63

loga loga qn-m

(5.24)

elde edilir. Onerme 1.4.3” {in uygulanmast i¢in

__logs _ log(y?+/5) A

= , =763, B=avew=n—m
loga loga

alinsin. Ayrica (5.23)’e gore s <n < 8,91-1037 oldugundan Onerme 1.4.3°de M =

8,91 - 1037 aliabilir. Ote yandan y = 112%2 irrasyonel sayisinin siirekli kesir agiliminin k.
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yakinsakligi % olmak iizere Onerme 1.4.3’e gore q, > 6M olacak sekilde secilirse
k

Mathematica programi yardimiyla

qrx = q73 = 25975690340772128129049198394145261511794

bulunur. Mathematica programi yardimiyla € = ||uq,3|| — M||lyq-3l| degeri igin
0,000126264 < &(y) = |lxqzzll = MllyglI

esitsizliginin saglandigr goriliir. O halde (5.24) esitsizligi bir ¢oziime sahipse

Mathematica programi ile gerekli hesaplamalar yapildiginda

7,63:q71
log(—+2L
W=n—mS—( ) )<216,3
loga

olmasi gerektigi goriiliir. n — m’nin bu ist siur1 (5.19)’da yerine yazilirsa
n<1,73-10%:216-logn < 3,737 - 1017 - logn (5.25)

esitsizligi elde edilir. Mathematica programi yardimiyla n < 1,66 - 1012 oldugu gériiliir.

Simdi iist stnir1 daha da diisiirmek i¢in tekrar Onerme 1.4.3’i kullanacagiz. Bunun icin
7, = slog3 —nloga + log(y*V5(1 F a™™)™1)

olsun. Bu durumda (5.17)’ye gore A, = 1 — e?2 olup n + m = 7 oldugundan

5,24
qntm

|A,] =e*2 —1| < <0,2

yazilabilir. Onerme 4.7°de a = 0,2 alinirsa

log(%) 524 1,4

log(1-0,2)
0,2 an+m an

0,2

|z2] = [log(A, + 1) | < 142 <
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esitsizligi elde edilir. Buradan
|Slog3 —nloga + log(yz\/ﬁ(l F am—n)—1)| < %

oldugu goriiliir ve esitsizligin her iki tarafi log a’ya bolliniirse

2 Toym—ny—1
|s (lois) _ g 4 log(AVEQFam YT ) 291 (5.26)

loga loga am
esitsizligi elde edilir. Simdi Onerme 1.4.3’{in kullanilmas1 igin

__log3 _ log(y*V5(1Fa™ ™)~
" loga'™ T loga

1
),A=2,91,B=aveW=n

olarak alinsin. Ayrica s <n < 1,66 - 10!° oldugundan Onerme 1.4.3°de M = 1,66 - 10°

. > log3 . .. 5 .
alinabilir. Ote yandan y = % irrasyonel sayisinin siirekli  kesir agiliminin k.

yakinsaklig1 % olmak iizere Onerme 1.4.3’e gore q, > 6M olacak sekilde secilirse
k

Mathematica programi yardimiyla
qQr = qs4 = 345728084197086681553435187

bulunur. Mathematica programi yardimiyla n — m # 24 ve y # 4 olmak tizere

0 <e(y,n—m) = |[ugssll — M|lygsall

esitsizliginin saglandigr goriiliir. O halde (5.26) esitsizligi bir ¢oziime sahipse
Mathematica programi ile gerekli hesaplamalar yapildiginda n—m + 24 ve y # 4

olmak lzere

< 160
loga

w=n
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elde edilir. Sonug olarak (5.21) denklemi bir ¢6ziime sahipse ve n —m # 24, y # 4 ise
bu durumda 3<m<n<160 ve n—m >3 esitsizlikleri saglanir. Mathematica
programi yardimiyla (5.21) denkleminin 3 <m < n < 160 esitsizliklerini saglayan

(n,m,s,y) ¢oziimleri

(7,4,0,4),(9,3,2,2),(12,4,1,7),(14,10,3,4), (17,4,0,40), (36,12,2,1288)

ve

(8J5JOJ4)J (13J6J2J5)1 (15)9)2)8)

olarak elde edilir. n — m = 24 ve y = 4 durumunda ise (2.12) ve (2.13)’e gore

Fny2a — Fn = Lipy12F12 = 16 3¢ (5-27)
ve
Fni24 + En = Fy12Ly, =16+ 3° (5.28)

denklemleri elde edilir. L;, = 322 oldugundan (5.28) denkleminin imkansiz oldugu

2

aciktir. Ayrica (5.27) denkleminden L,,.q, = 3°7% oldugu goriiliir. Burada m > 3

oldugundan Teorem 4.4’e gore bu denklemin ¢6ziimii yoktur. Boylece ispat tamamlanir.
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6. SONUCLAR VE ONERILER

Besinci boliimde, Teorem 5.2.1 ve Teorem 5.2.2°de verilen 2F, = 3°y? ve E, ¥1 =
35y? denklemlerinin tiim (n,s,y,b) tamsay1 ¢dziimleri verilmistir. Bu iki denklemin
¢oziimleri kullamlarak Teorem 5.3.1°de verilen FE, ¥ F, = 35y? denkleminin n
bilinmeyen i¢in etkili bir iist sinir elde edildi. Teorem 5.3.2°de ise n i¢in elde edilen bu
{ist sinirdan yararlanarak b = 2 degeri ve 2 <y < 10000 arahginda F, F E,, = 35y?
denkleminin tiim (n, s, y) tam say1 ¢oziimleri elde edildi. Benzer sekilde, b ve y nin farkli
degerleri icin E, ¥ F,, = 35y? denkleminin ¢oziimleri elde edilebilir. Ayrica, E, ¥ E,, =
35y? denkleminin tiim tam sayilardaki ¢dziimii hala agik bir problemdir. Bu denklemdeki
n bilinmeyeni i¢in daha iyi bir st sinir elde edilebilir. Bu denklemler Lucas sayilari i¢in

veya ikinci dereceden baska lineer rekiirans dizileri igin de ele alinabilir.
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