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SIMGELER VE KISALTMALAR LiSTESI

M : Doniisiimiin kaynak manifoldu
N : Doniisiimiin hedef manifoldu
7(M), T(TM) : Manifoldun vektor alanlarinin uzay1
g veya § : Metrik tensor

T,M : Tanjant uzay

™ : Tanjant demet

V,V : Lineer konneksiyon

J : Hemen hemen komleks yap1

D : Distribiisyon

[,] : Lie braket (parantez) operatorii
P : Tlirev doniistimii

Vp. : Doniistimiin ikinci temel formu
A : O’Neill yatay tensor alani

T : O’Neill dikey tensor alani

cek S. : Dikey distribiisyon

(cekp.)" . Yatay distribiisyon

H : Ortalama egrilik vektor alani
Il : Norm

R : Riemann egrilik tensor alani
VT - T nin Kovaryant Tiirevi

BHY) : Vektor demetinin lifi

V4 . [ - Dontistimii boyunca geri cekme konneksiyonu



KOMPLEKS GEOMETRIDE RIEMANN SUBMERSIYONLARIN
GEOMETRISi UZERINE

OZET

Yiiksek Lisans tezi olarak hazirlanan bu ¢alisma alt1 boliimden olusmaktadir. Tlk boliimde konunun
tarihsel gelisimi ele alinmaktadir. ikinci bolimde ise devaminda gelecek olan béliimlerdeki
konulara onciiliik edecek temel kavramlar tanitilmaktadir.

Ucgiincii boliimde, invaryant Riemann submersiyonlar galisilmaktadir. Hemen hemen Hermityen
manifoldlar arasinda tanimlanan invaryant ile holomorfik Riemann submersiyonun tanimi verilip,
konuya uygun 6rnekler islenmektedir. Ayrica bu béliimde her holomorfik Riemann submersiyonun
bir invaryant Riemann submersiyon olmadigina iliskin bir érnek verilmektedir.

Dordiincti boliimde ise anti-invaryant Riemann submersiyonlar ¢alisilmaktadir. Hemen hemen
Hermityen ve Kaehler manifoldundan Riemann manifoldlara tanimlanan anti-invaryant Riemann
submersiyonun tanimi ve konuya 6zgii 6rnekler bu boliimde verilmektedir. Bununla birlikte yatay
ile dikey distribiisyonun integrallenebilirligi ve bu distribiisyonlarin geometrisi incelenmektedir.

Besinci boliimde, yari-invaryant Riemann submersiyonlar ¢alisilmaktadir. Hemen hemen
Hermityen ve Kaehler manifoldundan Riemann manifoldlara tanimlanan yari-invaryant Riemann
submersiyon tanimlanip, konuya 6zgii Ornekler verilmektedir. Ayrica bu boliimde kaynak
manifoldu olusturan distribiisyonlarin integrallenebilirligi, tanimlanan doniisiimiin total geodezik
olma durumu, dikey ve yatay distribiisyonlarin geometrisi ve yari-invaryant Riemann
manifoldlarda total umbilik lifler ¢aligilmaktadir.

Son bolimde ise slant Riemann submersiyonlar c¢alisilmaktadir. Hemen hemen Hermityen ve
Kaehler manifoldundan Riemann manifoldlara tanimlanan slant Riemann submersiyonun tanimi
verilip, konuya 6zgii 6rnekler islenmektedir. Bununla birlikte son boliimde has slant Riemann
submersiyon olma durumu, doniisiimiin total geodezik olmasi, doniisiimiin harmonikligi, yatay ile
dikey distribiisyonun geometrisi incelenmektedir.

Bu calismanin amaci kompleks uzayda Kompleks manifold, hemen hemen Kompleks manifold,
Hermityen manifold, hemen hemen Hermityen manifold ve Kaehler manifold arasinda tanimlanan
invaryant, invaryant olmayan, yari-invaryant ve slant Riemann submersiyonlar arasindaki
doniisiimleri ele almak ve bunlarla ilgili teorem ve 6rnekleri incelemektir.

Anahtar Kelimeler: Hemen hemen Hermityen manifold, anti-invaryant submersiyon, invaryant
submersiyon, Kaehler manifold, slant submersiyon, yari-invaryant submersiyon.



ON THE GEOMETRY OF RIEMANNIAN SUBMERSIONS IN
COMPLEX GEOMETRY

ABSTRACT

This study which is prepared as a master’s thesis consists of six chapters. In the first chapter, the
historical development of the subject is discussed. In the second chapter, the basic definions
regarding to the subjects in the next chapters are introduced.

In the third chapter, invariant Riemannian submersion is studied. The definition of invariant and
holomorphic Riemannian submersion, which is defined between almost Hermitian manifolds, and
the examples related to the subject are presented. Moreover, in this chapter, an example is given
that not every holomorphic Riemannian submersion is an invariant Riemannian submersion.

In the fourth chapter, anti-invariant Riemannian submersions are studied. The definition of anti-
invariant Riemannian submersion defined from almost Hermitian and Kaehler manifolds to
Riemannian manifolds and specific examples are given in this section. In addition, the integrability
of horizontal and vertical distributions and the totally geodesic foliation of these distributions on
the manifold are also investigated.

In the fifth chapter, semi-invariant Riemannian submersion is studied. Semi-invariant Riemannian
submersion, which is defined from almost Hermitian and Kaehler manifolds to Riemannian
manifolds, is defined with specific examples. Furthermore, in this section, the integrability of the
distributions, the totally geodesic nature of the defined map, the totally geodesic foliation of the
vertical and horizontal distributions on the manifold, and the totally umbilical fibers in semi-
invariant Riemannian manifolds are studied.

In the last chapter, slant Riemannian submersion is studied. The definition of slant Riemannian
submersion defined from almost Hermitian and Kaehler manifolds to Riemannian manifolds is
defined with specific examples. In addition to this, the formation of proper slant Riemannian
submersion, the totally geodesic of the map, the harmonicity of the map, the totally geodesic
foliation of the horizontal and vertical distribution on the manifold are investigated.

The aim of this study is to handle the maps between invariant, anti-invariant, semi-invariant and
slant Riemannian submersions defined between comlex manifold, almost complex manifold,
Hermitian manifold, almost Hermitian manifold and Kaehler manifold in complex space and to
examine theorems and the examples related to them.

Keywords: Almost Hermitian manifold, anti-invariant submersion, invariant submersion, Kaehler
manifold, semi-invariant submersion, slant submersion.



1. GIRIS

Matematik bilimi eski uygarliklardan beri insan ihtiyaglarin1 gidermek ve dogay1 anlamak
amaciyla geliserek giiniimiize kadar birikimli bir sekilde gelmektedir. Geometri bilimi de
benzer sekilde insanlik tarihinin ilk anlarindan beri var oldugu bilinmektedir. O zamanlar
sadece geometrik sekillerle smirli olsa da yine insan ihtiyaglan ile birlikte geliserek
giiniimiize kadar ulasmaktadr. Ilk insanlik tarihinden sonra Mezopotamya Uygarliklari bu

geometrik sekillerin alan, ¢cevre ve arazi 6lgtimleri gibi hesaplamalarini yapmuislardir.

Oklid, bes tane aksiyomdan yola ¢ikarak varsayimlarla Oklid geometrisini kurmustur. Bu

aksiyomlar sunlardir.

1) iki noktadan bir ve yalniz bir dogru gecer.

2) Bir dogru pargasi iki yone de sinirsiz bir sekilde uzatilabilir.
3) Merkezi ve tizerinde bir noktasi verilen bir cember ¢izilebilir.
4) Biitiin dik agilar birbirine esittir.

5) Bir dogruya disinda alinan bir noktadan bir ve yalniz bir paralel ¢izilebilir.

Oklid geometrisinde yer alan ve besinci aksiyomu saglamayan Hiperbolik ve Kiiresel

geometri gibi Oklid dis1 geometriler de mevcuttur.

Temelde noktadan baslayarak afin uzay, afin koordinat sistemi, afin cat1 ile birlikte iizerine
metrik de koyularak Oklid uzay1 olusturulmaktadir. Oklid uzay: tiim boyuttaki uzaylarla
calismay1 miimkiin kilmaktadir. Iste bu noktada Riemann, Oklid’in paralellik aksiyomunun
aksini iddia etmekte ve Riemann geometrisi boylelikle ortaya ¢ikmaktadir. Riemann tiim
aksiyom ve teoremlerin kiire iizerinde gosterilmesi gerektigini sdylemektedir. Bu yiizden
Riemann Geometri, ‘Kiiresel Geometri’ olarak da bilinmektedir. Riemann Geometrisinin
temeli Oklid Geometrisine dayandigindan iizerinde metrik tanimlanmaktadir. Her metrik
uzay da topoloji tirettiginden Riemann Geometrisi, topolojik uzayda islem yapmamiza

olanak saglamaktadir.



Oklid uzayinda alman ii¢ farkl1 nokta birlestirildiginde iicgen olusur. Ancak kiire yiizeyi
iizerinde alinan ti¢ farkli nokta birlestirildiginde tiggenden farkli bir geometrik sekil ortaya
cikmaktadir. Iste bu sekil belli sartlar altinda ‘topolojik manifold’ adini1 alir. Manifold
kavrami literatiire Riemann ile giris yapmis daha sonra Weyl’in 1923 yilinda ve
Whitneyin’in 1936 yilinda c¢alismalariyla bugiinkii halini almistir (Sahin, 2012).
Manifoldlarin en temelinde tanjant vektorler vardir. Tanjant vektorler ise tek bir sekilde
tanimlanmaz, manifoldlar tizerindeki egri kavrami yardimiyla tanimlanabilmektedir
(Sahin, 2012). Topolojik manifold olma sartlarindan biri homeomorfizma kavramidir.
Homeomorfizma topolojiyi inceleyen temel bir kavramdir. Topolojik uzayda tanimlanan

h: X —Y fonksiyonu tiirevli, tersi var ve tersi de tiirevli ise bu fonksiyon X 'den Y'ye

bir homeomorfizmadir. Iki manifold arasindaki baglanti homeomorfizmalarla
anlamlandirlabilir. Ornegin 1-kiire(cember) diizlemdeki bir dogruya homeomorftur ve
¢emberin bir noktast c¢ikarildiginda 1-boyutlu topolojik manifold olur. Topolojik
manifoldlar, haritalarin birlesimi olan atlaslarla tarif edilebilir. Diferansiyellenebilir

manifoldlar ise diferansiyellenebilir yapist ile birer topolojik manifolddur.

Diferansiyellenebilir manifoldlar iizerinde vektorler ve vektdr alanlart bulunur.
Riemann’mn tanimladigi geometride, Riemann manifoldlarinin ortaya ¢ikisinda Gauss,
diferansiyel = geometrideki  ¢alismalariyla  katkida  bulunmustur.  Manifoldlar
diferansiyellenebilir oldugundan vektor alanlarinin birbiri yoniinde kismi ve kovaryant
tirevi hesaplanabilir. Aym1 zamanda diferansiyellenebilir manifoldlar arasinda lineer

dontigiimler de tanimlanilabilir (Sahin, 2012).

Altmanifoldlar konusu integral ve diferansiyel konularimin ortaya c¢ikisindan beri
incelenmistir. Bu incelemeye ilk Fermat bir egriye tegetin ¢izilmesi sorunu ile baglamistir.
Bu problem daha sonra uzaydaki ve ylizeydeki egrilere tasimarak incelenmeye devam
etmistir. Altmanifoldlarin geometrisi Gauss ve Weingarten formiilleri ile incelenmektedir.
Altmanifoldlar teorisinin gilinlimiizdeki c¢aligmalarina kadar gegen siirede bir¢ok bilim
insan1 bu konuda ¢aligmalar sunmuslardir. Bu teori iizerine ilk kapsamli derlemeyi Chen
(1990) yaparak kitap haline getirmistir. Giiniimiizde hala diferansiyel geometrinin aktif
caligmalari arasinda yer almaktadir (Sahin, 2012).



Altmanifoldlardan sonra altmanifoldlar1 da kapsayan Riemann submersiyonlar1 karsimiza
cikar. Altmanifolar teorisinin incelenmesinde Gauss ve Weingarten formiillerinin yerini

Riemann Submersiyonlarinda O’Neill tensorleri alir.

Cesitli Riemann manifoldlar1 arasinda tanimlanan Riemann submersiyonlar Gray (1967)
ve O’Neill (1966) tarafindan calisilmistir. Riemann submersiyonlar, iizerinde tanimli
yapiya bagli olarak farklilasirlar ve bu tez calismasinda bu yapiya bagh olarak invaryant,
anti-invaryant, yari-invaryant ve slant Riemann submersiyonlar1 ¢alisilmigtir (Sahin,
2010). Watson (1976) ise hemen hemen Hermityen manifoldlar arasinda hemen hemen
Hermityen submersiyonlar1 tanimlamistir. Bu ¢alismasiyla Watson temel manifoldlar ve
her bir lifin uzayda ayni yapiya sahip oldugunu gostermistir. Hemen hemen Hermityen
submersiyonlar, Chinea (1985) tarafindan calisilan hemen hemen Kontak manifoldlari,
Marrero and Rocha (1994) tarafindan ¢alisilan yerel konformal Kaehler manifoldlar1 ve

kuaterniyon Kaehler manifoldlar1 kapsamaktadir (lanus et al., 2008).

(I\7I,gM,JM) hemen hemen Hermityen manifoldu k-boyutlu ve (N,g,,J,) hemen

hemen Hermityen manifoldu ise t-boyutlu olmak iizere :M — N déniisiimii hemen

hemen Hermityen submersiyon olmasi igin £.J, =J, B. sarti saglanmalidir (Watson,
1976). Buradan ¢ikarilmasi gereken sonug yatay ve dikey distribiisyonlarm J . altinda

invaryant kalmasidir. Hemen hemen Hermityen manifoldun kompleks yapisina gore
hemen hemen Hermityen manifoldlarda tanimli bir Riemann submersiyon varsayimlar
altindaki liflerinin invaryant olmadigi dikkate alinmalidir (Watson, 1976). Bu varsayim,
boyle submersiyonlarda total manifoldlarin kompleks yapilarinin etkisi altinda yatay
distriblisyonun invaryant olmadigin1 gosterir (Watson, 1976). Hemen hemen Hermityen
submersiyonlar temel manifoldlarin geometrisini incelemede daha kullanighidir (Watson,
1976). Ayrica anti-invaryant Riemann submersiyonlarin geometrisi hemen hemen
Hermityen manifoldlarin geometrisinden olduk¢a farklidir (Sahin, 2012). Bunu
orneklendirmek gerekirse, Kaehler manifoldlarda tanimli her Hermityen submersiyon ayni
zamanda harmoniktir (Sahin, 2012). Ancak her anti-invaryant Riemann submersiyon
holomorfik degildir (Sahin, 2012).

Hemen hemen Hermityen manifoldlardan Riemann manifoldlara tanimlanan anti-

invaryant Riemann submersiyonlart ilk olarak Sahin (2010) ¢alismistir. Bu ¢aligmada



ornek vermis, Kaehler manifoldlardan Riemann manifoldlara tanimli bir anti-invaryant
Riemann submersiyonunda yatay uzayin integrallenebilir olmasi i¢in gerek ve yeter sartlari
incelemistir. Ayrica yatay ve dikey distribiisyonun kaynak manifoldu {izerinde paralel
olabilmesi i¢in gerek ve sartlari ifade etmistir. Bununla birlikte ulasilan bazi sonuglardaki
esitliklere de yer vererek gerek ve yeter sartlarini belirtmistir. Ayrica Langrangian Riemann

submersiyonlari igin gerek ve yeter sart olan durumlari da bu ¢alismasinda belirlemistir.

Hemen hemen Hermityen manifoldlardan Riemann manifoldlara tanimlanan Yari-
invaryant Riemann submersiyonlar1 da ilk olarak Sahin (2013) c¢alismistir. Sahin bu
calismada ornekler vermis, Kaehler manifoldlardan Riemann manifoldlara tanimli yari-

invaryant Riemann submersiyonundaki ¢ek 4. = D, ® D, distribiisyonlarin integrallenebilir

olmasi i¢in gerek ve yeter sartlart incelemistir. Calismasinin devaminda Kaehler
manifoldlardan Riemann manifoldlara tanimli bir yari-invaryant Riemann submersiyonun
total geodezik bir doniisiim olmasi i¢in gerek ve yeter sartlar1 belirterek ulastigi sonuglari

gostermistir.

Hemen hemen Hermityen manifoldlardan Riemann manifoldlara tanimlanan slant
Riemann submersiyonlar da ilk olarak Sahin (2011) tarafindan ¢alisilmistir. Bu calismada
Sahin (2011) konuya 6zgii 6rneklerle birlikte doniisiimiin harmonikligi ve total geodezik
olma durumlar1 gibi konular1 ¢alismistir. Bununla birlikte Sahin (2011) has slant Riemann

submersiyonun tanimini da bu ¢alismasinda yapmustir.

Bu arastirmanin amaci kompleks uzayda Kompleks manifoldlar, hemen hemen Kompleks
manifold, Hermityen manifold, hemen hemen Hermityen manifold ve Kaehler manifold
arasinda tanimlanan invaryant, anti-invaryant, yari-invaryant ve slant Riemann
submersiyonlar arasindaki doniisiimleri ele almak, bunlarla ilgili tanim, teorem, sonug ve

ornekleri inceleyip sunmaktir.



2. TEMEL KAVRAMLAR

2.1. Riemann Manifoldlar

Tamm 2.1.1. M bir diferansiyellenebilir manifold ve 7(M ) de bu manifold iizerindeki

diferansiyellenebilir vektor alanlar1 uzay: olsun.
g ;((|\7| )x;(<|\7|)—>C°O(I\7I)

ile taniml olan g simetrik, bilineer ve pozitif tanimli ise yani VX, X,, X, € ;((|\7|) ve

m,n e R i¢in

D) g (X, X;) =g (X;, Xy)

(2) Bilineer,
g(mX, +nX,, X;) =mg(X,, X;)+ng(X,, X,)
g(X;, mX, +nX,)=mg(X,, X,)+ng(X,, X,)

(3) 9 (X, X))20 ve VX, e z(M)isin g (X;,X;)20= X, =0

oluyorsa g bilineer formuna Riemann metrigi denir. (M,g) ikilisine de Riemann

manifoldu adi verilir (Baird and Wood, 2003).

Tamm 2.1.2. Metrik tensérii g olan bir Riemann manifoldu M olsun. Bir Y, eTpI\7I

tanjant vektoriinlin uzunlugu

Y, = Ja(Y.Y), (2.1)

reel sayisi ile ifade edilir (Gundmundsson, 2006).



Tamm 2.1.3. M ve N manifoldlar1 arasinda bir
F:M—>N
C” doniistimiiniin tiirev dontisimii
F.: 2(M)— x(N)

biciminde ifade edilir. Bu doniisiim her k € M noktasinda

Fo :TM Ty N

lineer doniistiimiinii vermektedir. Bu doniisiim f bir fonksiyon ve V vektor alani olmak
tizere F.(K)(V)(f) =V (f oF) tanimlidir ve buna F ’nin k noktasindaki tiirev doniigiimii

ad1 verilir (Do Carmo, 1992; Gundmundsson, 2006).

Tamm 2.1.4. Metrik tensorii g olan bir Riemann manifoldu M olsun. Sifirdan farkli

Y, Z, eTp|\7| tanjant vektorleri arasindaki 4 agis1
9(Y,.Z,) =|V,[|Z,] cos ¢ (2.2)

ile ifade edilir. Burada 9 agsinin §lgiisii [0, 7] kapali araliinda kalacagm Cauchy-

Schwarz esitsizligi denen
o0, Z)[ <Y, [[,]

ifadesinden biliyoruz (Gundmundsson, 2006).

Tamm 2.1.5. M bir manifold ve M iizerindeki konneksiyon da V olsun. Bu durumda

T: x(M)x x(M) - z(M)

T(Y,Z)=V,Z-V,Y -[Y,Z] (2.3)



olarak tanimlanan vektor degerli tensére M iizerinde tammli V konneksiyonunun

torsiyon tensorii ad1 verilir (Do Carmo, 1992).

Tamm 2.1.6. M manifoldu iizerinde iki vektr alami X ve Y olsun. f eC*(M)

fonksiyonunu alinirsa

[]: 2(M)x x(M) = x(M)
[X.Y]f =X (YF)-Y (Xf) 2.4)

ile tanimlanan [,] fonksiyonuna X ve Y nin Lie (parantez) operatorii denir ve bu operatdr

ile asagidaki 6zellikler saglanir (Do Carmo, 1992). VX,, X,, X, € (M) ve f,geC” (M)

olmak tizere

(1) [X1’ Xz] :_[sz Xl]

(2) [aX,+bX,, X;]=a[X,, X;]+b[X,, X;] abeR

(3) [[ X0 X510 Xs J#[ [ %50 X5 ], X, ]+ [[ X5 X,], X, ] =0 (Jakobi Ozdesligi)

(4) [fxl+gx2]: f [X1’ Xz]"‘ f(xlg)xz +g(X2f)Xl

dir (Do Carmo, 1992).

Tamm 2.1.7. (M, g) bir Riemann manifoldu olsun. Bu durumda VX,Y,Z € #(M) i¢in

R:x(M)x x(M)x x(M) - x(M)
(X,Y,Z) > R(X,Y,Z) =R(X,Y)Z

RyZ=R(X,Y)Z = V,V,Z-V,V,Z-V, Z (2.5)

[x.v]

olarak tanimlanan R tensér alanina V konneksiyonunun egrilik tensorii denilmektedir

(Boothy, 1986; Akyol, 2015).



Tamm 2.1.8. M bir manifold ve iizerinde bir V Levi-Civita konneksiyonu olsun.

X,Y,Z € (M) igin

29(VyY,Z) = X(9(Y,Z))+Y(9(Z, X)) -Z(g(X,Y))
—g(X,[Y,Z])-a(Y,[Z, XD +9(Z.[X,Y]) (2.6)

ile belirlenir. Bu denkleme Koszul esitligi ad1 verilir (O’Neill, 1983).

Tamm 2.1.9. M bir Riemann manifoldu ve g de M manifoldunun Riemann metrigi

olsun. ¥X,Y,Z,W € (M) igin

K: 2(M)x 2(M)x (M) x (M) —C” (M)
(X,Y,Z,W)—K(X,Y,Z,W)=g(R(X,Y)Z,W) 2.7)

olarak tanmimlanan dordiincii mertebeden kovaryant tensore M {izerinde Riemann

Christoffel egrilik tensori adi verilir (Hacisalihoglu, 1982; Akyol, 2015).

~ 2
Tamm 2.1.10. #:M — N bir doniisim ve N iizerinde bir konneksiyon V olsun.

2 2
boyunca N iizerindeki V” konneksiyonuna £ boyunca V konneksiyonunun geri cekme

konneksiyonu (pull back) denilmektedir (Giindiizalp, 2007; Sahin, 2012).

~ 2
Tammm 2.1.11. SB:(M,g)—>(N,§) bir donlsim ise S donlisimii boyunca V

2
konneksiyonunun geri cekme konneksiyonu V/ olmak iizere

VA.: x(M)x x(M) — x(N)

ile ve

(VAIW.V) = VL BV - A.(V V) (2.8)



ile tanimlanan V£, déniisimiine S doniisiimiiniin ikinci temel formu denir (Garcia-Rio

and Kupeli, 1999; Sahin, 2012).

Onerme 2.1.1. B:(M,g) > (N, §) bir déniisiim olsun. ¥X,Y e (TM) igin

(VBIX,Y) =(VBI(Y, X)

dir. Yani V. simetrik 6zellige sahiptir (Garcia-Rio and Kupeli, 1999; Sahin, 2012).

Tammm 2.1.12. M manifold ve T(TM) de bu manifold iizerinde tanimlanan bir vektor

alani olsun. VX, X,, X, eT'(TM) ve feC*(M,R) igin

V:[(TM) —>TI(TM)

ile taniml1 ve

(1) Vo, Xs =V Xy +Vy X, (2.9)
(2) V, (X, +X,) =V, X, +V, X, (2.10)
B) V. X, =V, X, (2.11)
4) V, (X)) =X, [f]X,+ fV, X, (2.12)

sartlarini saglayan V doniisimiine afin veya lineer konneksiyon denir (Do Carmo, 1992).

Tamm 2.1.13. (M, g) bir Riemann manifoldu ve V, M iizerinde tammli bir lineer
konneksiyon olsun. Bu konneksiyona Levi-civita, Riemann konneksiyon ya da metrik

konneksiyon denir. Yani konneksiyon torsiyonsuz (T =0) ve metrik ile uyumludur

(Vg =0) (O°Neill, 1983). ¥X,Y,Z € (M) igin

[X,Y]=V,Y-V,X (2.13)
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Xg(Y,Z)=9(V,Y,Z)+9(Y,V,Z) (2.14)

Teorem 2.1.1. Bir Riemann manifoldu {izerinde bir tek Riemann Konneksiyonu vardir
(Chen, 1990).

2.1.1. Distribiisyon Kavram

Tamm 2.1.1.1. M bir n-boyutlu manifold olsun. M manifoldu iizerinde

D:M —UT,q

q—D,<T,q, boy(D,)=k

ile tanimlanan D doniisiimiine K -boyutlu distribiisyon denir (Sahin, 1996).

Tamm 2.1.1.2. M bir C*-manifold ve D, M manifoldu iizerinde k-boyutlu bir
distriblisyon olsun. VV,W eI'(D) i¢in [V ,W]eT(D) ise D distribiisyonuna involutedir

denir (Sahin, 2012).

Teorem 2.1.1.1. (Frobenius) M bir C*-manifold ve M manifoldu iizerinde D, k-
boyutlu bir distribiisyon olsun. Bu durumda her involute distribiisyon integrallenebilirdir
(Sahin, 2012).

Tamm 2.1.1.3. M bir C*-manifold ve D, M manifoldu iizerinde k-boyutlu bir
distribiisyon olsun. N de M manifoldunun bir alt manifoldu olsun. Vgqe N igin N
manifoldunun tanjant uzay1 ile D, ayni ise N ya D distribiisyonunun integral manifoldu

denir. Yani

o:N->M
bir imbedding olmak {izere V(Q e N icin

o.(T,N) =D,
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olur. Eger D distribiisyonunun N manifoldunu kapsayan baska bir integral manifoldu

yoksa bu manifolda distribiisyonun maksimal integral manifoldu denir (Sahin, 1996).

Tamm 2.1.1.4. M bir C*-manifold ve N de M manifoldunun bir alt manifoldu olmak
iizere eger Vq e N icin D distribiisyonunun g noktasini kapsayan bir maksimal integral

manifoldu varsa D distribiisyonuna integrallenebilirdir denir (Sahin, 1996).
2.2. Kompleks Manifoldlar

Tamm 2.2.1. Bir kompleks yapi, bir reel vektor uzay1 iizerinde (hemen hemen Kompleks

yapi) J?=-1 ozelligine sahip bir endomorfizmasi seklinde tanimlanir ve lizerinde bir
kompleks yapisi tanimli bir manifold, bir Kompleks manifold adini alir (Matsushima,
1972).

Tamm 2.2.2. M, 2n- boyutlu (reel) bir manifold olsun. ¥Ype M i¢in

(2.15)

ile taniml1 bir J endomorfizmi var ise M ye hemen hemen Kompleks manifold ve J ye

M {izerinde bir hemen hemen Kompleks yap1 denir (Yano and Kon, 1984).

Tanmm 2.2.4. M bir hemen hemen kompleks manifold, vY,,Y, € (M) i¢in

g(JYv JYz) = g(Ysz)

sartini saglayan g Riemann metrigi var ise (M, g,J) dgclisiine bir hemen hemen

Hermityen manifold, g metrigine ise Hermityen metrik ad1 verilir (Yano and Kon, 1984).

Tanmm 2.2.3. M bir kompleks manifold, vY,,Y, € #(M) igin

g(IY,, JY,) = 9g(Y..Y,) (2.16)
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sartin1 saglayan g Riemann metrigi var ise (M, g, J) iicliisiine bir Hermityen manifold,

g metrigine ise Hermityen metrik ad1 verilir (Yano and Kon, 1984).

Tanim 2.2.5. M bir hemen hemen hermityen manifold olsun. M manifoldunun temel 2-
formu kapali ise (d¢=0), g ye Kaehler metrik ve (M,g,J) iiliisiine ise Kaehler
manifoldu denir (Yano and Kon, 1984).

(M, g,J) hemen hemen Hermityen manifoldunun Kaehler manifold olmast i¢in gerek ve

yeter sart VJ =0 olmasidir. (M, g,J) bir Kaehler manifoldu ise ¥vX,Y € y(M) icin
V, JIY = (V)Y +IVv, Y &IV g gy =3V, Y (2.17)
sart1 saglanmalidir (Yano and Kon, 1984; Shahid and Tanveer, 2013).

2.3. Riemann Submersiyonlar

Tamm 2.3.1. M ve N sirasiyla ¢ ve m-boyutlu (¢>m) manifoldlar ve F:M — N

orten bir doniisiim olmak {izere VK e M noktasinda

Fo :TM 5T N

doniligiimiiniin rank1 m ise F doniisiimiine sigdirma veya submersiyon (submersion) denir
(O’Neill, 1966; Gray, 1967).

Bu déniisiim bir submersiyon ise Wy e N igin F(y)=F, kiimesi M manifoldunun bir

altmanifoldudur ve F~*(y) altmanifolduna submersiyonun lifi denir. M manifoldunun,

yeN i¢in F, lifine teget olan bir tanjant vektdrine submersiyonun dikey vektori denir

(O’Neill, 1966; Gray, 1967; Falcitelli et al., 2004).
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Ornek 1: F:R* >R ve

X1+X3)

X
F(X1’X21X31X4)=(Tzsl_x4' 4

doniistimii verilsin. Bu dontisiim incelenirse F doniisiimiine karsilik gelen matris

(A A A :
oX, OX, OX; OX, 0 ﬁ 0 O
| o Ml 1y o g
OX, OX, OX; OX, 1 1
o o o &g 0 70
| OX, 0%, OXg OX, | N

oldugundan bu matrisin lineer bagimsiz satir veya siitun vektor sayisi doniisiimiin rankini

VErir.
1 1 1
,0,0)+02(0,0,0,—1)+03(Z,O,Z,O) =(0,0,0,0)

Cl(o’ﬁ

olmalidir. Buradan

elde edilir. Boylelikle rankF. =boyR®=3 bulunur.(m>n) Yani doniisiimiin ranki

goriintii uzaymin boyutuna esit olur. Dolayisiyla bu doniisiim bir submersiyondur.

Tanim 2.3.2. (M, g) ve (N, §) sirasiyla m ve n boyutlu Riemann manifoldlari ve
M —>N
taniml1 bir submersiyon olsun. Boylelikle

rank 8 = boyN < boyM
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olur. Herhangi bir yeN i¢in F =pg"(y) tzerindeki lif, (M, g) manifoldunun

r = (m—n) -boyutlu bir altmanifoldudur. S~(y) altmanifoldlarma submersiyonun lifleri

denir (Falcitelli et al., 2004).

B:M — N submersiyonunun k e M igin (M, g) deki V integrallenebilir distribiisyonu
Vi =cek Sy

ile tanimlanir ve V, ya submersiyonun dikey distribiisyonu denir. Dikey distribiisyona dik

ve tamamlayani olan
H, = (Vk)L = ((}ekﬁ*k)l

distriblisyonuna ise submersiyonun yatay distribiisyonu denir (Falcitelli et al., 2004).

Teorem 2.3.1. #:M — N bir submersiyon ve M manifoldunun dikey distribiisyonu V
ise bu durumda p(k)=y ve keM icin her V, dikey distribiisyonu A7(y)

altmanifoldunun tanjant uzayi ile gakisir (Sahin, 2012).

Tanmm 2.3.3. (M, g) ve (N, §) Riemann manifoldlari olmak tizere

B:(M,g) > (N, g)

diferansiyellenebilir doniisiimii asagidaki sartlari sagliyorsa £ doniisiimiine Riemann

submersiyonu denir (O’Neill, 1966; Escolabes, 1978; Sahin, 2013a).

I.  doniisiimii maksimal ranka sahiptir.

ii. Vk € M noktasinda, S, doniisiimii yatay vektorlerin uzunlugunu korur. Yani

g (L,v) = Gﬁ(k)(ﬁ*kui Buv), ULVE Hk

dir. Bu ise A. tiirev doniisiimiiniin yatay uzaydan T,, N {zerine bir lineer izometri

oldugunu soyler.
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Ornek 2: B:R° > R® ve

X5 + Xg
)

N

BX, Xy Xg, Xy X, Xg) = (X, SIN 22— X, COS 14, X, COS G — X, SING,

doniigiimil verilsin. Bu doniigiim incelenirse g doniisiimiine karsilik gelen matris

of o o of o of |
I ERE
X, O, OX, OX, OX% OXq
0 0 0 0
A A N A e
| OX, OX, OX; OX, OX aXGJ
| _ 11
sin x,0,—cos ,0,0,0) +t,(0,cos $,0,-sin $,0,0)+t,(0,0,0,0,—,—=) =(0,0,0,0,0,0
t(sin u #,0,0,0) +t,( )+ VAN )

tsinu=0=t =0

t,cos9=0=1,=0

t
%/E:o:g:o

elde edilir. Boylelikle rank 3. =boyR® =3 oldugundan £ bir submersiyondur.

cek . ={V :¢ekB. =0} oldugundan W =(a,b,c,d,e, f) olarak almirsa

a

: b
sing 0 —cosu 0 0 0 . 0
PW=| 0 cosd 0 -sing 0 0 dl= 0
0 0 0 0 0

Yo Ve

f

asinu—ccosu=0=asinu=ccosu—=a=ccot u
bcos$—dsind=0=bcosF=dsind=b=dtan 3

ﬂ::>e:—f

2
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W =(ccot ¢, dtan 9,c,d,—f, f) =c(cot ,0,1,0,0,0) +d (0, tan $,0,1,0,0) + f (0,0,0,0,-1,1)

V =gek/3. = Sp{W, = (cot £,0,1,0,0,0), W, = (0, tan 9,0,1,0,0), W, = (0,0,0,0,-1,1)}

H = (¢ekB.)" = Sp{X, = (sin 1,0,—cos 1,0,0,0), X, = (0,cos$0,-sing,0,0),
X, =(o,o,o,o,%,§,%ﬁ)

O (X1, X)) =0,: (B.X,, BX,) esitligi incelenirse

sinu 0 —cosu 0 0 0
pX,=| 0 cosd 0 -sind@

0 0
o 0 0 0%/5%/50

Ogs (ﬁ*xﬂﬁ*xl) = O (@0,0),(1,0,0)) =1
e (X1, X;) = g6 ((8in 2£,0,—€0s ££,0,0,0), (sin £,0,—cos 14,0,0,0)) =sin? zz+cos® p1 =1

olur.  g..(X;, X)) =0,.(BX,, BX,) esitligi  gosterilerek X, yatay vektdriiniin
uzunlugunun korundugu gdsterilmis olur. Benzer sekilde g.(X,, X,)=0,.(B.X;, 8.X,)
Ve g, (X5, X5) =9,.(B.X;, B.X,) esitlikleri de gosterilebilir. Dolayisiyla  doniistiimii bir

Riemann submersiyondur.

Tamm 2.3.4. £:(M,g) — (N, §) bir Riemann submersiyon olmak iizere M manifoldu
iizerinde Z vektor alani yatay distribiisyona ait ise yatay vektor alani, dikey distribiisyona
ait ise dikey vektor alan1 denir (Giindiizalp, 2007). Yatay vektor alanlar1 kiimesi »"(M)
ile dikey vektor alanlari kiimesi ise y'(M) ile gosterilir. Herhangi bir Z € (M) vektor

alanmin dikey bileseni vZ , yatay bileseni ise hZ ile gosterilir.

Eger Z yatay vektor alant N manifoldu tizerinde Z vektor alanma S -bagh ise M

tizerindeki Z vektor alanina temel vektor alani denir ve temel vektor alanlarinin uzayz;

= (sin® u+cos’ 1,0,0) = (1,0,0)
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2°(M)= (M) £"(M)

ile ifade edilir. Temel vektor alanlarinin uzayi ile y(N), S altinda birbirine izomorfiktir.

Z € y(N) olmak iizere Z' vektdr alanina £ -bagli olan temel vektor alanina Z' vektdr

alaniin yatay gonderileni (lift) denir. Temel vektor alanlar1 yatay distribiisyonu yerel

olarak gererler (O’Neill, 1966).

Onerme 2.3.1. (M,g) ve (N,§), V ve V Levi-Civita konneksiyonlarma sahip

Riemann manifoldlar1 ve

£:(M,g) > (N, g)

Riemann submersiyonu olsun. M iizerindeki X, Y temel vektor alanlarina 3 -bagli vektor

alanlar1 X', Y olsun. Béylece

1. g(X,Y)=g(X,Y)op
2. h[X,Y ] temel vektor alani, [X',Y'] vektor alanina £ -baglhdir.
3. h(V,Y) temel vektor alani, v Y ile B -baghdr.

4. Herhangi bir V e (M) igin [X,V] dikey vektdr alamidir (Falcitelli et al., 2004).

Tanim 2.3.5. (M, g) ve (N, §) Riemann manifoldlari ve

£:(M,g) > (N, §)

bir Riemann submersiyon olsun. V, (M, g) manifoldunun Levi-Civita konneksiyonu

olsun. (1,2) mertebeli T (dikey tensor alani) temel tensor alani

T(X,Y)=T,Y =hV, VY +wW, hY, X.,Y e z(M) (2.18)
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ile tanimlanir. Burada X e ;((I\7I) icin T, lineer operatdrdiir ve ayni zamanda T, Yyatay
ve dikey alt uzaylarin rollerini degistirir. T burada dikey tensor alanidir. Yani T, =T, dir

(O’Neill, 1966).

Tanim 2.3.6. (M, g) ve (N, §) Riemann manifoldlar: ve

B:(M,g9) > (N, d)

bir Riemann submersiyon olsun. V, (M,g) manifoldunun Levi-Civita konneksiyonu

olsun. (1,2) mertebeli A (yatay tensor alani) temel tensor alani
AX,Y)=AY =wW, hY +hV_vY, X,Y e x(M) (2.19)

ile tanimlanir. Burada X e y(M) igin A, lineer operatdrdiir ve ayn1 zamanda A, yatay
ve dikey alt uzaylarin rollerini degistirir. A burada yatay tensor alanidir. Yani A, = A,

dir (O’Neill, 1966; Giindiizalp, 2007).

Onerme 2.3.2. (M, g) ve (N,§) Riemann manifoldlar1 ve

£:(M,g) > (N, g)

bir Riemann submersiyon olsun. Herhangi bir E,F,G € y(M) igin

9(TeF,G) =—9(TeG, F) (2.20)

9(AF,G)=-0g(AG,F) (2.21)

dir. Yani Tz ve Ac, g metrigine gore anti-simetrik operatorlerdir (Giindiizalp, 2007).
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Onerme 2.3.3. (M, g) ve (N, §) Riemann manifoldlari ve

B:(M,g)—(N,§)
bir Riemann submersiyon olsun. Bu durumda

i. UWe (M) igin
T,W =T,U (2.22)
ii. Y,Zey"(M) igin
AZ=-AY (2.23)
iii. L yatay distribiisyon iizerinde projeksiyon olmak {izere

AZ Z%U[Y,Z] (2.24)

olur. Burada A Z dikey distribiisyonun integrallenebilirligini karakterize etmektedir

(Watson, 1976).

Onerme 2.3.4. (M, g) ve (N, §) Riemann manifoldlari ve

£:(M,g) = (N,§)

bir Riemann submersiyon olsun. ¥Y,Z € "(M) ve YU,W € y*(M) igin

VW =T,W +Vy W (2.25)

V,Y =T,Y +hv,Y (2.26)
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V,U=AU+wW,U (2.27)

V,Z=AZ+hv,Z (2.28)

olur. Burada lifler ~ sembolii ile gosterilir. Burada T,W liflerin ikinci temel formudur

(O’Neill, 1966).

Teorem 2.3.2. (M, g) ve (N,§) Riemann manifoldlar: ve

B:(M,g)—(N,g)

bir Riemann submersiyon olsun. (M, g) manifoldu iizerindeki H yatay distribiisyonunun

integrallenebilir olmasi igin yeter ve gerek sart A=0 olmasi ile saglanir (O’Neill, 1966).
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3. INVARYANT RIEMANN SUBMERSIYONLAR

Tamm 3.1. (M,g,,J;) ve (N,gy,Jy) hemen hemen Hermityen manifoldlar olsun.

ﬁ:(M,gMme)_)(NvgN"]N)

submersiyonu asagidaki sartlar1 sagladiginda S donisiimiine hemen hemen Hermityen

submersiyon veya Holomorfik submersiyon denir (Watson, 1976; Yano and Kon, 1984).

1. B bir Riemann submersiyon olmalidir.

2. B bir hemen hemen kompleks doniisim yani, g, o J; =Jy o B. olmaldir.

Tamm 3.2. (M,g,,J;) Ve (N,gy,J,) hemen hemen hermityen manifoldu ve A bir
Riemann submersiyon olsun. Eger dikey distribiisyon J . ye gore invaryant ise S bir

invaryant Riemann submersiyondur (Watson, 1976).
J; (cekB.) =cekS. (3.1)

Sonug¢ 3.1. (M,g,,,J,;) Ve (N,gy,Jy) hemen hemen Hermityen manifoldu ve £ bir

Riemann submersiyon olsun. Yatay distribiisyon J, ye gore invaryanttir (Watson, 1976).

3 (cek B.)" = (gek 5.)* (3.2)

Onerme 3.1. Her Holomorfik submersiyon bir invaryant submersiyondur. Fakat bir
invaryant submersiyon her zaman bir Holomorfik submersiyon olmayabilir (Sahin, 2017).

Simdi bu duruma uygun bir 6rnek verilecektir.

Ornek 3: B:R* > R*ve

X+ X X +X,

B, X0 %50 %,) = ( NG ’T
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doniistimii
J.(a,a,,8,3,)=(-a,a,-3,3a) ile J,(a,a,)=(-a,,a) kompleks yapilar1 birlikte

verilsin. B doniisiimiine karsilik gelen matris

VAN
A

Matrisin ranki
ml(%,z,o,/Vﬁ,0)+m2(o,/1/\/§,o,yﬁ)=(o,o,o,0)
%:Ozmlzo
m%/E:O:mzzo

olur. rankp. =boyR? =2 oldugundan g bir submersiyondur. ceks. ={W :¢eks. =0}

oldugundan W = (a,b,c,d) alinirsa

a
e L[
° Jg ° JE|;

—=0=a=-cC
2
29 o b-—d
2

W = (—¢,~d,c,d) = c(~10,1,0) +d(0,~1,0,1)

V =¢ekf. =Sp{W, =(-1,0,1,0), W, = (0,-1,0,1)}

H = (k) =5p (X, =(¥ 5.0 ¥5.0. %, =0, ¥/ 5.0, ¥ )
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O (X1, X)) =0, (BX,, BX) Ve 9,.(X,, X,)=0,.(8.X,, .X,) oldugundan /S bir

Riemann submersiyondur. Holomorfik olup olmadigr yani J , 8.(X,) = 8.J..(X,) esitligi

kontrol edilirse

s
SN I A

Je 0 Jal)e

0

ﬂ*(xl) =

3,:B.(%,)=3,.1.0) = (0.1

Esitligin sag tarafina bakilirsa

1.0)=3.(¥5.0 1 5.0=0 ¥ 5.0 ¥ 5

0
%Oﬁ ° JE ° |/ )09

VA .

J .. B.(X)) =B.J_.(X,) oldugundan S bir Holomorfik submersiyondur.

B 24 (Xl) =

2X=0. (5.0 Y g 0= 5.0 Y =X
1Xe=3.0. Y 5.0 Y =Y 507 0=,

JW, =J_,(-1,0,1,0)=(0,—1,0,1) =W,

J W2 = J r4 (01 _11 Ovl) = (1’ O’ _l’ 0) = _Wl

R4

elde edilir. (3.1) ve (3.2) esitliklerinden cekf. ve (cekp.)" invaryant oldugu agiktir.

Siradaki 6rnek bu durumun tersini dogrular.
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Ornek 4: F:R* > R?ve

X +X X +X,

F(X11X2’X3’X4):( «/E ) \/E

doniisiimii J , (a,,a,,8,,8,) =(-8,,8,,—a,,8,) ile J_, (a,a,) =(a,,—a) kompleks yapilari

ile birlikte verilsin. F doniisiimiine karsilik gelen matris

Jg ° V5 °
° Vg % V&

=

Matrisin ranki

kl(yﬁ,o,%@,onkz(o,/J/ﬁ,o,/l/ﬁ):(0,0,0,0)
%:o:kl:o
kz/ﬁ:o:kzzo

elde  edilir. rankF. =boyR*> =2  oldugundan F bir  submersiyondur.

cekF. = {U :¢ekF. =0} oldugundan U =(a,b,c,d) almirsa

Ji % Jg °
o Vg % Vg

FU =

o

o o T o

—=0=a=-cC
J2
b+d 4 po—d
J2

U = (-c,—d,c,d) =c(-1,0,1,0)+d(0,—1,0,1)
V =gekF. = Sp{U, = (-1,0,1,0), U, = (0,-1,0,1)}
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H = (cekF.)* =Sp{Hl=(%5,0,%5,0), H, =(0,%E,0,%5)}

9..(H,,H)=9,.(FH,REH,) ve g.(H,H,)=9,.(FH,,FEH,) oldugundan F bir

Riemann submersiyondur.

L= 5.0 Y5 0=0. 5.0 Y ) =h:
LH:=3.0. Y 5.0 Y =) 5.0 Y g 0="H,

J.U,=J.(-1,0,1,0)=(0,-1,0,1) =U,

J U2 = J\M (01 _la 011) = (1’ O’ _l’ 0) = _Ul

R4

oldugundan ¢ekF. ve (cekF.)" invaryant oldugu gériilir. J ,F.(H,)=FJ_,(H,) esitligi
ile submersiyonun Holomorfikligi incelenirse

Jg ° g ° yoﬁ :H:(LO)
° g ° Jellel b

0

J.R(H)=J.00)=(0,-1)

F*(H1) =

elde edilir. Esitligin sag tarafina bakilirsa

L) =3.(35.0. 5. 0=0. ¥ 5.0 ) )

0
Yoﬁ VA VA )09

JE ° Jn v

elde edilir. J ,F.(H,) = F.J_. (H,) oldugundan F bir Holomorfik submersiyon degildir.

FJ.(H)=

Boylece her invaryant submersiyonun bir Holomorfik submersiyon olmadigi goriiliir.
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4. ANTI-INVARYANT RIEMANN SUBMERSIYONLAR

Tanim 4.1. (M, g,,,J,,) M-boyutlu bir hemen hemen Hermityen manifold ve (N,g,)

de bir Riemann manifoldu olmak tizere

ﬁ:(M’gM’JM)_)(N’gN)

dontsimi
J(gek3.) = (cek B.)* (4.1)

sartin1 sagliyorsa bu doniisiime anti-invaryant Riemann submersiyon denir (Sahin, 2010;
Giindiizalp, 2013; Siddigi ve Akyol, 2019).

(M,g,;,J,,;) hemen hemen Hermityen manifold ve (N, g,) de bir Riemann manifoldu

ve

B:(M.gy.35) > (N.gy)

anti-invaryant Riemann submersiyon olsun. Tanim 4.1. kullanilarak
(cekB.)" = Jgek . @ (4.2)
elde edilir (Sahin, 2010).

X eT'((cekB.)") olmak lizere

JX =BX +CX (4.3)
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dir. Burada BX €I'(gek.) ve CX eT'(u) diir. Diger taraftan g.((cek3.)*)=TN ve S bir

Riemann submersiyon ise JX =BX+CX esitligi kullanilarak

vX eT'(cekpB.)", VYV eI'(cekA.)icin g, (AJIV, A.CX) =0 elde edilir. Boylelikle

TN = £.(J(¢ek5.)) © S.() (4.4)

esitligi de saglanir (Sahin, 2010; Siddigi ve Akyol, 2019).

Ornek 5: B:R* > R? ve

_(X X XX
B(Xs %o, %5, %) = ( 7 JE)

doniisimi J(a,,a,,8;,8,) =(-a,,a8,,—a,,8,) kompleks yapisi ile birlikte verilsin. Bu

doniisiime karsilik gelen matris

W E e 0
o0 Ve Jp

olur. rank 3. = boyR? =2 oldugundan £ bir submersiyondur.

V =gekf. = Sp{U, = (1,1,0,0), U, =(0,0,1,1)}

H = (cek3.)" =Sp{xl=(_}/\/§,}/\/§,0,0), X, =(0,0,‘%J§,%J§)}

g]R4(xl’xl):gRZ(IB*xl’lB*xl) ve gRA(Xzyxz):gRZ(ﬂ*xz!ﬂ*xz) oldugundan S bir

Riemann submersiyondur.

Jul=J(1,1,0,0):(0,0,—1,1):%,,§x2
Juz=J(0,0,1,1)=(—1,1,o,0):%/Ex1

elde edilir. Yani (4.1) esitliginden £ anti-invaryant Riemann submersiyondur.
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Onerme 4.1. (M,g,,J,,) bir Kaehler manifoldu ve (N,g,) bir Riemann manifoldu

olmak Uzere

B:(M,g,;,3,) —>(N,gy)

bir anti-invaryant Riemann submersiyonu ise vX,Y eT'((cek3.)", VYV eTI'(¢ekp.) i¢in

g, (CY,IV)=0

ve

9, (V4CY,V)=—g. (CY,JAV)

esitlikleri saglanir (Sahin, 2010).

Ispat: WX,Y eI'((cekB.)*, WV eTI'(cekB.) ve (4.3) esitliginden
g,, (CY,IV) =g, (JY —BY,IV)
— g, (JY,V)—g, (BY,IV)
=0, (Y,V)
=0

olur. (2.14) esitligi kullanildiginda

g, (V4CY,IV) = Xg,, (CY,IV)—g,, (CY,V,IV)

=—g,,(CY,V, V)

elde edilir. (2.17), (2.27) ve (2.28) esitlikleri kullanilarak

9, (VxCY,IV) =—g,, (CY, AV + HV, V)
——g,(CY,AJV)—g, (CY,HV,IV)
=-g,, (CY,V,JIV)
=g, (CY,IV,V)
=—g,, (CY,I(AV +1W,V))

=—g,, (CY,JAV +IW V)

(4.5)

(4.6)
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——g, (CY,JAV)—g, (CY,IW,V)

=—g,, (CY,JA\V)

bulunur.

Simdi  ¢ekB.  distriblisyonunun  integrallenebilirligini, ¢ekB. ve  (cekB.)"
distribiisyonlarinin geometrisini arastiracagiz. Oncelikle not edelim ki ¢ek 3. distribiisyon

integrallenebilirdir.

Teorem 4.1. (M,g,,J,,;) bir Kaehler manifoldu ve (N,g,) bir Riemann manifoldu

olmak Uzere

,BZ(M,QM,JM)—)(N’QN)

bir anti-invaryant Riemann submersiyonu ve vX,Y eT'((cekB.)", VV eT'(ceks.) igin

asagidaki esitlikler saglanir (Sahin, 2010).

a) (cekB.)" integrallenebilirdir.
b) an (VBI)(Y, BX), BIV) = gy (VLI(X,BY), BIV)+9,; (CY,IJAV) - g, (CX, JAV)

c) 9y (ABY —ABX,JV) =g, (CY,JAV) —g,; (CX,JAV)

Ispat: vX,Y eT'((cekB.)") ve YV eT'(gekp.) icin (2.13), (2.17), (4.3) ve tanim 4.1.

kullanilarak JV eT"((cekB.)*") ve JY eI'(cek 5. @ u) oldugu bilindigine gore

Oy ([X,Y],V) =0, (VY -V X,V)
=0,; (VY.,V)—g, (V,X,V)
=g, (V,Y,V)-g,(IV,X,IV)
=g, (VIY, V) —g,, (V,IX,IV)
=g, (V4 (BY +CY), V) —g, (V, (BX +CX), V)
=g, (VxBY,V)+g, (V,CY,IV)-g. (V,BX,IV)

~g,, (V,CX, V)
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bulunur. g bir Riemann submersiyon oldugundan

9, (X, Y].V) =9, (AV,BY, £IV) + g, (V,CY, V)
-0y (BV,BX, BIV)—-g,; (V,CX,IV)
— 9y (BVBY — BV, BX, BIV)+g, (V4CY, V)

~g,, (V,CX, V)
elde edilir. (2.8) ve (4.6) esitlikleri kullanilarak

9y [ X.Y].V) =g (H(VBI(X,BY) +(VA)(Y,BX), BIV)

+9d,; (CY,JA, V) +g,; (CX,JAV)
olur. Buda (a) < (b) oldugunu gosterir. Diger taraftan (2.8) ve (2.27) esitliklerinden

(VAI(Y,BX)—(VA)(X,BY) =V B.(BX) - A.(VV'BX) - V4 A.(BY) + (VY BY)
= —B.(VMBX —VVBY)

——.(A/BX +W,BX —A,BY —W,BY)
=—p.(ABX - ABY)

elde edilir. A BX —A,BY eTI'((geks3.)") oldugundan bu da (b) < (c) oldugunu gosterir.

Buradan ispat tamamlanir.

Bir anti-invaryant Riemann submersiyon  J(gek3.) = (cekB.)" sartin1 sagladiginda
Langrangian Riemann submersiyon adini alir. Eger 4 {0} ise 0 zaman £ submersiyonu

has(proper) anti-invaryant Riemann submersiyon olarak adlandirilir (Sahin, 2010).

Sonu¢ 4.1. (M, g,,,J,;) bir Kaehler manifoldu ve (N, g, ) bir Riemann manifoldu olmak

uzere

B:(M,g,,3,)—>(N,gy)

bir Langrangian Riemann submersiyonu ise asagidaki ifadeler birbirine esittir.

vX,Y eT((gekB.)") icin
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(a) (cek B.)* integrallenebilirdir.

(b)  (VBI(X,JY)=(VB)(IX,Y)
€  AJY =AJX dir (Sahin, 2010).

Teorem 4.2. (M,g,,J,,;) bir Kaehler manifoldu ve (N,g,) bir Riemann manifoldu

olmak Uzere

,BZ(M,QM,JM)—)(N’QN)

bir anti-invaryant Riemann submersiyonu ise asagidaki ifadeler birbirine esittir.

vX,Y eT'((cekB.)") icin

(@) (cek3.)" distribiisyon M iizerinde paraleldir.
(b) g, (AxBY,JV) =g, (CY,JAV)

(©) gy (VBI(X,JY), BIV) =g, (CY,JAV) dir (Sahin, 2010).

Ispat: vX,Y eT((cekB.)") ve WV e(cekp.) olsun. (2.17), (2.27) ve (4.3) esitlikleri

kullanilarak

9y (VXY V) =g, VY, V) =g, (V,(BY +CY),V)
=g, (VxBY,V)+g, (V,CY,IV)
=9, (A(BY +W,BY,V)+g, (ACY +HV,CY,JV)
=0, (ABY, V) +9g,; (W,BY,JV)+g, (ACY,IV)
+g,, (HV,CY,JV)

=0, (AABY,JV)+g, (VLCY,JV)
bulunur. Buradan (4.6) esitligi kullanildiginda
9y (VxY.V) =gy (ABY, V) —g, (CY,JAV)

elde edilir. Bu da (a)<>(b) oldugunu gosterir. Diger taraftan (2.8) ve (2.27)

esitliklerinden
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g, (ABY, V) =g, (V,BY =W, BY,JV)
=g, (V«BY,JV)—-g, (W,BY,JV)
=gy (-VA.(X,BY)+ V4 ABY — SV, BY, IV)
=gy (-VA.(X,BY), 8.IV)+g, (VL BBY, 8IV)
—Oy (BWBY, BIV)
=0y (-VA.(X,BY), V)

olur. Bu da (b) < (c) oldugunu gosterir. Buradan ispat biter.

Sonu¢ 4.2. (M, g,;,J,;) bir Kaehler manifoldu ve (N, g, ) bir Riemann manifoldu olmak

uzere

/B:(M’QM"]M)_)(I\LQN)

bir Langrangian Riemann submersiyonu ise asagidaki ifadeler birbirine esittir.

vX,Y eI’((cekB.)") igin

(@) (cekB.)" distribiisyon M iizerinde paraleldir.
(b) A JY =0
(©) (VB.)(X,JY) =0 dir (Sahin, 2010).

Teorem 4.3. (M,g,,,J,,;) bir Kaehler manifoldu ve (N,g,) bir Riemann manifoldu

olmak tizere

,BZ(M,QM,JM)—)(N’QN)

bir anti-invaryant Riemann submersiyonu ise asagidaki ifadeler birbirine esittir.

vX,Y eI'((cekB.)*") ve YV ,W eT'(ceks.) igin

(@) cek B, distribiisyon M {izerinde paraleldir.

(b) gy (VBIV,IX), BIW) =0
©  T,BX+A.V el () diir (Sahin, 2010).



Ispat: vX,Y eT'((cekB.)") ve YV ,W eT'(¢ekf.) igin (2.17) esitligi de kullamlarak
g, (V\W, X) =g, (V,IW, IX)
olur. (2.14) ve (2.26) esitlikleri kullanilarak

g, (VyW, X) =Vg_. (JW, IX)—g,, (W, V, IX)
=—g,; (AW, IV, X)
——g,, (JW, JT, X + HIV, X)
——g,, (AW, JT, X) =g, (AW, HV, IX)
——g,, (JW,HV, IX)

=—0y (BIW, BHV, JX)
elde edilir. (2.8) esitligi kullanildiginda

O (VVW7 X) =—0y (ﬂ*JW,V\l/}ﬂ*JX —(Vﬂ*)(\/, JX ))
=—0y (BIW, V] L.IX) + 9y (BIW, (VA)V, IX))
=gy (BIW,(VE)V, IX))

olur. Bu da gosterir ki (@) <> (b) dir. Tekrar (2.8) esitligi kullanilarak

Oy (BIW, (VAIV, IX)) = gy (BIW, V{AIX — AV IX)

= gy (BIW, V{ BIX) — gy (BIW, AV IX)
=—g,; (JW,V, IX)

elde edilir. (2.13), (4.2) ve (4.3) esitlikleri kullanildiginda

—g,, (JW,V, IX) =—g.. (W, V, (BX +CX))
——g,, (AW, V, BX +V,CX)

=—0,; W,V BX +[V,CX]+V V)

bulunur. [V,CX]eI(¢ekB.) oldugundan (2.25) ve (2.27) esitlikleri kullanilarak

33



34

—g,, (JW,V, IX) = =g, (IW, V, BX +[V,CX [+ V,V)
— g, (AW, T, BX + W, BX +[V,CX ]+ AV + W, V)
——g, (AW, T, BX)—g,. (IW, W, BX) —g.. (IW,[V,CX])
—0yy (AW, A, V) =g, QW, W, V)

=—0u (‘]W’TV BX + ACXV)

olur. Bu da gosterir ki (b) < (c) dir. Buradan ispat tamamlanir.

Sonug¢ 4.3. (M, g,,,J,;) bir Kaehler manifoldu ve (N, g,) bir Riemann manifoldu olmak

uzere

ﬂ:(M’gmaJm)_)(NigN)

bir Langrangian Riemann submersiyonu ise asagidaki ifadeler birbirine esittir.

vX eI'((cekB.)*") ve YV, W eTI'(¢ek4.) icin

(@) cek . distribiisyon M iizerinde paraleldir.

(b)  (VB)V,IX)=0
(€  T,JW =0 dir (Sahin, 2010).

Ispat: vX eI'((cekpB.)*) ve VV,W eI'(gekf.) igin ve teorem 4.3. ispat1 yardimiyla

gortlir. (2.17) esitliginden
9, (V\W, X) =g, (V,IW, IX)
elde edilir. (2.14), (2.17) ve (2.26) esitlikleri kullanilarak

g, (VuW, X) =Vg,, (JW, IX) —g,. (IW, V, IX)
=—0, (AW, IV, X)
=—g,; (AW, JT, X + HIV, X)
= —g,, (JW,IT,X) —g,; (W, HV,, IX)

——g,, (AW, HV, JX)
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=—0y (ﬂ*JWaﬂ*HVv‘]X)

olur. (2.8) esitligi kullanildiginda
9y (MWW, X) = =g (BIW, VI L.IX = (VA)V, IX))
=—0gy (BIW, V] L.IX) + 9y (BIW, (VA)V, IX))
=0y (BIW,(VB)V, IX))

elde edilir. B bir Langrangian submersiyon oldugundan (V£.)(V,JX) =0 bulunur. Yani

(a) < (b) saglanmis olur. (2.8) esitligi kullanilarak

9y (BIW, (VBIV, IX)) = gy, (BIW, VI BIX — B.(VY IX)
= gy (BIW,—B.(VY IX))
=-9g,; (W, V, IX)

elde edilir. (2.14) esitliginden

gy (BIW, (VAYV, IX)) = —g,; (JW, V, IX)
— g, (IX,V, W) -Vg,. (IX, IW)

=g,; (IX,V,IW)
olur. (2.26) esitligi kullanilarak ve £ bir Langrangian Riemann submersiyon oldugundan

Oy (BIW, (VA IX)) = g, (IX, V, IW)
=g, (IX,T,IW + HV, W)
=0y (IX, T, IW) + Oy (IX,HV,IW)

=g, (IX,T,IW)

elde edilir. T,JW eI'(¢cek5.) oldugundan (b) < (c) gosterilmis olur. Buradan ispat biter.

Riemann manifoldlar1 arasindaki bir £ diferansiyellenebilir doniigiimii V4. =0 sartini

sagliyorsa bu doniisiim total geodezik olarak adlandirilir.
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Teorem 4.4. (M,qg,;,J,;) bir Kaehler manifoldu ve (N,g,) bir Riemann manifoldu

olmak Uzere

B:(M,g,;,3,) —>(N,gy)

bir Langrangian Riemann submersiyonu ve 3 total geodezik bir doniisiim ise asagidaki

ifadeler birbirine esittir (Sahin, 2010). vX eT'((¢ekp.)") ve VYV ,W eI'(¢ceks.)igin

T,V =0 4.7)

ve

AW =0 (4.8)

dir.

Ispat: S bir Riemann submersiyon oldugundan vX,Y e I'((cek3.)") igin

(VB)(X,Y)=0 (4.9

dir. Diger taraftan YV ,W eT'(cekS.) i¢in (2.8), (2.15), (2.17), (2.26) esitlikleri kullanilarak

ve £ Langrangian Riemann submersiyon oldugundan

(VBIYW. V) =V, BN — B (V)
=—B.(ViiV)
= B.(3°VyV)
= B.(IVi V)
= A.((T, IV +HV,,IV))
= B.(JT, V) + B.(I(HV,, V)
= A.JT, V)

olup buradan
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(VBIW,V) = (T, V) (4.10)

elde edilir. VA. =0 oldugundan T,JV =0 gosterilmis olur. (2.8), (2.15), (2.17), (2.28)

esitlikleri kullanilarak

(VBI(X W) = V£ BW — B.(VIW)
=—A.(VYW)
= B.(3?V{W)
= B.(IVYIW)
= B.(I(ALIW + HVY IW))

= B.(IAIW) + B (I(HVY IW))

= £.(JA W)

olup buradan

(VBIX W) = B.(JA IW) (4.11)

elde edilir. V. =0 oldugundan A, JW =0 esitligi gosterilmis olur ve ispat tamamlanir.

Teorem 4.5. (M,qg,;,J,;) bir Kaehler manifoldu ve (N,g,) bir Riemann manifoldu

olmak tzere

/B:(M’QM’JM)_)(N19N)
bir Langrangian Riemann submersiyonu olsun. YV T'(¢ek3.) igin
/S harmoniktir < IzJT, =0

ifadesi saglanir (Sahin, 2010).

Ispat: B doniisiimii harmoniktir ancak ve ancak £ minimal liflere sahiptir. Bu durumda

m
B harmoniktir<> » T, =0
i=1
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dir. Diger taraftan VYV ,W eI'(¢ceks.) icin (2.17), (2.25), (2.26) esitlikleri kullanilirsa

IV,W =V, IW
ITW +Vy W) =T, IW + HV, JW

ITW +IVy W =T, IW + HV, JW

olup
JTW =T,JW

elde edilir. YV eT'(ceks.) icin (4.12) esitliginden

it my
ng (Tei Je,,V) ZZ Oy (J'l_eiei V)

m
— _z 9y (T.&,V)
i=1
bulunur. T anti-simetrik oldugundan

wl my
D05 (36, TV) == 0y (T, Je, V)

m

=) 0, (T.e,V)

i=1

elde edilir. (2.22) esitligi kullanilirsa

ul m;
D9, (%8, Te) =2 9, (T, V)

m m
2.9 (ei!‘]TVei):ng (Teiei7‘]v)
=1 i=1

olur. Buradan ispat biter.

(4.12)
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5. YARI-INVARYANT RIEMANN SUBMERSIiYONLAR

Tanim 5.1. (M,g,,,J,;) bir hemen hemen Hermityen manifold ve (N,g,) de bir
Riemann manifoldu olmak tizere ﬂ:(l\?l,gM,JM)—>(N,gN) bir Riemann submersiyon

olmak tizere, D,  ¢ek 4. vardir.

cekp. =D, @D,

Ve
JO,=D, J (Dz) - ((}ek/&e)i

ise B doniistimiine yari-invaryant Riemann submersiyon denir (Sahin, 2013b).

Bilinir ki dikey distriblisyon her zaman integrallenebilirdir ve bu da dikey distribiisyonun
M nin bir altmanifoldu oldugunu gosterir. Dikey distribiisyonun integral manifoldu

(lifler), M nin CR-altmanifoldudur (Sahin, 2013b).

Ornek 6: Her anti-invaryant Riemann submersiyonu bir yari-invaryant Riemann
submersiyondur. Ciinkii D, =0 ise J(D,)<(cekp.)” oldugundan anti-invaryant

Riemann submersiyon olur (Sahin, 2013b).

Ornek 7: Her invaryant Riemann submersiyon bir yari-invaryant Riemann

submersiyondur. Ciinkii D, =0 ise JD, = D, oldugundan invaryant Riemann submersiyon

olur (Sahin, 2013b).

Ornek 8: f:R®* > RR® ve

X +X, Xg+X X, +X

B %o, Xg0 Xy, X5, %) = ( «/5 , «/E ' ﬁ6)
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dénistimi J(a,a,,a,,8,,8s,85) =(—a,,8,,—8,,8,,—a,8;) kompleks yapist ile birlikte

verilsin. Bu doniisiime karsilik gelen matris

%/5/]/\/50 0 0 0
o0 o g

o0 0 Jg Al

elde edilir. Buradan rank 3. = boyRR® =3 oldugundan £ bir submersiyondur.

V =c¢ekB. =Sp{W, =(-11,0,0,0,0), W, =(0,0,-1,0,1,0), W, = (0,0,0,-1,0,1)}

H :(gekﬂ*)l:Sp{Xlz(}/ﬁ,}/ﬁ,0,0,0,0), xzz(o,o,/l/ﬁ,o,/]/ﬁ,O),
xsz(o,o,o,yﬁ,o,yﬁ)}

elde edilir. Ayni zamanda g, (X, X,) = 9. (8. X}, B.X,) 9.6 (X,, X,) = 9,0 (B.X,, B.X,)
Ve g.. (X5 X;3) =0,.(B.X,, B.X;) esitlikleri saglandigindan yatay vektorlerin uzunlugu

korunmus olur. Yani g bir Riemann submersiyondur.

JW, = J(~1,1,0,0,0,0) = (-1,—1,0,0,0,0) = —/2X,
JW, = J(0,0,-1,0,1,0) =(0,0,0,-1,0,1) =W,

oldugundan D, =sp{W,,W,} ve D, =sp{W,} elde edilir. Boylelikle S bir yar-invaryant

Riemann submersiyondur (Sahin, 2013b).
Ornek 9: F:R®* > R* ve

X=X X=X X=X X=X

F(X17X2'X3’X4’X5’X6’X7'X8)=( ﬁ 1 \/5 ) \/E ) \/E )

doniistimii J(8;,8,,8;,8,,85,8,8;,8) = (8, 8;,~85, 85,8, 85,—8,,8) kompleks yapist

ile birlikte verilsin. Bu dontisiime karsilik gelen matris



%5 _%/50 0 0 0 0 0
I::o 0 %/50 _%/50 0 0
“lo o 0 %/50 —%50 0

0 0 0 0 0 0 %/5 _%/5

elde edilir. Buradan rankF. =boyR* =4 oldugundan F bir submersiyondur. Diger

taraftan

V =¢ekF. = Sp{W, = (1,1,0,0,0,0,0,0), W, = (0,0,1,0,1,0,0,0),
W, =(0,0,0,1,0,1,0,0), W, =(0,0,0,0,0,0,1,1)

H = (cekF.)* :Sp{Xl:(}/ﬁ,—}/ﬁ,0,0,0,0,0,0), X, :(o,o,%ﬁ,o,—%ﬁ,o,o,m
xgz(o,o,o,yﬁ,o,—}/ﬁ,o,ox x4=(o,o,o,o,o,o,%ﬁ,—%ﬁ)}

elde edilir. g_. (X, X,) = g... (F-X;, EX,) esitligi tim yatay vektorler igin saglandigindan
F dontsiimii bir Riemann submersiyondur. Verilen kompleks yapi ile birlikte
IW, = 22X, , IW, =W,, IW, =-W, , JW, =—/2X, eldeedilir. Yani D, = sp{w,,W,}

ve D, =sp{W,,W,} oldugundan F bir yari-invaryant Riemann submersiyondur.

Onerme 5.1. (M,g,,J,,) bir Kaehler manifoldu ve (N,g,) bir Riemann manifoldu

olmak tzere

ﬂ:(M,g,\;“J,\z)_)(N'gN)

doniisimii bir yari-invaryant Riemann submersiyonu olsun.vX,Y eI'(D,), Z eT'(D,)

i¢in

(@) D, distriblisyonu daima integrallenebilirdir.

(b) D, distriblisyonu integrallenebilirdir < g, (T, JY —T,JX,JZ)=0

esitlikleri saglanir (Sahin, 2013b).
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Ispat: (a) VX eT'(D,), VY,Z eT'(D,) igin ve (2.13), (2.16), (2.26) esitlikleri kullanilarak

9a [Y.2]. X) =9, (V4 Z,X) = 9,, (V,Y, X)
=9, (V,JZ,IX)—g,, (V,IY,IX)
=0, (M JIZ+HV,JZ,IX)-g, (T,IY +HV,JIY,IX)
=9, (T,9Z,IX) + 9, (HV,JZ,IX) - g, (T,IY,IX)

-g,; (HV,JY, JX)
elde edilir. (2.22) esitligi kullanilirsa
9, (Y.Z2],X)=9,(T,IZ-T,IY,IX)=0

bulunur ve D, nin integrallenebilir oldugu gosterilmis olur.

(b) YU,V eI'(D,), YW €I'(D,) igin ve (2.13), (2.16), (2.25) esitlikleri kullanilirsa

9 (U.V].W) =g (V,V.W) - g, (V,U,W)
=g, (VyIV,IW)—-g, (V,JU,IW)
=g (TLIV +VV, IV, IW) — g, (T, JU +VV, JU, IW)
=g, (T, IV, IW) + g, (W, IV,IW)—g, (T, IU,IW)

-0,; (W, JU,JW)
olur. (2.22) esitligi kullanilarak

9, (U.V]W) =g, T,V -T,JU,IW) =0

elde edilir ve D, in integrallenebilir oldugu gosterilmis olur. Buradan ispat biter.

Tamm 52. (M,g,,,J,,) bir Kaehler manifoldu ve (N,g,) bir Riemann manifoldu

olmak tizere

ﬂ:(M,g,\;“J,\z)_)(N'gN)

dontigiimii bir yari-invaryant Riemann submersiyonu olsun. YV eI'(¢ekf.) igin
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WN =gV +aV (5.1)

dir (Sahin, 2013b). Burada ¢V eI'(D,) ve aV eI'(JD,) dir. Ayn1 zamanda

VX eT'(cekB.)" i¢in
JX =BX +CX (5.2)

olur (Sahin, 2013b). Burada BX €I'(D,) ve CX eI'(x) diir.

vV, W eT'(¢ek 3.) igin (2.25), (2.26), (5.1) ve (5.2) esitlikleri kullanilarak

V,JW =JV,W
VoW +V, W = J(T,W +Vy W)
TN +Vv QN +T, W + HV, W = BT W +CT W +¢Vv W + o Vv W

Vv AN —pVy W +HV, oW —0Vy W = BT, W —T, W +CT,W —T, §W

elde edilir. Buradan

(V, AW =Vy gV —gpVy W ve (V, o)W = HVM oW — 0V W
olarak alinirsa
(V @)W =BT, W —T, oW ve (Vyo)W =CT W —T, 4NV

esitlikleri elde edilir (Sahin, 2013b).

Onerme 5.2. (M,g,;,J,;) bir Kaehler manifoldu ve (N,g,) bir Riemann manifoldu

olmak tizere

B:(M,g;,3,)—>(N,gy)

donilisiimil bir yari-invaryant Riemann submersiyonu olsun. YV ,W eI'(¢ekf.) i¢cin S

doniistimiiniin lifleri yerel carpim manifoldu ise (V, @)W =0 dir (Sahin, 2013b).
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Bir yari-invaryant Riemann submersiyonun total geodezik olmasi igin gerek ve yeter sart

VXY e(TM) igin (VA.)(X,Y) =0 olmasidir (Sahin, 2013b).

Teorem 5.1. (M,g,,J,,) bir Kaehler manifoldu ve (N,g,) bir Riemann manifoldu

olmak lizere

ﬂ:(l\7|,g,\;,,3,\;,)—>(N-9N)

donligimii  bir yari-invaryant Riemann submersiyonu olsun. VX,Y eI'(¢ekf.) ve
VZ eT'(cekp.)*" icin B donlsiimii asagidaki ifadeler saglandiginda total geodeziktir
(Sahin, 2013Db).

(@) Vx @Y +T, Y ve Vx BZ+T,CZ ifadeleri D, distribiisyonuna ait

(b) HVi oY +T,¢Y Ve T,BZ+HVYCz ifadeleri JD, distribiisyonuna ait

Ispat: () vz,,Z, e (cekB.)* icin ve (2.8) esitligi kullamldiginda

(VBINZ1,Z,) =V4BZ,— B(V3Z,)

=V, BZ,-B(V}Z,)

elde edilir. Buradan
(VBI)(Z,Z,)=0 (5.3)

bulunur. WX,Y eT'(cekB.) icin ve (2.8), (2.17), (2.25), (2.26), (5.1), (5.2) esitlikleri

kullanilarak

(VBY(X.Y)=VLBY = B.(VYY)
=—B.(VYY)
= B.(IVYIY)

= L.(IVYY +IVYwY)

= L(I(T Y +V, @Y +T, Y + HVV wY))
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= B.(BT #Y +CT #Y +¢Vx & +0Vx §Y

+gT Y + T, @Y +BH Vx oY +CHVY oY)

olur. (BT, @Y +¢Vx @Y + 4T, Y + BH Vx oY) egekB. oldugundan
BT, #Y +dVx @Y + 4T, Y + BH Vx oY =0 bulunur. (VB.)(X,Y)=0 olmas: i¢in ise

CT Y +oVx ¢Y + T, +CHVY oY =0 olmalidir. Yani

o(Vx Y +T,¥)=0 Ve  C(T Y +HVVwY)=0 (5.4)

elde edilir. Benzer sekilde VX eI'(¢ekf.), VZ eT'(¢ekB.)" icin ve (2.8), (2.17), (2.25),
(2.26), (5.1) ve (5.2) esitlikleri kullanildiginda

(VB)X,Z)=V45BZ-BVYZ
Sy AV 4
= 8IVVIZ

——B.VYBZ +3VY¥CZ)
= BJ(T,BZ+VvV, BZ+T,CZ+HVYCZ)

= f.(BT,BZ+CT,BZ +¢Vx BZ+wVx BZ+¢T,CZ

+wT,CZ +BHVYCZ +CHVYCZ)

elde edilir. BT, BZ +¢Vx BZ +¢T,CZ + BHVY'CZ e gek 3. oldugundan
BT,BZ +¢Vx BZ +¢T,CZ + BH VfCZ =0 bulunur. (VA.)(X,Z) =0 olmasi igin ise

CT,BZ +wVx BZ + &T,CZ +CHVYCZ =0 olmahdir. Yani
o(Vx BZ+T,CZ)=0 ve C(T,BZ+HVYCZ)=0 (5.5)

bulunur. Béylelikle Vx ¢Y +T, Y ve Vx BZ+T,CZ ifadeleri D, distribiisyonuna ait,
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T.#Y +HVY oy ve T,BZ+HVYCz ifadeleri ise JD, distribiisyonuna ait olup ispat

tamamlanir.

Onerme 5.3. (M,g,,,J,,) bir Kaehler manifoldu ve (N,g,) bir Riemann manifoldu

olmak Uzere

ﬂ:(M,gMaJm)_)(N!gN)

dontistimil bir yari-invaryant Riemann submersiyonu olsun. vX,, X, eT'(gekB.)" icin

(cekB.)" distribiisyon
A BX,+HVYCX,el(1) V& A CX,+wWY X, el(D,)
sartlar1 saglandiginda M iizerinde paraleldir (Sahin, 2013b).
Ispat: vX,, X, eI'(cekB.)" igin ve (2.17), (2.27), (2.28), (5.2), (5.4), (5.5) esitlikleri
kullanilarak

Vi X, =—JVY X,
=-J(VY BX,+VYCX,)
=—J (A BX, +VWV} BX, + A CX, +HV}CX,)
=—BA, BX, —CA, BX, —gvV BX, — vV} BX,

~¢A, CX, —wA, CX, —BHV} CX,~CHVYCX,

elde edilir. (ceks.)* distribiisyonun paralel olmast i¢in VQX , € (cekB.)" olmasi gerekir.
Yani —BA, BX, —gvV} BX, —¢A, CX, —BHV) CX, =0dr. B(A, BX,+HV}CX,)=0

ve (W} BX,+A, CX,)=0 olmasi igin ise
A BX,+HVYCX,el(x) ve WYBX,+A CX,eTl(D,)

olmalidir.
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Onerme 5.4. (I\7I,gM,JM) bir Kaehler manifoldu ve (N, g,) bir Riemann manifoldu

olmak Uzere

B:(M,gy.,35)—>(N,g,)

doéniistimii bir yari-invaryant Riemann submersiyonu olsun. VY,,Y, eI'(¢ek £.) icin gek S.

distriblisyon
T, M, +HV oY, eT(ID,) Ve T, o, +VygY,cl(D,)
sartlar1 saglandiginda M iizerinde paraleldir (Sahin, 2013b).

ispat: VY,Y, eT(cekR.) icin ve (2.17), (2.25), (2.26), (5.1), (5.4), (5.5) esitlikleri

kullanilarak
ViY, =—JVYJY,

=—J(V)\§Y, + VY oY,)

=—J (T, #Y, +Vy, Y, + T, o, + HV) oY)

=—BT, ¢Y, —CT, &Y, =9 Vv, ¢Y, —'Vy, ¢Y,

—§T, &Y, — T, &Y, - BHV &Y, —~CHVY o,

elde edilir. ¢ek 8. distriblisyonun paralel olmasi igin V\'Z' Y, eT'(¢ek 4.) olmas1 gerekir. Yani
~CT, #Y, — @V, ¢, — T, Y, —~CHV} oY, =0 olmalidir. C(T, 4Y, +HVy aY,)=0 ve

o(Vy, ¢Y, +T, Y,) =0 esitliklerinin saglanmast i¢in

T, Y, +HV) @Y, eT(JD,) Ve T, aY,+Vy, #Y, c[(D,)

olmalidir. Buradan ispat tamamlanir.
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Teorem 5.2. (M,gM,JM) bir Kaehler manifoldu ve (N,g,) bir Riemann manifoldu

olmak Uzere

B:(M,gy.,35)—>(N,g,)

dontistimi bir yari-invaryant Riemann submersiyonu olsun. vz,,z, e T((gek 5.)") igin M

manifoldu Mp, xMp, xM 00

(Vo) =0 ve
A, BZ,+ HV;"; CZ,el'(w), ACZ, +VV§".1 Z,eI'(D,) sartlarin1  sagladiginda  yerel

carpim manifoldudur (Sahin, 2013). Burada M, , M, ve M D,,D, Ve (ceks.)"

(cek B )+

distriblisyonlarinin integral manifoldudur.

Teorem 5.3. (M,gM,JM) bir Kaehler manifoldu ve (N,g,) bir Riemann manifoldu

olmak Uzere

B:(M,gy,3;)—>(N,gy)
doniisimii  bir yari-invaryant Riemann submersiyonu olsun. VvY,,Y, e "(¢ekf3.)",

x M

Xy, X, €T(gek ), V e (1) ve W eT(D,) igin M manifoldu M, xM .,

O\ ((Vﬁ*)(Xp Xz),ﬁ*JW)) =0, oy ((vﬁ*)(xll Xz)’ﬁ*(\/)) =—Oy (Tle'¢X2)
ve

A,BY, +HVY'CY, eT'(u), ACY,+WwW.Y,eT(D,)

sartlarmi sagladiginda yerel ¢arpim manifoldudur (Sahin, 2013b). Burada M(gek,&) ve

M syt cekS. ve (gcekB.)" distriblisyonlarinin integral manifoldudur (Sahin 2013b).

5.1. Yani-invaryant Riemann Submersiyonlarda Total Umbilik Lifler

Tanmmm 5.1.1. (I\7I,gM) bir Riemann manifoldu ve (N,g,) de bir Riemann manifoldu

olmak tizere
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B:(M,g;)—>(N,gy)

doniisiimil bir Riemann submersiyonu olsun. VY, Z e T'(¢ekS.) i¢in
TYZ=gM (Y,Z2)H (5.6)

sart1 ile birlikte Riemann submersiyonda total umbilik lifler olarak adlandirilir. Burada H

liflerin ortalama egrilik vektor alanidir (Sahin, 2013b).

Ayrica hatirlayalim ki sabit kesitsel egriligi ¢ olan bir basit baglantili Kaehler manifold
kompleks uzay-form diye adlandirilir ve M (c) ile gosterilir (Sahin, 2013). M(c) nin

egrilik tensérii VU,W,V eT'(TM) igin

R(U,W)V :%[g(\N,V)U —g(U V)W +(IW,V)JU —g(JU,V)IW +2g(U,IW)IV] (5.7)

seklindedir (Yano and Kon, 1984; Sahin, 2013b).

O’Neill (1966) Riemann submersiyonlarda asagidaki iligkiyi ifade etmistir.
Y, Y,,Y, eI'(cek B.) ve W eT'(cek3.)" igin

G (R™ (Y1, Y)Y W) = G (Vi T),, Yau WD) = Gy ((V T, Yo W)) (5.8)

Burada R“ , M  manifoldunun egrilik tensor alamidir ve VT ise T nin kovaryant

turevidir.

Bejancu (1986) CR-altmanifoldlarda ifade ettigi gibi (5.6), (5.7) ve (5.8) esitliklerini

kullanarak asagidaki teoremi elde etmistir.

Teorem 5.1.1. (I\7I(c),gM,JM) total umbilik liflere sahip bir kompleks uzay form ve

(N, g,) bir Riemann manifoldu olmak iizere
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B:(M.g;.35)—>(N.gy)

doniistimii bir yari-invaryant Riemann submersiyonu ise ¢ = 0 dir (Sahin, 2013b).

Onerme 5.1.1. (I\7I,gM,JM) bir Kaehler manifoldu ve (N, g, ) bir Riemann manifoldu

olmak lizere

B:(M,gy.,33)—>(N,g,)

doniistimii total liflere sahip bir yari-invaryant Riemann submersiyonu olsun. O zaman
H eI'(JD,) dir (Sahin, 2013b).

Ispat: X,,X,el(D), Wel(x) igin ve (2.15), (2.16), (2.17), (2.25), (5.1), (5.2)
esitlikleri kullanilarak
(Vi )X, =V, IX, IV, X,
0=T, IX,+Vx, IX, = JI(Ty X, +Vx X,)

0=T, JX, +Vx, X, =BT, X, -CT, X, -¢Vx, X, —oVx, X,

T, IX, +Vx, IX, = BT, X, +CT, X, +4Vx, X, +@Vx, X,
elde edilir. (4.12) ve (5.2) esitlikleri kullanilirsa

Gy (T X5, W) = g; (CT, X, W)

=0, (JTy X, =BT, X,,W)

9y (JTx, X2, W) =gy (BT, X5, W)

=0y (Tx, X5, IW)

olur. (5.6) esitliginden
Oy (X11 ‘]Xz)-gm (H 1W) =0y (Xl’ Xz)-gm (H ) ‘]W)

bulunur. Burada X, ve X, nin rolleri degistirilirse
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Oy (xz, Jxl)-gM (H 1W) =—0u (in Xl)-gM (H ) JW)
olur. Bu esitlikler taraf tarafa toplandiginda
0= Oy (Xl, Xz)-gm (H ) JW)

elde edilir. g (X;,X,)#0 oldugundan g.(H,JW)=0 elde edilir. O halde H eI'(JD,)

olmalidir.
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6. SLANT RIEMANN SUBMERSIYONLAR

Tamm 6.1. M manifoldu, (M, Ug:J,;) hemen hemen Hermityen manifoldun bir
altmanifoldu olmak tizere sifirdan farkli VX e D, (distribiisyondaki herhangi bir p ) i¢in
JX altindaki goriintiisti ile D , arasindaki ag1 sabit ise yani vektore ve noktaya bagl degilse

D distribiisyonu M manifoldu iizerinde slant distriblisyon olarak adlandirilir ve bu agiya

ise slant distriblisyonun slant agis1 denir (Cabrerizo et al., 1999).

Tamm 6.2. (I\7I ,0y;»Jy) hemen hemen Hermityen manifold ve (N, g,,) de bir Riemann

manifoldu ve

B:(M,g;.,35)—(N,g,)

bir Riemann submersiyon olmak lizere eger sifirdan farkh VY eI'(geks.,); Pe M,

ek B., uzayi ile JY arasindaki ag1 3 sabit ise (Vpe M ve VY eT'(cek B.,) se¢iminden

bagimsiz) o zaman A slant submersiyon olarak adlandirilir (Sahin, 2011).

Riemann submersiyon kavraminin genelinde ¢ek . her zaman integrallenebilir oldugunu

bilinir ki dikey distribiisyon liflere karsilik gelir ve lifler de altmanifolddur. Yukaridaki

tanimdan dolay1 slant submersiyonunun lifleri slant altmanifolddur (Sahin, 2012).

Ornek 10: Her hemen hemen Hermityen manifolddan hemen hemen Hermityen manifolda
tanimli bir invaryant Riemann submersiyon slant agis1 ¢ =0 olan bir slant submersiyondur
(Sahin, 2011).

Ornek 11: Her hemen hemen Hermityen manifolddan Riemann manifolda tanimli bir anti-

invaryant Riemann submersiyon slant agis1 9 = % olan bir slant submersiyondur (Sahin,

2011).



Ornek 12: o:R* > R? ve

o (X, Xy, X5, X,) = (X, SINx — X, COS , X,,)
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doniisimi  J(a,,a,,8;,8,) =(-a,,a,,—a,,a8,) kompleks yapisi ile birlikte verilsin. Bu

dontistime karsilik gelen matris

G*:

sina 0 —cosa O
0 0 0 1

Matrisin ranki

m(sin «,0,—cos &, 0) +n(0,0,0,1) =(0,0,0,0)

msina=0=m=0, n=0

olur. ranko, =boyR? =2 oldugundan o bir submersiyondur. ¢eko. =

oldugundan W = (b, c,d,e) alinirsa

b

sina 0 —cosa O0]|c 0
G*W = =
{0 0 0 1} d [0}

e

bsina—dcosa =0
bsina=dcosa =b=dcota
e=0

W =(d cot«,c,d,0) =¢(0,1,0,0)+d(cot «,0,1,0)

V =ceko. = Sp{W, = (cot,0,1,0), W, =(0,1,0,0)}

H = (¢ceko.)" =Sp{X, = (sine,0,—cos«,0), X, =(0,0,0,

0, (X1, X)) =0,.(0.X;,0.X,) olup olmadigina bakilirsa

{W : ¢eko, =0}

D}

0, (X1, X;) = g,.. ((5in,0,—cos &, 0), (sin &, 0, —cos &z, 0)) =sin® x +cos® ar =1
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sina

X sind 0 —cosa Of| O sina+cos’a| |1
O = = =
! 0 0 0 1|-cosa 0 0

0
0, (62 X1, 0.X,) = ... ((,0),(1,0)) =1

9. (X4, X)) =9, (02X, 00.X)) olur. O, (X5, X,) =0.. (6. X,,0.X,)  esitligi de

saglandigindan yatay vektorlerin uzunlugu korunur. Yani o bir Riemann submersiyondur.

JW, = J(cot,0,1,0) = (0, cot ,0,1)

2
Jow = Voot |25 / 1 -1 coseca, |W|=1
SIn~ a SIn“a Siha

g(dW,W,) cote
CosS 9 = =
[IW,[[|W,|  cosecea

=9%9=«

Buradan O< a < 7 icin o bir slant Riemann submersiyondur.

Ornek 13: F:R* > R? ve

F(Xi’XZ’XS’XA) :(Xl\;EX4 ’Xz)

donisimi J(a,a,,a,,8,) =(-a,,8,—8,,8,) kompleks yapist ile birlikte verilsin. Bu

dontistime karsilik gelen matris
00 —y
F= %/5 V2
0 1 0 O
Matrisin ranki

m(}/ﬁ,o,o,—}/ﬁ)+n(0,l,0, 0) = (0,0,0,0)
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%,E:Oam:o, n=0

olur. rankF. =boyR? =2 oldugundan F bir submersiyondur. cekF. = {W - cekF, = O}

oldugundan W = (b,c,d,e) alinirsa

FW =

%ﬁoo%fzm
o 10 o [9]LO

e

b-e

2

=0=>b=e c=0

W =(e,0,d,e) =e(1,0,0,1)+d(0,0,1,0)

V =¢ekF. = Sp{W, =(0,0,1,0), W, =(1,0,0,1)}

H = (cekF.)" = Sp{Xl = (/Vﬁ,o,o,—yﬁ), X, = (0,1,0,0)}

. (X1, X)) =9,.(FEX,,EX) olup olmadigina bakilirsa

9, (X, X,) = gw«yﬁ,o,o,—yﬁ),(yﬁ,o,o,—yﬁ» =1

F*xl{%z 00 OJE] : _[%;%m |

0 10

O (X, BEX) =0,.(10).(1,0) =1

9, (X, X)) = 9,. (EX,,EX,) elde edilir. g .(X,,X,)=9,..(EX,,FEX,) esitligi de

saglandigindan yatay vektorlerin uzunlugu korunur. Yani F bir Riemann submersiyondur.
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JW, = J(0,0,1,0) =(0,0,0,1)

Jowi|=1, |W,|=~2

gEIW,W,) 1 T
CosS 9= =—=9%==

Jow ] V2 4

Buradan 19=% oldugundan F bir slant Riemann submersiyondur.

Ornek 14: g:R* > R* ve

’B(Xi’ X31 X3 X4) = (_Xa’ Xi/_zxi)

doniisimi J(a,,a,,8;,8,) =(-a,,a8,,—a,,8,) kompleks yapisi ile birlikte verilsin. Bu

doniisiime karsilik gelen matris

s Yy Ky 0o

Matrisin ranki

k(0,0,-1, 0)+s(—%/§,%/§,0,0) =(0,0,0,0)
k=0, s=0

olur. rankg. =boyR? =2 oldugundan £ bir submersiyondur. ¢ekp. = {W cekp. = 0}

oldugundan W =(X,y, z,t) alinirsa

X

[ Ve %F L 2} o
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z=0, ﬂ:O:>x:y

N7

W =(y,y,0,t) = y(1,1,0,0) +t(0,0,0,1)
V =¢ekf. = Sp{W, = (1,1,0,0), W, = (0,0,0,1)}
H = (cek B.)" =Sp{X, =(0,0,-1,0), X, = (—%/5,/1/\/5,0,0)}
9, (X, X,) = 9. (B.X,, B.X,) esitligi incelenirse

ng: (X11 Xl) = ng: ((O’ 0,-1, O)’ (O! 0,-1, O)) =1

[ E 0} : F}
0 O =

VAE %f A"

9,: (BX,, BX) =0,.((1,0),(L0)) =1

0, (X1, X)) =0,. (B.X, B.X,) elde edilir. g .(X,,X,)=0..(8.X,,8X,) esitligi de

saglandigindan yatay vektorlerin uzunlugu korunur. Yani S bir Riemann submersiyondur.

IW, = J(1,1,0,0) =(0,0,-1,1)

Jowi =2, |w,]=1

g(J w,) 1 V4
cos 9 = _ - 9"

Jawi [, ||||W2|| J2 4

Buradan 19=% oldugundan A bir slant Riemann submersiyondur.
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(I\7I ,0,i»J,;) hemen hemen Hermityen manifold ve (N, g,) de bir Riemann manifoldu ve
B:(M,gy.,35)—>(N,g,)
bir Riemann submersiyon olsun. ¥X eTI'(¢ekf.) i¢in
IX = gX + wX (6.1)
dir. Burada ¢X dikey parga ve @X yatay parcadir. Z e (¢ek8.)" igin
JZ=BZ+CZ (6.2)

dir. Burada BZ dikey bilesen ve CZ de yatay bilesendir (Sahin, 2011).

VM, N eI'(¢eks.) icin ve (2.17), (2.25), (2.26), (6.1), (6.2) esitlikleri kullanilarak

VuIN=JV,N
VudN+V,0oN =J(T,N+Vu N)

TN + Vi gN +T, 0N + HV,,&wN = BT,N +CT,,N +¢Vu N +©Vu N
elde edilir. Buradan

Vi N +T,oN =¢Vu N+BT,N ve T,¢N+HV, wN=CT,N+wVu N
olur. Vu ¢N —pVwu N =(V,,#)N olarak alinirsa

(V,#N =BT,N-T, &N (6.3)

bulunur (Sahin, 2011). HV,,oN —@Vwuw N =CT,,N —T,,¢#N olarak alinirsa da
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(V,,@)N =CT,,N-T,, 4N (6.4)

olur (Sahin, 2011). Ayni1 zamanda bu esitliklerden

(Vy®)N=Vu gN—gVu N ve (V,,@)N=HV,oN-oVu N

elde edilir.

(I\7I ,0,i:J,;) hemen hemen Hermityen manifold (N, g,) de bir Riemann manifoldu ve

B:(M.g;.35)—>(N.g,)

bir has slant submersiyon olsun. I'(cekB.)* da @, Levi-Civita konneksiyonuna gore

paralel ise VM, N eTI'(¢eks.) icin (V,,@)N =V,,oN —a(V,,N) =0 dir (Sahin, 2011).

Teorem 6.1. (l\7| .0, Jy) hemen hemen Hermityen manifold ve (N, g, ) de bir Riemann

manifoldu olmak tizere

B:(M.g;.35)—>(N.gy)

bir Riemann submersiyon olsun. Eger sabit bir 4 € [—l, 0] varsa 0 zaman A bir has slant

submersiyondur. Oyle ki VX eI'(¢ek3.) igin
#*X = AX
dir. S has slant submersiyon olduguna goére A =-cos” 4 dir (Sahin, 2011).
Ispat: S slant submersiyon < ¢°X = AX oldugu gosterilmelidir. VX e I'(¢ek5.) icin

Gerek ) - ||¢X||
— [ slant submersiyon ise cos 3= 15|

oldugu kabul edilir.

g(gX,¢X) =cos® 9g(IX, IX)
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—g(¢°X, X) =cos* 9g(X, X)
g(p*X, X) =—cos”* 9g(X, X)
g(¢°X, X) = g(—cos® 3X, X)

#*X =—cos® X

¢* =—cos® 9l

elde edilir. Ya da

g(¢*X, X) = g(—cos® 9X, X)
g(#*X, X) +g(cos* 9X, X) =0
g(#*X +cos? IX, X) =0
¢ X =—cos® IX

¢ =—cos® 91
ile bulunur.

Yeter

&= Tersine kabul edilir ki 4 e[—l, O] ve YW eTI'(¢ek3.) icin ¢p*W =AW alinir. B nin

slant submersiyon oldugu gosterilmelidir. JW ile ¢§W arasindaki a¢1 sabit oldugundan ve

¢ W = AW oldugundan

cosS:g(JW’ﬁN)=_g(\N’J¢W)=—9(\N,¢2\N)=—9(W,1W):—lg(W,W)
[wlllgw]  Jawlllgw]  fowlligw]  [awav]  fow [igw]

elde edilir. Metrigin tanimindan

—AgEW, W) _ AW w] 1 o
[Swilw] - Jowilew] v coss

Cos %=

olur ve buradan ispat tamamlanr.
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Onerme 6.1. (I\7I ,0,i»J,;) hemen hemen Hermityen manifold ve (N, g,) de bir Riemann

manifoldu ve

B:(M,gy.3;5)—>(N,g,)

slant agis1 ¢ olan bir Riemann submersiyon olsun. VY,Z eI'(cekf.) i¢in asagidaki

esitlikler saglanir (Sahin, 2011).
9y (#Y,42) =cos® 99, (Y, Z) (6.5)
g, (&Y, wZ)=sin*9g,. (Y,Z) (6.6)

Ispat: VY,Z eT'(cekB.) icin ve (6.1) esitliginden

9(oY,Z2)=9(JY —wY,Z)
=9(JY,2Z2)-g(wY,Z)
=9(JY,2)
=-g(¥,J2)
=—0g(Y,¢Z +wZ)
=—9(Y.¢2)-9(Y,wZ)
=-9(Y.¢2)

elde edilir. g(¢Y,Z) ifadesinde Y = g#Y alinirsa
9(¢%Y,Z) =—9(4Y,¢4Z)

bulunur. ¢* = —cos* 31 oldugundan

g(—C052 'gY!Z) = _g(¢Y!¢Z)

olur. Yani

9(¢Y,9Z) =cos’ 9g(Y,Z)

elde edilir ve (6.5) ispatlanmisg olur. (2.16), (6.1) ve (6.5) esitlikleri kullanilarak
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9(Y,Z2)=9@Y,JZ2)=qg(¢Y + oY ,pZ + wZ)
9(Y,Z2) =9(¢Y,9Z) + 9(#Y, wZ) + 9(aY , ¢Z) + (Y , 0Z)
g(Y,Z)=cos’ 39(Y,Z) +g(wY,wZ)

elde edilir. Bu esitlik diizenlendiginde

g(Y,Z)—cos* 9g(Y,Z) = g(aY,wZ)

g(Y,Z)(A—cos® 9) = g(Y , @Z)

sin® 3g(Y,Z) = g(wY,wZ)
g(wY,wZ)=sin*9g(Y,Z)

olur ve (6.6) esitligi de ispatlanmis olur. Buradan ispat biter.

Onerme 6.2. (I\7I 0, »J,;) hemen hemen Hermityen manifold ve (N, g,) de bir Riemann

manifoldu olmak tizere

B:(M.g;.35)—>(N.gy)

dontigiimii bir has slant submersiyon ise 0 zaman g, J. ye gore invaryanttir (Sahin,

2011).

Ispat: (cekB.)" = wcek 8. @ i bilindigine gore 4 niin invaryant olmasi icin U € u ise

JU € i olmahdir. VZ eT'(¢ekS.) icin (2.16) ve (6.1) esitlikleri kullanilarak

g(IU,wZ) = g(JU, IZ —¢Z)
=g(JU,JZ)—g(JU, ¢2)
=gU,2)-g(U,¢Z)
=-g(JU,¢2)

elde edilir. Teorem 6.1. ve (2.15), (6.1) esitlikleri kullanilirsa

—9(JU,¢Z2) =g, J¢Z)
=9, #°Z + wpZ)
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=g(U,4°Z) +9U, wpZ)
=—cos* 9g(U,Z)+gU, wgZ)
-0

bulunur.

9g(JU,Z2)=—gU,JZ)
=—qU,¢Z +wZ)
=—g(U,¢Z)—g(U,COZ)
=0

olur ve bu da & niin invaryant oldugunu gosterir. Buradan ispat tamamlanir.

Sonug 6.1. (I\7I % 4+ J,;) hemen hemen Hermityen manifold ve (N", g,,) de bir Riemann

manifoldu olmak tizere

B:(M,g,,3,)—>(N,g,)

doniistimii bir has slant submersiyon ve

ise ¢ek 3. i yerel ortonormal bazlari olsun. O zaman {cSC Ja®,,CSC I8, ,.....,CSC Ik, , }
da w(cek S.) 1n yerel ortonormal bazlaridir (Sahin, 2011).
Ispat: (6.6) esitligi kullamlarak

Oy (e, ;) =sin’ lggm (&)

1
mgm (a)ei’a)ei): Oy (ei’ei)

elde edilir. g (e;,e) =1 oldugundan
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g,; (csc Ywg,, csc Jae;) =1

elde edilir ve ispat biter. Bir baska sekilde g, (csc9we,,cscIwe;)=05; gosterilmesi

yeterlidir. i, %1?} icin (6.6) esitligi kullanilarak

9, (csc 9w, csc Jve,) = csc” Isin® 9g,; (e, €;) = 5

olur ve ispat tamamlanur.

Onerme 6.3. (Mm,gM,JM) hemen hemen Hermityen manifold ve (N",g,) de bir

Riemann manifoldu olmak tizere
B:(M,gy.,35) —>(N,g,)

doniisiimii bir has slant submersiyon olsun. Eger e,....e_ . , ¢ek/. 1n ortogonal birim

2

vektor alanlar1 ise o zaman

2 2

{el,sec 9¢e,,e,,secIge,,...,e. ,,SecHge, . . }
ifadesi de ¢ek . un yerel ortonormal bazlaridir (Sahin, 2011).

M™, 0, J,) hemen hemen Hermityen manifold ve (N", g, ) de bir Riemann manifoldu

olmak tizere

B:(M,g,.3;3) —>(N,g,)

dontiisiimii bir has slant submersiyon olsun. Slant immersiyonlarda ortonormal bir yapz,
{e,,sec Ige, e,,5eC I, ,...,€,,5eC 9ge, ,CSC Jeve,, CSC Ik, .., CSC Jwe, }

slant submersiyonlar i¢in adapted slant yap1 olarak adlandirilir (Sahin, 2011).
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Onerme 6.4. (Mm,gM,JM) hemen hemen Hermityen manifold ve (N",g,) de bir

Riemann manifoldu olmak tizere
B:(M,gy,33) —>(N,g,)

doniistimil bir has slant submersiyon olsun. O zaman boy(z) =2n—m olur. Eger u = {0}

ise 0 zaman da n =g dir (Sahin, 2011).

Ispat: boy(cek5.) =m—n oldugu bilindigine gére boy(w(¢ek3.)) =m—n olur.

T™ = (¢ek3.) @ (gek B.)"
T™ = (cek B.) @ w(Gek B.) @ (1)

olur. Sonug 6.1. kullanilarak

m = 2(m—n) +boy(x)
boy(x) =2n—m

elde edilir. Eger u={0} ise
0=2n-m

m
n=—
2

bulunur ve ispat tamamlanir. Devaminda slant Riemann submersiyonlarin harmonikligi

incelenecek ancak oncesinde hazirlik igin 6nerme verilecektir.

Onerme 6.5. (Mm,gM,JM) Kaehler manifold ve (N",g,) de bir Riemann manifoldu

olmak lzere

ﬂ:(M!gM’JM)_)(N’gN)

doniisiimii bir has slant submersiyon olsun. Eger ¢ek. de V konneksiyonuna gore

paralel ise VY eI'(cek/s.) i¢in



Ty #Y =—cos’ ITY

dir (Sahin, 2011).

Ispat: VY,Z eT'(cek B.) igin (2.22) ve (6.4) esitlikleri kullanilarak

(Vy®)Z =CT,Z -T,4Z
CT,Z =T,¢Z
CT,Y =T,4Y

elde edilir. CT,Z =T,¢Z ve CT,Y =T,¢Y esitlikleri taraf tarafa ¢ikarilirsa
CT,Z-CT,Y =T, ¢Z -T,¢Y
olur ve (2.22) esitliginden

T,0Z =T,¢Y

bulunur. Z yerine ¢Y kullanilirsa ve teorem 6.1. ile birlikte

T, 4°Y = TyoY

T, #Y =—cos” ITY

66

(6.7)

(6.8)

elde edilir ve ispat biter. Sirada has slant submersiyonlarin harmonikligi i¢in yeter sart

verilecek.

Teorem 6.2. (Mm,gM,JM) Kaehler manifold ve (N",g,) de bir Riemann manifoldu

olmak lzere

B:(M.g;.35)—>(N.gy)

doniisiimii bir has slant submersiyon olsun. Eger ¢ek. da V konneksiyonuna gore

paralel ise 0 zaman A doniisiimii harmoniktir (Sahin, 2011).
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Ispat: VY,Y, e'(gek A.)" igin

(6ﬂ*)(Y11Y2) =0 (6.9)
oldugu bilinir. B doniisiimii ancak ve ancak
z:n (%ﬂ*)(éi J éi) = _Z:n P (Téi éi) =0

sarti saglandiginda harmoniktir. Burada {&}" ", ¢ek 8. m ortonormal bazidir. (2.8) ve (6.2)

esitlikleri kullanilarak
D (VA)E.E) =D VIAE) -2 AVyE)
=2, A(Vie)
= > AT, E + Ve €)

o _Zin;n ﬂ* (Téi é')
0

gosterilmesi A doniisiimiiniin harmonikligi igin yeterlidir. Onerme 6.3. kullanilarak

%
7= _z Bi( Téi &+ Tsec&gbéi sec I¢E)
i=1

T= —(ZZ: £ Téi €+ sec’ ‘9T¢é. )

elde edilir. (6.7) esitligi kullanilirsa

m-n

= _(Zi: Be( Téiéi _Téléi)) =0

bulunur ve £ doniisiimiiniin harmonikligi gosterilmis olur. Buradan ispat biter.
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Teorem 6.3. (M,gM,JM) bir Kaehler manifoldu ve (N,g,) bir Riemann manifoldu

olmak Uzere

B:(M,gy.3;5)—>(N,g,)

doniigimii has slant submersiyon olsun. VX,Y eI'(cekB3.) ve VZ eI'(¢ekB.)" ig¢in

cek B. distribiisyon
9, (HV 0gY,Z) =g, (HV,oY,CZ)+g,. (TyaY,BZ)
sart1 saglandiginda M iizerinde paraleldir (Sahin, 2011).

Ispat: VX,Y eI'(cekB.) ve VZ eTI'(cekpB.) icin (2.15), (2.16), (6.1) esitlikleri
kullanilirsa
0, (VyY,2) =0, (V,IY,3Z) =g, (V, (#Y +aY),IZ)

=0, (Vy#Y,32)+9, (V,aY,IZ)
elde edilir. (2.15), (2.16), (6.1) ve (6.2) esitlikleri kullanilarak

05 (VxY.Z) =9, (V, 3¢, 3°Z) + 9, (V, @, (BZ +C2Z))

=—0,, (Vx#Y,2) =0, (Vi g, Z) + g, (VoY ,BZ) +g,, (VoY ,CZ)
olur. Teorem 6.1. ve (2.26) esitligi kullanilirsa

9, (VyY,Z)=c0s’ 99, (V,Y,Z) -9, (TywdY,Z) - g (HV, g, Z)
+9,; (Ty@Y,BZ) +g,, (HV, oY,BZ)+g, (T,®Y,CZ)
+0,, (HV, @Y,CZ)

=cos’ 99, (V,Y,Z) -9, (HV, 04, Z) +g,, (T, oY,BZ)

+9,;, (HV, Y,CZ)

bulunur. Esitlik diizenlendiginde
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(1-cos’ 9)g,. (V,Y,Z)=-0, (HV,wgY,Z)+9, (TyaY,BZ)+g, (HV, aY,CZ)
sin® 89, (V,Y,Z)=-g,. (HV, 04Y,Z) +g,, (T,oY,BZ)+9,. (HV,oY,CZ)

0, (HVy 0dY,Z) =g, (HV,aY,CZ)+g, (T,aY,BZ)

elde edilir ve ispat biter.

Teorem 6.4. (M,gM,JM) bir Kaehler manifoldu ve (N, g, ) bir Riemann manifoldu

olmak Uzere

ﬂ:(M!gM’JM)_)(N’gN)

dontisimii has slant submersiyon olsun. VX eI'(¢cekp.) ve VY,,Y, el'(cekAB.)" icin

(cekB.)* distribiisyon
0 (HV,Y,, 04X) =g (A BY,&Y + HV, CY,, 0X)
sart1 saglandiginda M iizerinde paraleldir (Sahin, 2011).

ispat: VX e[(cekB.) Ve VY,,Y, e[(cek )" igin (2.15), (2.16), (6.1) ve (6.2) esitlikleri

kullanilarak

9 (Vi Yo, X) =0, (V, Y,, IX) = g3 (V,, Y, (8X + X))
=0, (Vy IV, 6X) +g; (V IY,, 0X)
=—0 (V,.Y,, J$X) +0,; (V. BY,, 0X) + g; (V. CY,, 0X)
=—0,; (V. Y5, 8°X) = 9,; (V). Y, 08X) + g (V, BY,, 0X)

+0 (V, CY,, 0X)
elde edilir. Teorem 6.1. ve (2.27), (2.28) esitlikleri kullanilirsa

9y (6Y1Y27 X) = cos® 99, (6Y1Y27 X) -0y (AYIYZ’CO¢X)_ Oy (Hﬁlez’aWX)

+8, (A, BY,, @X) +g,, (W, BY,, @X) + g (A,CY,, 0X)
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+0, (HV, CY,, 0X)
=05’ 99, (V,.Y,, X) = g, (HV, Y, 0pX)

+8,; (A, BY,, 0X)+g,; (HV, CY,, wX)
olur. Bu esitlik diizenlenerek

(1-cos® 9)g,; (V,.Y,, X) ==0,, (HV, Y, 09X) + 9, (A, BY,, 0X) +g,; (HV, CY,, 0X)
sin® 99,; (V. Y,, X) ==0,; (HV, Y, 04X) + g, (A, BY,, @X) +g,; (HV, CY,, 0X)

9, (HV,Y,, 0$X) = g,; (A BY, + HV, CY,, wX)

bulunur ve ispat biter.

Sonu¢ 6.2. (M, U 9Jy) bir Kaehler manifoldu ve (N, g, ) bir Riemann manifoldu olmak

uzere

B:(M,g5.3,) > (N, gy)
dontisiimii has slant submersiyon olsun. VX,Y e T'(¢ek3.), VZ,,Z, eT'(cek3.)" i¢in

0, (HV,.Z,,09X) =g,; (A, BZ,+HV, CZ,,wX)
ve

Oy (H6XW¢Y’ Z,)=09, (H6XWY’C21) +0,; (TyoY,BZ))
sartlar1 saglandiginda M bir yerel ¢arpim Riemann manifoldudur (Sahin, 2011).

Sirada has slant Riemann submersiyonlarin total geodezik olmasi igin gerek ve yeter sart

verilecektir.

Teorem 6.5. (M,gM,JM) bir Kaehler manifoldu ve (N,g,) bir Riemann manifoldu

olmak tizere

B:(M,gy.,33)—>(N,g,)
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dontisimii has slant submersiyon olmak iizere VX,Y eT'(¢ekf.), VZ,,Z, eT(¢ekB.)"
igin
g, (HV,a@Y,CZ)+9,, (TyaY,BZ) =g, (HV,04Y,Z))

ve

0, (A, BZ,+HV,CZ,,0X)=-g, (HV, 04X, Z,)

sartlar1 saglandiginda B doniisiimii total geodeziktir (Sahin, 2011).

Ispat: (1) Oncelikle £ bir Riemann submersiyon oldugundan (Vf.)(Z,,Z,)=0 dir. Bu
yiizden X,Y eT(gekf.), Z eI (cekpB.)* icin (VA)(X,Y)=0 ve (VA)(X,Z)=0
gosterilmesi yeterlidir. VX,Y eI'(cek.) ve VvZ,Z, eT'(gekB.)" i¢in (2.15), (2.16),
(6.1), (6.2) esitlikleri de kullanilarak

9y (VBI(XY), BZ) =9y (VY. Z) = 9,3 (V,( Y, 3Z)
=gy (Vx (@Y + oY), 32)
=0, (V4Y,32)+9,, (V,aY,IZ)
=g, (V,JgY,Z)+9,. (V oY, IZ)
=04 (Vi#™Y,Z) =0 (V 0fY , Z) + 9, (VY , BZ)

+9,; (V@Y ,CZ)
elde edilir. (2.26), (6.1) ve (6.2) esitlikleri kullanilirsa

I (VB)(X,Y), BZ) =cos’ 99, (V,Y,Z) -0, (VoY , Z) +9,; (T, Y ,BZ)

+9,; (HV, @Y,BZ) +g,, (T @Y,CZ) +g,; (HV,aY,CZ)

9y (VB)(X,Y), B.Z) =cos® 99,, (V,Y,Z) ~ 9, (V 0pY , Z) +,; (Ty Y , BZ)

+9,; (HV @Y ,CZ)

olur. Esitlik diizenlenirse
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sin® 99, (VA)(X,Y), BZ) =—0,; (VxogY , Z) + g, (Ty Y, BZ)

+9,; (HV, @Y,CZ) (6.10)

bulunur ve ispat biter.

(2) VX eT(cekR.), VZ,,Z, eT(gek A.)* igin Onerme 2.1.1. ve (2.15), (2.16), (6.1), (6.2)

esitlikleri kullanilarak

On(VB)X.Z,), B.Z,) = 9y (VBIZ,, X), BZ,) = 9,4 (V, X, Z,)
=0, (V,IX,1Z,)
=0, (V,, (#X + X),IZ,)
=0, (V,6X,3Z,)+ 9, (V, 0X,IZ,)
=—0, (V,3¢X,Z,) -0, (V,IZ,,0X)
0y (VB)(X,Z,), BZ,) == (V,#°X, Z,) - 9,3 (V,, 09X, Z,)

-9y (V2 BZ,,0X)=0,;(V,CZ,, @X)
elde edilir. (2.27), (2.28), (6.1) ve (6.2) esitlikleri kullanilirsa

On (VB)(X.Z,), B.Z,) =cos* 99, (V,, X, Z,) ~ 9, (A, 04X, Z,) 93 (HV 09X, Z,)
—0,, (A, BZ,, 0X) -9, (W,,BZ,,0X) ~ g, (A, CZ,, 0X)
-9, (HV,CZ,, 0X)

9 (VB)(X,Z,), BZ,) =cos* 99, (V, X, Z,) - 9,; (HV, wpX, Z,)

-0, (A, BZ,, 0X)-g,; (HV,CZ,,wX)
olur. Bu esitlik diizenlenirse

sin” 99, (VB.)(X,Z,), BZ,) = —9;; (A, BZ, + HV, CZ,, wX)

-9, (HV, 09X, Z,) (6.11)

bulunur ve ispat tamamlanir.



SONUC VE ONERILER

Bu tezde kompleks geometride dnemli bir ¢alisma alani olan kompleks manifoldlardan
Riemann manifoldlara sirasiyla anti-invaryant Riemannian submersiyonlar, yari-invaryant
Riemann submersiyonlar ve slant Riemann submersiyonlar kavramlari ele alinip bu tiir
submersiyonlarin ortaya ¢ikardigi distribiisyonlarin geometrileri ayrintili incelenmis ve bu
tez ele alinan her bir submersiyon icin 6rnekler verilip, kaynak manifold, hedef manifold
ve liflerin geometrisi ayrintili bir sekilde incelenmistir. Bu tez c¢alismasinin ilerde

yapilmasi diigiiniilen ¢aligmalara onciiliikk etmesi beklenmektedir.
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