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SUREKLI KESIiRLER VE PELL DENKLEMLERINE
UYGULAMALARI

OZET

Tez calismamiz 4 ana boliimden olusmaktadir. Birinci boliim giristen olusmaktadir. Bu
boliimde siirekli kesirlerin ve Pell denkleminin tarih¢esinden bahsedilmistir.

Ikinci boliimde ise Siirekli kesirler bashigi altinda, sonlu ve sonsuz siirekli kesirlerin
yaklasimlari, bu yaklasimlarla ilgili bazi teoremler, vd nin periyodik acilimi, periyodik
stirekli kesirler ve tamamiyla periyodik siirekli kesirlerden bahsedilmektedir. Ayrica, Pell
denklemlerinin ¢6ziimiinde yardimci olacak sonsuz siirekli kesirlerin yaklasimlari ile
ilgili teoremler verilmistir.

Ucgiincii boliimde ise sonsuz siirekli kesirlerin yaklasimlarii kullanarak d tamkare
olmayan bir tamsay1 olmak iizere, x? — dy? = +1 Pell denkleminin temel ¢6ziimii ve
tiim tamsay1 ¢ozlimlerinin nasil bulunacagindan bahsedilmistir.

Doérdiincii boliimde ise sonug ve Onerilerden bahsedilmistir.

Anahtar Kelimeler: Sonlu ve sonsuz Siirekli kesirler , Sonlu ve sonsuz Siirekli kesirlerin

yaklagimlari, Periyodik siirekli kesirler, Pell denklemi, x?—dy?=+1 Pell
Denklemlerinin C6ziimii.
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CONTINUED FRACTIONS AND APPLICATIONS TO PELL
EQUATIONS

ABSTRACT

Our study consists of 4 main sections. The first section is the introduction. In this section,
the history of continued fractions and the Pell equation is discussed.

In the second section, under the title of Continued Fractions, the approximations of finite
and infinite continued fractions, some theorems related to these approximations, the
periodic expansion of +/d, periodic continued fractions, and completely periodic
continued fractions are discussed. Also, the theorems related to the approximations of
infinite continued fractions that assist in solving Pell equations are given.

In the third section, using the approximations of infinite continued fractions, it is
discussed how to find the fundamental solution and all integer solutions of the equation
x? — dy? = +1, where d is a non-square positive integer.

The fourth section discusses the results and recommendations.

Keywords: Finite and infinite continued fractions, approximations of finite and infinite
continued fractions, periodic continued fractions, the Pell equation, and the solution of
Pell equations, x? — dy? = +1.
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1. GIRIS

1.1. Kesirlerin Tarihgesi

Siirekli kesirlerin tarihi matematiksel kavramlar arasinda en uzun olanlardan biridir.
Siirekli kesirler sayilar1 ifade etmek igin kullanish bir gorev iistlenir. M.O. 300. ile M.S.
200. yillan1 arasinda matematikgiler sayilart ifade etmek ve Diophantine denklemlerinin
¢oziimleri ic¢in farkli algoritmalar kullandilar. Bu algoritmalarin ¢ogu, sonraki
algoritmalarin gelistirilmesinde incelenmis ve modellenmistir. Siirekli kesirler, 18. yiizy1l
boyunca matematik alaninda sinirli olarak kullanilmaktaydi. Yirminci yiizyilin
baslarindan itibaren siirekli kesirler farkli alanlarda da yayginlastr. Ornegin; Robert M.
Corless, kaos teorisiyle siirekli kesirler arasindaki iliskiyi incelemistir. Siirekli kesirler,
reel sayilara rasyonel yaklasimlari hesaplamak ve Diophantine ve Pell denklemlerini

¢ozmek i¢in bilgisayar algoritmalarinda da kullanilmstir[1].

1748’de, Leonhard Euler, iinlii kitab1 ‘Introductio in analysin infinitorum’da siirekli

kesirler teorisinin ilk kapsamli ve sistematik agiklamasini yapmustir[2].

Stirekli kesirlerin asil kesfi iki matematik¢iye aittir. Bu matematik¢ilerden birincisi
Rafael Bombelli, digeri ise Pietro Antonio Cataldi’dir [2]. Rafael Bombelli “L’Algebra
Opera” adh kitabinda sonsuz sirekli kesirleri kullanarak karekdkleri bulmaya
calismistir[3]. 1579’da L’Agebra Opera adli kitabinin ikinci baskisinda 13 sayisinin
karekokiinii bulmak i¢in modern yontemlerle ifade edilebilecek bir algoritma verdi. Bu

algoritma

seklindedir.



Ote yandan, Pietro Antonio Cataldi de karekokleri ¢ikarmak icin Bombelli ile aymi
yontemi izledi ancak siirekli kesirlerin gosterimini gelistiren ilk kisiydi. Cataldi, siirekli
kesrilerin gosterimi igin

n

d

Ay &L &2& .. (1.1.1)
dl 2

formunu kullanima sunmustur. Ayrica, siirekli kesirlerin bazi 6zelliklerini vermistir[2].



2. SUREKLI KESIRLER

Tanmm 2.1. ay, aq,ay, ... bg,by, by, ... reel sayilar veya kompleks sayilar cisminin

elemanlar1 olmak tizere

SN
bs

az +

formuna bir siirekli kesir denir. Burada ay,ay,a,, ... by, by, by, ... sayilart sonlu veya

sonsuz olabilir[4].

Yukaridaki formda b, by, by, ... sayilarinin hepsi 1 olarak alindiginda elde edilen

ag + ———— (2.1)

stirekli kesir formuna basit siirekli kesir denir ve [ay; a;, a, ... | seklinde ifade edilir[5].

Siirekli kesirler, asagida kisaca bahsedilen bir ¢cok konuda sagladigi kolayliklar sebebiyle

matematikgileri etkilemistir. Bunlar,

1. Sirekli kesir yaklasimlarindan faydalanilarak kiiciik hata payma sahip Ol¢ekleme
modelleri olusturulabilir.

2. Diger yontemlere gore karsilastirma bakimindan daha hizli ve kullanighlardir.

3. Istenilen 6zelliklere gore daha ¢ok hesaplama yapilabilir.

4. Biitiin reel sayilar siirekli kesirler tarafindan tam olarak ifade edilebilir[6].

Stirekli kesirler, sonlu siirekli kesirler ve sonsuz siirekli kesirler olarak iki ana baslik

altinda incelenecektir.



2.1. Sonlu Siirekli Kesirler

Tamm 2.1.1. a,b birer tamsay1 olmak iizere a = b.c olsun. Bu takdirde c ve b ye a
nin ¢arpani veya bdleni; a ya ise b veya c’nin kat1 denir. Sayet b, a’nin béleni ise bja ile

gosterilir[7].

Onerme 2.1.1. (Bélme Algoritmasi) Va,b € Zveb # Oigina=b.q+rve0 <r < |b|
olacak bi¢imde bir tek g, r € Z vardir[7].

Onerme 2.1.2. a,b, c € Z olmak iizere asagidakiler dogrudur.

i) +1llaveala

i) a|]+1lisea=+1

iii) alb ve b|cise a|c

iv) blaiseb|ac

V) albvealcise Vx,y € Z igin a|(bx + cy)

vi) albveblaisea = +b
dir[7].

Tammm 2.1.2. a,b,c €Z olmak iizere c|a ve c|b ise c’ye a ve b’nin ortak boleni (veya
carpani) denir. a ile b sayilarini bolen en biiyiik d pozitif tamsayisina a ile b nin en biiyiik
ortak boleni denir. Bu durum ebob(a, b) = d veya kisaca (a,b) = d ile gosterilir. d = 1

olmasi halinde ise a ve b’ye aralarinda asaldir denir[7].
Teorem 2.1.3. cy,Cq,...,Ch_2,Ch_q birer tamsayr ve cy # 0 olmak iizere o, x" +
Cpo1 X" 1+ ¢y %" 72 + -+ ¢;x + ¢ polinomunun bir reel kokii olsun. O zaman o sayisi

ya bir tamsayidir ya da bir irrasyonel sayidir[8].

Tanim 2.1.3. a, harig hepsi pozitif olan ag, aq,ay, ..., a, tamsayilari verilsin.



ag+—mm (2.1.1)

formuna sonlu basit stirekli kesir denir. Bu kesir [ay; a;, ay, ..., ap] ile gosterilir[4].

[ag; aq,ay, ...,a,] ifadesi (2.1.1) formundaki kesrin “siirekli kesir agilimi™ olarak ifade

edilecektir.

Ornek 2.1.1. % kesrinin sonlu stirekli kesir agilimini bulunuz?

- 53 1
Cozim: —=1+ T
29 1+—

4+—7

143

oldugundan z—z sayisini stirekli kesir agihmi [1; 1,4,1,4] ile gosterilir.

Ornek 2.1.2. % in sonlu siirekli kesir agilimini bulunuz?

1 1

v . 68 1 _
Cozum.m—0+% 0+ +é 0+2+1+;2_3
45 45
=0+ ! =0+ !
1+—> I+ ———=—
1+5%7 1+
23 1+i
22
=[0;2,1,1,1,22]

oldugu kolaylikla goriiliir.

Tamm 2.1.4. (Euclid Algoritmasi) b # 0 olmak iizere ry, = a ve r; = b negatif olmayan

tamsayilar olsun. Eger bélme algoritmasi j = 0,1,2, ...,n — 2 i¢in 0 < 1j,, < rj4, olmak



lizere rj =Trj41qj+1 + Tj+2 V€ 1, = 0 olana kadar art arda devam ettirilirse o zaman

(a,b) = ry_4 olur[8].

Teorem 2.1.4. Herhangi bir rasyonel sayisi sonlu basit siirekli kesir olarak ifade
edilebilir[4].

Ispat: > 0 olmak iizere g bir rasyonel sayisi olsun. Bélme algoritmasi kullanirsa
p =agq+r;ve 0 <r; < qolacak bicimde ay, r; € Z vardr. Buradang =a, +%1 elde
edilir. Eger r; = 0 ise gz ag = [ao] olur. Eger r; # 0 ise q ve r;’e tekrar bdlme

algoritmas1 uygulandiginda q = a;r; +r, ve 0 <r, <r; olacak bicimde a;,r, € Z

vardir. Boylece

p 1 1

ST TE= At

q o ag+—=
q ry

- - f 1 o .
elde edilir. Eger r, = 0 ise E =ag+ o [ag,a;] olur. Eger r, # 0 ise 0 zaman r; ve

r,’ye bolme algoritmasi uygulanir. Bu islem kalan sifir olana kadar devam ettirilirse

p=aq+rg
q= air; +r;
ry = apr, +r3

rz = a3r3 + r4

I'n—1 = Aplp + Ipyq

I'n = dp42ln+1 +0

olacak bigimde r,,,, = 0 elde edilir. Boylece




oldugu gbriiliir. Bu durumdag = [ay; a1, 3y, ..., a,] olur.

Ornek 2.1.3. % rasyonel sayisina karsilik gelen sonlu siirekli kesir agilimini Euclid

Algoritmast yardimiyla bulunuz?
Coziim: Euclid Algoritmasi uygulanirsa

4257 =8-512 + 161
512 =3-161+ 29
161 =5-29 + 16

29 =116+ 13
16 =1.13+3
13=43+1
3=31+0

elde edilir. Boylece 4:% stirekli kesir acilhimu [8; 3,5,1,1,4,3] olarak bulunur.

Ornek 2.1.4. % rasyonel sayisinin stirekli kesir agilimini bulunuz?

Coziim: Euclid algoritmas1 kullanilirsa

82 =321+19
21=119+2
19=92+1
2=21+0

oldugu goriiliir. Boylece > = [3;1,9,2] seklinde bulunur.

Ornek 2.1.5. % rasyonel sayisini siirekli kesir agilimini bulunuz?

Coziim: Euclid Algoritmasi yardimiyla



195=3.63+6
63 =10.6 +3
6=23+0

olup bu esitliklerden, 16;935 sayisinin siirekli kesir agiliminin [3; 10,2] oldugu goriiliir.
2.2. Sonlu Siirekli Kesirlerin Yaklasimlar: ve Ozellikleri

ag hari¢ hepsi pozitif olan ay, aq,ay, ..., a, tamsayilar1 verilsin. E = [ag;aq,ay, ...,a,]

olsun. [ag; a;,ay, ..., ay] siirekli kesrinin pargalaniglar1 (2.1.1) formu dikkate alinarak

Co = [ag] = ay :aTO

1 aoal+1
Ci=laga] =ag+— =——
a a
1 apajaz+apgtar
C, =[ag;a,a,| =ap + =
2 [ 091 2] 0 a1+j; ajaz+1
az
— ] — 1
Ck - [aOI alr '--:ak] - aO + 1
aq + 1
az+
1
+ T
ak_1+£

seklinde tanimlansin. Boylece asagidaki tanim verilebilir.

Tanim 2.2.1. 0 <k <n i¢in yukarida tamimlanan Cy = [ay;aq,ay,...,a)] ifadesine
[ag; ay,ay,...,a,]| strekli kesrinin k. (k —yinci) yaklasimi denir. C,,Cq,Cs, ..., Cx

kesirlerine [ag; a;,ay, ..., ay] stirekli kesrinin sirasiyla 0,1,2, ..., k. yaklasimlari denir[4].

79291
3825

Ornek 2.2.1.

kesrinin 2. ve 4. yaklagimlarin1 bulunuz?



o o 79291 .. . . . . . . .
Coziim: Sooc kesrinin, Euclid algoritmas1 yardimiyla, oncelikle sonlu siirekli kesir

acilimi asagidaki gibi bulunur.

79291 = 20.3825 + 2791
3825 = 1.2791 + 1034
2791 = 2.1034 +723
1034 = 1.723 + 311

723 = 2.311+ 101

311 =3.101 + 8

101 =12.8+5
8=15+3
5=13+2
3=12+1
2=21+0
oldugundan
79291

=[20;1,2,1,2,3,12,1,1,1,2]
3825

olur. Boylece C, ve C, yaklasimlari

1 62
C; =[20;1,2] = 20+1—+3_?
ve
1 228
C4- - [201 1;2;1;2] - 20 + 1+ 11 = ?
24—

1+E

seklinde bulunur.

Onerme 2.2.1. 1 < k < n olmak iizere
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i) [ag; aq, .., Ax_1, Ak, -y A = [ao;al, oy Ax—1, [AK; Akt 1) ...,an]]
1

i [ag; a4, ...,ag,a wdp| = ag + ——m—
)[ 0y 941y =) dky AdR+1s ==+ n] 0 [a1;30)-an]

dir[9].

Ispat: i) [ao; aq, ..., ax_1, [ak; ak+1,...,an]] ifadesinin en icteki [ay;ay4q, ..., ay] strekli
kesrinde terim sayisi {lizerinden tlimevarim uygulanirsa, terim sayist n—k+1
oldugundan, eger n—k+1 =1 ise k=n olup [a,] =a, dir. Dolayisiyla iddia
dogrudur.

Simdi n—k+1 =m igin (i) 6zdesligi dogru olsun. O zaman gosterilmesi gereken

n—k+1 =m+ 1 igin (i) 6zelliginin dogru oldugudur. Eger (i) d6zdesligin —k + 1 =

m icin dogruysa

[ag;aq,...,a,y] = [ao; a1, .y Ak—1, Ak, [Ak41; Ak2s ...,an]]
yazilabilir. Ayrica

[ak+1; Axez - an] = [aki [ak+1; ake2 ---'an]] = [ak; aky1) > anl
olarak yazilabileceginden

[aks1; Akez ran] = [ao; aq, - Ax-1, (A Akgq) -oe) an]]

olarak elde edilir. Boylece ispat tamamlanir.

i) [ag;ay,...,ax—1,ax -, ap] = [ao; aq, ., k-1, [AK; Akt1, ...,an]] esitliginde k=1

alinirsa
1

[ao; aq,..,ay] = [ao; [ay,a, ...,an]] =ag+ m

olarak elde edilir.
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Sonug¢ 2.2.2. [ay;ay, ..., a,] sonlu siirekli kesir olsun. O zaman

1
[ag;aq, «.,ap] = [ao;al, woydpq + ;] (2.2.1)
dir[10].

Ispat: Onerme 2.2.1 (i) sikkinda k = n — 1 alinirsa

1
[ag; Ay, ...,ay] = [ao;al, e, Ap—_2, [an_l;an]] = [ao;al, N +a—]
n

oldugu goriiliir.

Ornek 2.22. 21 =[3;1,3,1,18] = [3;1,[3;1,18]] = 3+ ——— oldugu kolaylikla
[3;1,18]
goriilebilir.
Ornek 2.23. 2 =5+ 2> = 5+i5= 5+ 11
14 14 14+= 14—
9 1+§
=5+—>
1 1
1+1—+%
1 5 1
=[51114] =|511,1+-| =[5112| = ls; 1,1 +—l
[ 4] [ 4] 2
1 79
=[51] Is 1+ l [s+¥l_E
seklinde yazilabilir.

Teorem 2.2.3. a, hari¢ hepsi pozitif olan (a,) bir sonlu veya sonsuz reel say1 dizisi

olsun. k = 0,1,2 ... olmak tizere

{po =2, Py =apa; +1 (2.2.2)
Pk = akPk-1 + Pk-2 o

ve
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qo =1, d: = a4
2.2.3
{Clk = akgqk-1 T k-2 ( )

olarak tanimlansin. Eger Cy = [ag;aq,ay, ..., ax] iSe 0 zaman Cy = % dir[10].
k

Ispat: Ispat igin k lizerine tiimevarim yontemi uygulanacaktir.

k= 0icin Cy = [ag] = ag = aTO = % oldugundan iddia dogrudur.
0
k= 1i¢in C; = [ag;a;] = ag + ai = %ﬁl = % oldugundan iddia dogrudur.
1 1 1

Pk — APt Pz o5y olsun

k i¢in iddia dogru olsun. Yani Cy = [ag;a;,ay, ..., ax] =
dk  ak9k-1tdk-—2

Simdi iddianin k + 1 i¢in dogrulugu gosterilecektir. Sonug 2.2.2°ye gore

1
[ag; @y, ..., Ak, Agy1] = |Ag; A1, ey +
ak+1

yazilabilir. Esitligin sag tarafindaki ifadede k tane eleman oldugundan varsayima gore

1 aka +1
1 (ak"'a )pk—1+pk—2 (71(31(“ )pk—1+pk—2
+ — k+1 — k+1
dg; Ag, -y dk T 7 1 agak41+1
k+1 (ak+a )Qk—1+Qk—z ( 2 )Qk—1+Qk—2
k+1 k+1

_ (agag41+1)Pr—1+ak+1Pk—2
(akak+1+1)qK—1 +ak+19Kk—2

_ ak4+1(@kPr-1+Pk—2)+Pk-1 _ Ak+1Pk+Pk—1 _ Pk+1
ak4+1(akqr—1+9k-2)+qk-1 ak+19ktdk-1 dk+1

oldugu goriiliir. Dolayisiyla ispat tamamlanmis olur.

Bundan sonra, pyx ve qyx degerlerinin Teorem 2.2.3’deki gibi tanimlandigi ve aksi
belirtilmedigi siirece a, hari¢ ag, a;,ay, ..., a, sayilarinin hepsi pozitif tamsay1 oldugu

varsayilacaktir.
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Onerme 2.2.4. [ay;a,ayp, ...,ay_1,3,] siirekli kesrinin k. yaklasimi C, = % veay, >0
k

- p q N
ise — = [ay; ak_q, ...,a1,30] Ve —— = [ay; ax_q,...,ap,a;] dir[11].
Pk-1 dk-1

Ispat: py ve qy degerlerinin Teorem 2.2.3’deki gibi tanimlamalar1 kullanilip k {izerine

tiimevarim uygulanacaktir. Buna gore

k =1 icin % = a; + — = [ay; a,] oldugundan iddia dogrudur.
0 0

Pk
Pk-1

k i¢in iddia dogru olsun. Yani = [ay; akx_q, ..., a1, a0] Olsun. Bu durumda

1

Pk+1 _ ak+1Pk+Pk-1 __
[ax;ak—1,-»a1,30]

Pk-1 __ 1 _
= ag4 t+ =ag4q1 P = Ak T
Pk Pk Pk m

olup Onerme 2.2.1°den % = [ag4q; Ay, -, a1, 0] olarak elde edilir. Dolayisiyla iddia
k

k + 1 i¢in de dogru olur. Benzer sekilde
k = 1icin % = "“Tl = [a,] oldugundan iddia dogrudur.
0

dk
qk-1

k i¢in iddia dogru olsun. Yani = [ay; akx_q, ..., a3, a;] Olsun. Bu durumda

1

dk+1 __ 3k+19ktdk-1
[ag;ak—_1,--»a2,a1]

Jk-1 1
= = a +—=2 +=——=2a +
A i k+1 ax k+1 ql(;; k+1

qk+1

olup Onerme 2.2.1°den = [ag41; Ay, .-, Ay, a7 ] olarak elde edilir. Dolayisiyla iddia
k

k 4+ 1 i¢in de dogru olur. Boylece ispat tamamlanur.

Teorem 2.2.5. py ve qx degerleri Teorem 2.2.3.’deki gibi tanimlansin. Bu taktirde

PxQk—1 — QxPx—1 = (—1)** dir[10].

Ispat: k iizerine tiimevarim uygulanirsa
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k=1 i¢in p;qo—qipo = (@ga; +1) —ajap, =1=(-1)° oldugundan iddia
dogrudur. K i¢in prqr—_1 — qePr—1 = (—=1)¥7 1 esitligi dogru olsun. Bu durumda, (2.2.2)
ve (2.2.3) esitlikleri kullanilarak

Pr+19k — dr+1Pk = (@k+1Px + Pr-1)dk — (@x+19k + 9x-1)Pxk
= ak+1Pkdk T Pk-19k — Ak+19kPk — dk-1Pk
= Pk-19k — 9k-1Pk
= —(qr-1Px — Pr-1qK) = (=¥

elde edilir. Yani iddia k + 1 i¢in de dogrudur. Boylece ispat tamamlanir.

_1\k-1
Sonu¢ 2.2.6. Vk > 1icin Cp — Cp_q = (qk:)k *dir[9].
-1

Ispat: Teorem 2.25°de verilen esitligin her iki tarafi quqy_;’e boliiniirse

_ _1)k-1 -
Pk _ Pkox _ (Z1) = Cx — Cx_, elde edilir.
Jk Jk-1 Jdk9k-1

Sonu¢ 2.2.7. px ve qi degerleri Teorem 2.2.3’deki gibi tanimlansin. Bu taktirde
(P Qi) = 1 dir[10].

Ispat: (py, qx) = d olsun. O zaman d|py Ve d|qy olup d|pxqx_1 — qxPk—1 Olur. Buradan
Teorem 2.2.5°e gore d|1 oldugu goriliir. Dolayisiyla p, Ve qx aralarinda

asaldir.

Teorem 2.2.8. py Ve qi degerleri Teorem 2.2.3’deki gibi tanimlansin. Bu taktirde her

k > 1 i¢in prqr_z — qePr—z = (—1D¥a,’dir[10].

Ispat: py = agpi_q + Pr—z esitligi qe_p ile qi = axqr-1 + qr—p esitligi py_, ile

carpilarak elde edilen denklemler birbirinden ¢ikarilirsa

Pkdk-2 — AkPk-2 = (@kPk-1 + Pk-2)dk-2 — (AkQk-1 + Ak-2)Pk-2
= akPk-19k-2 T Pk-29k-2 — akqk-1Pk-2 — qk-2Pk-2

= axPk-19k-2 — ak9k—1Pk-2 = ak(Pk-19k-2 — 9k—1Pk-2)
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elde edilir. Teorem 2.2.5’den pxQqx_» — qxPr—z = (—1)¥ay oldugu goriiliir.
_1k
Sonu¢ 2.2.9. Vk = 2 icin Gy — Cp_p = %’dirm]
-2

Ispat: Teorem 2.2.8’de verilen esitligin her iki tarafi q,qy_,’ye béliiniirse

Pk _ Pk-2 _ Pk9k-2 _ Pk-20k _ aE (-

Cy — Cr_, =
ko k=2 ™ g Qkez  GkGke2  Gk-2Gk  Gkdk-z

elde edilir.

Ornek 2.2.4. 2—2 kesri igin C, — Cqy degerini Sonug 2.2.9. yardimiyla bulunuz?

Coziim: Cy = 2—0 =[2]=2 =% oldugundan p, = 2 ve q, = 1 bulunur.
0

C, = % = [2;22]= 2+ 2%1 = % oldugundan p, = 12 ve q, = 5 bulunur. Boylece
2 2
_132 _1\2
Cp — Cp = 251" _ 2017 _ 2 o1de edilir.
dJ290 5.1 5

Teorem 2.2.10. py Ve qi degerleri Teorem 2.2.3’deki gibi tanimlansin. Bu taktirde k > 1

icin qr_q < qx Ve ozellikle ag = 0 ise px_; < px dir[10].

Ispat: Oncelikle q,_; < qy oldugu k iizerine tiimevarim uygulanarak gosterilecektir.

k =1 1i¢in q, = 1 < a; = q; oldugundan iddia dogrudur. k i¢in iddia dogru olsun. Yani

gk-1 < gk Olsun. O zaman k > 1 igin ay = 1 ve dolayisiyla qx_; = 1 oldugu kullanilirsa

Jk+1 = Ak+19k T k-1 > Jk

oldugu goriiliir. Boylece iddia k + 1 i¢in de dogrudur. Yani k > 1 i¢in qyx_, < qy dir.

Simdi ise ag = 0 ise px_; < px oldugu benzer sekilde gosterilecektir. Buna gore
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k=1 i¢in py = ag <a; ag+ 1= p; oldugundan iddia dogrudur. k i¢in iddia dogru
olsun. Yani a, = 0 ise px—; < px olsun. Bu durumda a, =0, k=1 igin ay =1 ve

dolayisiyla px_; = 0 oldugu kullanilirsa

Pk+1 = Ak+1Pk T Pk-1 = Pk

oldugu goriiliir. Boylece iddia k+ 1 igin de dogrudur. Yani k> 1 igin a, = 0 ise

Pr-1 < Pk dir.
Teorem 2.2.11. k > 0 olmak tizere q, = k dir[12].

Ispat: k iizerine tiimevarim uygulansin. k = 0 i¢in qx = qo = 1 = 0 = k oldugundan
iddia dogrudur. k igin qi = k olsun. O zaman Teorem 2.2.10’den qi_; < qx oldugundan

k < qx < qg41 olur. Bylece ispat tamamlanir.

Teorem 2.2.12. Cx = [ag;aq,ay, ..., ay] ifadesi x = [ay;ay, ...,a,] sonlu siirekli kesrin

bir yaklasimi olsun. Bu taktirde

i) (Cyx) kesinlikle monoton artan bir dizidir.
i1) (Cyk41) kesinlikle monoton azalan bir dizidir.

iii) Her r,s € N igin C,5 < Cyp_4
dir[9].

i i . _k
Ispat: i) Sonu¢ 2.2.9’da verilen Cy — Cy_, = :k(q D)
k

esitligi, Teorem 2.2.10°deki

k-2

k-1 < Qg esitsizligi ve Teorem 2.2.11 kullanilirsa

_ A2k
Cok — Cox—2 = >0
qQ2k92k-2

elde edilir. Boylece (C,y) dizisinin kesinlikle monoton artan bir dizi oldugu goriiliir.
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_1)k
i1) Sonu¢ 2.2.6’de verilen Cy — Cy_, = :k( 1)
k

esitligi, Teorem 2.2.10°daki qy_; < qx

dk-2

esitsizligi ve Teorem 2.2.11 kullanilirsa

-1
Coke1 = Copog =—— <0
Q2k+192k-1

elde edilir. Boylece (C,k41) dizisinin kesinlikle monoton azalan bir dizi oldugu goriiliir.

(_1)21(—1 _ -1
d2kd2k-1 d2k9d2k-1

Ayrica Sonug¢ 2.2.6°den  Cyp — Copq = < 0 oldugundan C,y <

Cox—4 Olur.

iii) Her r, s € N igin 1) ve ii) siklarindan C,5 < Cyg42r < Cyg42r—1 < Cyr_1 oldugu kolaylikla

goriiliir.

Ornek 2.2.5. [3,1,2,3,5,2,1,3 ] sonlu siirekli kesir i¢in ilk birkag yaklasim asagida

verilmistir.
Co=1[3]=3
C,=1[3;1]=4

C, =[3;1,2] = % = 3,66666667

37

C;=[3123] == =37
196
Cy = [3,1,23,5] = 2> = 3,69811321
429
Cs = [3;1,23,5,2] = = = 3,69827586
Co = [3,1,23,5,2,1] = == = 3,69822485
C, =[3;1,23,5.21,3] = % = 3,69823435

Buradan goriiliiyor ki C; > C3 > C5 > C;, > Cg > C4 > C, > (g dir.

Teorem 2.2.13. [ay; aq,ay, ...,a,] ve bir yaklagimi Cy olsun. O zaman r > s i¢in

|Cr - Csl < |Cs—1 - Csl (224)
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esitsizligi saglanir[10].

Ispat: s cift olsun. O halde s = 2k olsun. Bu durumda, Teorem 2.2.12 iii)’ye gore, eger

r = Zt ISG CZt < CZk—l 0|Up

Cr—Cs = Cyt = Cyp < Cpi—q —Cyx =Cs_1 — G

veegerr = 2t — 1 ise r > s oldugundan C,,_; > C,_; Olup

Cr—Cs = Cpp—1 — Gy < Cypq — G = G54 — G

olduklar goriiliir. Boylece

C, — Cs < Co_yq — Cq (2.2.5)

soncuna varilir. s tek olsun. O zaman s = 2k + 1 olsun. Bu durumda, Teorem 2.2.12

111)’ye gére, egel‘ r =2t ISE CZt < C2k+1 ve Czk < CZk—l 0|Up

Cr — Cs = Cyt — Coi—1 < Cypy1 —Cox =C5 — G54

ve egerr = 2t — 1 ise r > s oldugundan Cyp 41 > Cy_4 Olup

Cr—Cs = Cpp—1 — G < Cypyq — G = C5 — G54

olduklar1 goriiliir. Boylece

C,—Cs < Cy— Cq_y (2.2.6)

olur. (2.2.5) ve (2.2.6) esitsizliklerinden istenen elde edilmis olur.
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Sekil 2.1. Teorem 2.2.13’un geometrik ifadesi

|Cs—1 - Cs|
2.3. Sonsuz Siirekli Kesirler
Onceki béliimde bir rasyonel saymin bir sonlu siirekli kesir ile ifade edildigi belirtilmis
ve Ozelliklerinden bahsedilmisti. Bu boliimde ise sonsuz siirekli kesrin bir irrasyonel

say1y1 belirtiginden ve sonsuz siirekli kesrin 6zelliklerinden bahsedilecek.

Tamm 2.3.1. (2.1.1) formunda ifade edilen (a,) dizisi sonsuz bir dizi ise bu durumda

formuna sonsuz basit siirekli kesir denir ve bu kesir [ay;aq,a5...,ay,...] seklinde

gosterilir[4].

Bundan sonraki kisimlarda, “sonsuz basit siirekli kesir” ifadesi yerine “sonsuz siirekli
kesir” ifadesi kullanilacaktir. Ayrica aksi belirtilmedigi stirece [agy;a;,az ...,ap, ... |
sonsuz siirekli kesrinde (a,) dizisinin terimleri a, hari¢ hepsi pozitif tamsayi olarak ele

alinacaktir.

Sonsuz siirekli kesirleri tartismak icin dizilerde limitlerin varlig ile ilgili asagidaki

yardime1 teoreme ihtiyag¢ vardir.

Lemma 2.3.1. (x,,) bir dizi olsun. Bu durumda

A 4
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i) (x,) monoton artan ve tistten sinirlt ise lim,_,,, (x,) vardir.
ii) (x,) monoton azalan ve alttan smirli ise lim,,_,., (X,) vardir.

i) (xp) imp_ e Xon = My Xope1 =  iSe limy_, o (X,) vardir ve lim,_.(x,) = «
dir[13].

Ayrica px Vve qx degerleri Teorem 2.2.3’deki gibi tanimlandiginda,

Cx = [ag; ay,ay ..., ag] strekli kesri % ile ifade edilmisti. Teorem 2.2.3’¢ gore (a,) dizisi
k

sonsuz bir dizi ise Cy, [ag; a;,a3 ..., ay, ... | sonsuz stirekli kesrin k-yinci yaklasimi olarak

tanimlanir[4].

Boylece yukaridaki tartigmalar neticesinde sonsuz siirekli kesirlerin degeri ile ilgili

asagidaki tanim verilebilir.

Tanmm 2.3.2. a, haric hepsi pozitif olan agy,aq,a,, .. tamsayilart verilsin. C, =
[ag; aq,a; ..., ay] ise bu durumda limy_,., C; mevcut olup bu limite [ay;aq,a3 ..., ap, ... |
sonsuz siirekli kesrinin degeri denir ve limy_ C, = [ay;ay,a3 ...,ap, ...]| seklinde

gosterilir[14].

Teorem 2.3.2. a, hari¢ hepsi pozitif olan bir ay, a;,a,,as, ... reel sayilar dizisi verilsin.

Cn = [ag;aq,a; ..., a,] ise C,, yaklagimlar bir o limitine gider. O halde
lim,_,, C, =«
dir[13].

Ispat: Teorem 2.2.12°e gore her r,s € N igin Cps < Cy—; oldugundan (C,,) monoton
artan ve Ustten sirlhidir. Dolayisiyla Lemma 2.3.1°e gore lim,,_,o C,, vardir. Benzer
sekilde (C,,44) monoton azalan ve alttan sinirlidir. Dolayisiyla Lemma 2.3.1°¢ gore
limp_e Conyq vardir. O halde lim, e Consq = yq Ve limpye Copnyq = v, olsun. Ote

yandan Sonug 2.2.6’ye gore
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1

C2n+1 - C2n -

J2n+192n

oldugu goriilebilir. Teorem 2.2.11 kullanilirsa

1
C21’1+1 - CZl’l S (2n+1).(2n)

elde edilir. Son esitsizlikte n — oo iken limit alinirsa

1

limpoe (Caner = Con) < liMpoo s =

olacagindan lim,_,, Cyp41 = limy_, Cy, Yani y; = y, oldugu goriiliir. Béylece Lemma
2.3.1’e gore lim,_, C, vardir ve dolayisiyla lim,_,. C,, = a yazilabilir. Bu teoremin

ispatini tamamlar.

Sonu¢ 2.3.3. a = [ay;a,a, ... ] ve C, = Z—“ ise a sayisi C, ile Cy,,; arasindadir[13].

Ispat: Oncelikle n = 2k olsun. Bu durumda (C,;) monoton artan ve lim, . C,, mevcut
oldugundan C,; < a ve (Cyx4q) monoton azalan ve lim,_,. C,;q mevcut oldugundan
a < Cypyq olur. Dolayisiyla C, < oo < Cp4q bulunur. Benzer sekilde hareket edilirse

n = 2k — 1 oldugunda C,,,; < a < C,, elde edilir. Boylece ispat tamamlanir.
Asagidaki teorem her sonsuz siirekli kesrin bir irrasyonel say1 oldugunu belirtir.

Teorem 2.3.4. a, harig hepsi pozitifolan ag, a;,a,,a;3,... tam sayilar dizisi olsun.

a = [ag; a3, Ay, ... Ay, ... | SONSUZ siirekli kesri bir irrasyonel say1 belirtir[13].

Ispat: Tersine a sayis1 bir rasyonel say1 olsun. O halde o = bi olacak sekilde b # 0 ve

a,b € Z vardir. Sonug 2.3.3’in ispatindan C, < o < Cypyq oldugu goriiliir. Buradan

0 < a—Cy < Cyreq — Cyi esitsizligi elde edilir. Sonug 2.2.6’den

1

0<a—Cy < Capyqg —Cox =
dz2k+192k
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yazilabilir. C =2 ve o = bi degerleri son esitsizlikte yerine yazilirsa ve gerekli

dk

diizenlemeler yapilirsa

b

d2k+1

0 < aqyk — bpyk < (2.3.1)

elde edilir. Her pozitif k tamsayis1 igin aq,, — bp,y ifadesinin bir tamsay1 oldugu agiktir.
Burada 2k, + 1 > b olacak bi¢imde bir k, > 0 tamsayisi ele alinsin. O zaman Teorem

2.2.11°den qak,+1 = 2kg + 1 > b olacagindan (2.3.1) esitsizligi

b < d2ko+1 _ 1

0 < aqzk, — bpak, <

Q2kg+1  Yzko+1

olur. Bu ise aqy, — bp,y, ifadesi bir tamsay1 oldugundan imkansizdir. O halde a sayist

bir irrasyonel sayidir. Boylece ispat tamamlanir.

Teorem 2.3.5. a, hari¢ tim terimleri pozitif olan (a,) bir reel sayr dizisi ve
[ag; aq,ay,...] sonsuz siirekli kesir olsun. k pozitif bir tamsayr olmak tizere oy =

[ak; Ak+1, Ak+2, ] olsun. O halde

[ag;as,az, ...] =[ag;ay,az, ..., k-1, 0]

dir[9].

Ispat: Tamim 2.3.2°den a = [ay;ay,ay, ... ] = lim,_[ag;a1,a, -..ay_1,3,] yazilabilir.

Onerme 2.2.1’¢ gore

1

ag;d4,a9,...dp_1,dn| = ag + ——mm
[20; 21,85, .- an-1, 2] 0 7 [ag;ag,.an—1,an]

dir. Boylece

1

lim [a172~-an-1.a0]

a = lim,_[ag;ay,a, ...an_1,ap] = ag +
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oldugundan a = ay + ai = [ap; o] bulunur. Dolayisiyla iddia k = 1 igin dogru olur.
1

vk > 1 icin iddia dogru olsun. Yani [ag;ay,a,,...] = [ag;aq,ay, ..., ak_1, 0] olsun. Ote

yandan Tanim 2.3.2°’ye gore oy = [ay; axsq, Akgzr ] = }i_)rg[ak; Agy1,Ak4gs -, Ap] VE

[ay; Axs1, Agazs s ap] = ag + oldugundan ay = [ay; 0y41] oldugu goriiliir.

[ak+158Kk42,-w2r]

Dolayistyla Onerme 2.2.1°i kullanilarak

[ag;ay,az, ... ] = [ag;ay,az, .., Ak—1, 0] = [aoFapaz: oy Ago, [k O(k+1]]

:[aO; ap,4dz, v, dg—1, Ak ak+1]
elde edilir. Boylece iddia k + 1 i¢in de dogru olur. Boylece ispat biter.
Sonsuz siirekli kesirlerin agilimlarin1 bulmak kolay degildir. Bunun ig¢in gelistirilen
metotlardan biri asagidaki teoremde verilmistir. Ayrica bu teorem, her irrasyonel sayiya

bir sonsuz stirekli kesrin denk geldigini ortaya koymasi bakimindan da énemlidir.

Teorem 2.3.6. a = a, bir irrasyonel say1 ve ay,aq,a, ... bir tamsay1 dizisi olsun. [ ]

ifadesi tam deger fonksiyonunu gostermek tizere k = 0,1,2, ... i¢in

ay = [oyl
ve

1
Ok+1 = -2y

seklinde tanimlansin. O halde o = [ay; a4, a5 ... | seklindedir[13].

Ispat: Oncelikle tiimevarimla oy ’in irrasyonel say1 oldugu gosterilecek. Buna gore

k=0 igin(xlzal

— saylsl bir irrasyoneldir. Ciinkii oy — a, irrasyoneldir. k igin oy,
040

sayis1 irrasyonel olsun. Bu durumda aj tamsayi oldugundan o, # ay olup
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O = ag + o —ax = ax + 1 =ayx + (232)

elde edilir. Eger oy, rasyonel say1 olsaydi ay sayisi da rasyonel olurdu. Bu ise bir
celiskidir. Dolayisiyla oy, irrasyoneldir. Sonug¢ olarak ay bir irrasyonel say1 ve ay bir
tamsayr oldugundan oy # a, olur. Boylece (2.3.2) esitliginden ap < ay < ap+1

sonucuna varilabilir. Son esitsizlikten

1< =«
P k+1

elde edilir. Boylece k = 0,1,2,3, ... i¢in opy; = [ogsq] = 1 elde edilir. Bu durumda

ay, ay, as, ... degerleri pozitif tamsayilardir. (2.3.2) esitligi kullanilarak

1 1 1
ock=ak+a =ak+ =ak+ 1
k+1 g1 T et 2 g1 T i
g4z T et 3
1
= dg +
ak+1+a1 P
k+2 Appats

= [ax; aks1, Ake2s -

oldugu gortiliir. Dolayisiyla Teorem 2.3.5’e gore

[aO; aq,4dpy, ] = [aO; aq,dz, ..., dx, ak+1]

olur. Simdi k {izerine tiimevarimla a = [ay; a4, ay, ..., Ak—1, Ak, Ox4+1] Oldugu gosterilecek.
Iddia k=0 i¢in a = ay = a, + ai = [agp; a;] dogrudur. k — 1 igin dogru olsun. Yani
1

a = [ag; aq,ay, ..., ak_1, i) olsun. O halde

1

Og+1

a = [ag;as,ay, ..., ax_q, Ax] = [ao;al, ay, ...,dg_1,ag +

= [aO; ay,dy, ..., k-1, [ak; O(k+1]] = [aO; aj,dy, ..., dk-1, Ak, O(k+1]
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oldugu goriiliir. Béylece a = [ay; a4, a5 ... | elde edilir.

Lemma 2.3.7. a bir irrasyonel say1, C, = [ag;a;,a, ...ay] Ve lim,_,, C, = a ise
1

[as;az...]

ap = o] vea =ay +
dir [15].

Ispat: Sonu¢ 2.3.3%iin ispatha gdre ap=Co<a<C;=ap+ ai esitsizligi
1

saglandigindan a, = [a] oldugu kolaylikla goriiliir. Ote yandan

1

Ch =lag;ag,az .., ap] =ag + ————
n [Ol 1,92 § n] 0 [ay;az,.ap]

olarak yazilabileceginden her iki tarafin limiti alinirsa

1 _ 1

limpeolag;az,...an)

a=Ilim,,,C, = ap +

bulunur.

Teorem 2.3.8. a, harig hepsi pozitif olan ay, a;,a,, ... bir tamsayi dizisi olsun. py ve qy

ifadeleri Teorem 2.2.3’deki gibi tanimlansin. Bu taktirde

) PrQk-1 — QrPr-1 = (—1)*?

.. .. (-1)k-1
) vk>1ligincy —cx_q =
qkdk-1
iii) VK > 1 i¢in prQr—2 — qePk-2 = (—1)*ay
_1n\k
iv) Vk > 2 i¢in ¢ — iy = 2(-1)
qkdk-2

V) (Px,qx) =1
vi) k > 2 olmak tizere q_1 < qi V€ Pr—1 < Pk

vii) k > 0 olmak iizere q, =k

dir[10].



26

Ispat: Sonlu siirekli kesirler kisminda benzer ifadelerin ispatlar1 yapildigi igin ve bu

ispatlar sonsuz siirekli kesirler i¢in de gegerli oldugu icin ispatlar1 verilmemistir.

Onerme 2.3.9. a, ve b, tamsayilar, a;,a,,as ...,a, pozitif tamsayilar ve x > 1, y > 1

olan iki reel sayilar olmak tizere

|) boz[ao,X] ISG x=1ve bozao+1

”) aO #*+ bO ISG [ao; X] #*+ [bo, y]

iii) [ag; a1, a,, ...ay, X] = [ag; ay,ay,...a,, Y] iSExX=y

dir[9].

Ispat: i) by = [a,;x] olsun. Tersine x > 1 olsun. Bu durumda

ao<[aO;X]=b0=ao+§< ao+1

elde edilir. Fakat b, tamsay1 oldugundan son esitsizlik imkansizdir. O halde x = 1’dir.

Dolayisiyla by = [agy; x] = [ag, 1] = ag + 1 olur.

il) ag # by olsun. Genelligi bozmadan b, > a, olsun. Bu durumda
[ag;X] = a0+~ < ag + 1 < by < [bg;y]

bulunur. Dolayisiyla [ag; x] # [by; y] olur.

iii) n {izerine timevarim yontemi uygulanacaktir. Buna goére [ag; x] = [ay; y] ise ap +
i = ag +§ oldugundan x =y olur. Dolayisiyla iddia n = 0 igin dogrudur. iddia n igin

dogru, yani [ay; a;,ay, ...an, X] = [ag; a1, ay, ...ay, y] iken x = y olsun. Bu durumda

[ag;aq,ay, ... ap,Ap41, X] = [ao; aq,ay, .., ap, [An+1; x]]

ve
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[aO; dj,az, ...dp,ap+1, Y] = [aO; aj,dy, ..., dp, [an+1; Y]]

oldugundan hipoteze gore [a,; X] = [ay,; y] esitligi elde edilir. Dolayisiyla x = y olur.
Lemma 2.3.10. [ao; dq,dp, ] = [bo, bl' bz, ] ise i >0 lgln a; = bi d|r[15]

Ispat: Lemma 2.3.7.’ye gére a = [ap;ay,ap, ...] = [bg;by, by, ...] ise [a] =ao = b,

olur. O zaman

1

1
a=ay+——=Dby+ Bob]

[as;az..]

esitliginden [a;;a, ...] = [by; by, ... ] elde edilir. Dolayisiyla a; = b; olur. Benzer metot

uygulanmaya devam edildiginde tiimevarimla i = 0 i¢in a; = b; oldugu elde edilir.

Ornek 2.3.1. B =11;3,2,2,2,..] sonsuz siirekli kesrine karsilik gelen irrasyonel say1y1

bulunuz.

Coziim: B =[1;3222,..]=1+———

ye:
1
1
24—
24

seklinde olup 2 + = o denilirse o = [2;2,2,...] ve dolayisiyla 8 = [1;3,a] olur.

Ote yandan o = [2;a] olarak yazilabilecegi kolaylikla goriilebilir. O halde a = 2 +§

esitliginden a?—2a—1=0 denklemi elde edilir. Bu denklemden, o > 2

. _ - . _ 1 4datl  5+4V2
oldugundan, a = 1 ++/2 elde edilir. Dolayisiyla f = [1;3,a] = 1 + Eye I R VEN

irrasyonel sayisina ulasilir.

Ornek 2.3.2. x > 0 bir tamsay1 olmak iizere p = [1;3,x,X,X...] sonsuz siirekli kesrine

karsilik gelen irrasyonel sayiy1 bulunuz.

Coziim: B =[1;3,X,%X, .| =1+ ——
34—




28

seklinde olup x + +11 = a denirse a = [x;X,X,..] ve dolayisiyla = [1;3,a] olur.
Xt
X+T

Ayrica a = [x;a] olarak yazilabilecegi kolaylikla goriilebilir. O halde o = x+%

esitliginden a?—xa—1=0 denklemi elde edilir. x> 0 oldugundan o > 0 olup

a=2 ;ZM oldugu goriilebilir. Ote yandan x?2 + 4 ifadesi tam Kkare, yani x2? + 4 = y?

olsun. x > 0 oldugundan y? > 4 olur. Bdylece x> + 4 — y? = 0 denkleminden
A=0-41.(4—y?)=-16+41.y2>0

ve dolayisiyla A # 0 elde edilir. Bu ise x? + 4 ifadesinin tam kare olmas1 varsayimiyla

elisi. O halde x2?+ 4 ifadesi tam kare degildir. Dolayisiyla Vx2 + 4 sayisi

irrasyoneldir. O halde o sayisi da irrasyoneldir. Boylece

1 4o+1 4X+2+4Vx2+4
B = 1 + — = =
34+- 30+l 3x+2+3Vx2+4

irrasyonel sayisina ulasilir.

- 12+V15 . .. . .
Ornek 2.33. a = irrasyonel sayisina karsilik gelen sonsuz siirekli kesir agilimini
bulunuz.
_— 12415 <
Coziim: oy = olsun. Teorem 2.3.6. uygulandiginda
= [o] = (12415 _c 1 1 _ 3+V15
g = Xl = 3 =95, 0 = do—ag 124V15_ -
3
a, = [oy] = [3+V15] — 3 @ = L1 = 1 3+V15
1= 11 — 2 — 9 2 — oy —ay - 3+\/1—5_3 - 3
2
a, = [o,] = [3+V15] — 9 0= L1 = 1 3+V15
2 — 24 — | 3 | - 1 3 = ay—an - 3+;/1_5_2 - 2
a, = [as] = [3++15] — 3 o= —L1 = 1 3+V15
sTEBIT L 2 1T 47 azmay 3 T 3
2
= [o,] = [3+V15] — 9 1 1 3+V15
a4 - a4 - | 3 ] - ! as - O4—ay - 3+\/1_5_2 - 2

3
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degerleri elde edilir. Bu degerlere bakilarak

5 eger k = 0 ise
ag =12 eger k > 1 icin k cift ise
3 eger k > 1icin k tek ise

tahmini yapilabilir. Bu tahminin dogru oldugu tiimevarimla gosterilecektir. k = 0 igin

tahminin dogru oldugu agiktir. Simdi k > 1 ¢ift olsun. Bu durumda k = 2m yazilirsa

aym = 2 oldugu gosterilmeli. Bunun i¢in oncelikle oy, = 3+;/E oldugu gosterilmesi
gerekir ki boylece ayy, = [oym] = [[3+;/1_5]] olur.
1 1 _ 3+V15

m =1 olsun. a, = oldugundan m =1 i¢in iddia dogrudur.

0q—ag

- 3+\/1_5_3
2

3+V15
3

m i¢in 0y, = dogru olsun. Bu durumda

3+x/ﬁ]] =2

aym = [om] = [[ 3

o 11 34y15
2m+1 Aom—a2m @_2 2
3

ve

3+V15
aym+1 = [Oom1ll = [[ > ]] =3,

bulunur. Boylece

o _ 1 1 34y15
2m+2 — - —
m O>m+1~azm+1 3+T‘/E_3 3

3+V15
3

olur. O halde her

olur. Dolayisiyla tahmin m + 1 igin de dogru olur. Yani oy, =

m > 1 i¢in
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3+V15
azm = [opm] = [[ ; ]] =2 (2.3.3)
elde edilir.
Simdi ise k > 1 tek olsun. O zaman k = 2m — 1 yazilabilir. m = 1 i¢in oy = - 1a =
0490
12”1_5_5 = 3+;/E ve dolayisiyla a; = [ay] = [[3+\/E]] = 3 bulunur. O halde m > 2
3

olsun. Bu durumda (2.3.3) esitligi ve her m > 1 igin oy = “2 oldugu kullanilirsa

_ 1 _ 1 3+V15
%2m-1 = tom-2-3zm-z _3+;/E_2 2
oldugu gortiliir. Boylece m > 1 igin

3+/15

aym-1 = [oom-1] = [[ > ]] =3 (2.3.4)
olur. Sonug olarak

5 eger k = 0 ise
ag =142 eger k > 1 icin k cift ise

3 eger k > 1icin k tek ise

O .. 12+V15 . .. .

oldugu goriiliir. Boylece a = — irrasyonel sayisina karsilik gelen sonsuz siirekli

kesir agilimu [5; 3,2,3,2,3,2, ... ] olarak bulunur.

Ornek 2.3.4. a = /5 irrasyonel sayisina karsilik gelen sonsuz siirekli kesir agilimimi

bulunuz.

Coziim: ay = /5 olsun. Teorem 2.3.6 uygulandiginda

1 1

= =V5+2
0o — Qdp V5 -2

ag = o] = [[\/g]] =2; o =
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a;=[oq] = [V5+2] =4 a= L = =542

o1—aq \/§—2 -

R R R

ve boyle devam edilirse timevarimla

a, =V5+2, ap, = [a,] = [[\/§+2]]=4ve Apy1 = anian = \/;_2 =5+ 2

oldugu goriilebilir. O halde a = [2; 4,4,4,4,4,4,4, ...] stirekli kesir agilim1 bulunur.

Ornek 2.3.5. x bir pozitif tamsay1 olmak iizere o =

—x+2+Vx2+4x
——— —— sayisina karsilik gelen

[ag; @y, sy, ... | stirekli kesir agilimi i¢in k = 1 olmak tizere

1 eger k = 0 ise
ag =4 X eger k > 1 ve kcift ise
1 egerk > 1 ve ktekise

seklinde oldugunu gosteriniz?

Coziim: Oncelikle x2 + 4x cebirsel ifadesinin tam kare olmadigim gosterilecek. Tersine
x% + 4x ifadesi tam kare yani x%+4x =y? olsun. Boylece x%+4x—y%2=0

denkleminden

A=42—41.(-y?)=16+41.92>16 >0

ve dolayisiyla A # 0 elde edilir. Bu ise x2 + 4x ifadesinin tam kare olmas1 varsayimiyla
celisir. O halde x? + 4x ifadesi tam kare degildir. Dolayisiyla Vx2 + 4x sayisi irrasyonel
olup a sayisi da irrasyoneldir. Boylece o’ya bir sonsuz siirekli kesir karsilik gelir. Bu

durumda Teorem 2.3.6.’e gore a = a 0Olmak iizere k = 0,1,2, ... igin

1
Ag—ak

ag = [og] ve agyq =
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olarak tanimlaniyor. k = 0 igin (x + 1)? < x2 + 4x < (x + 2)? oldugundan

2, = [o] = [[—x+2+2\/m]l —1

bulunur. O halde k > 1 olsun. Simdi k > 1 ¢ift olsun. Bu durumda k = 2m yazilirsa

- . . . C e . VxZ+4x+x o . .-
aym = X oldugu gosterilmeli. Bunun i¢in dncelikle oy, = — oldugu gosterilirse
" Vx2+4x+x
boylece azym = [0l = — | = olur.
m=1 olsun. @y = —— = L — VxPraxtx ve dolayisiyla a; = o] =
- LT gp-ay —x+2+\/x2+4x_1 - 2x yisty L
2
Vx2+4x+x o 1 1 Vx2+4x+x
—— | =1 oldugundan «a, = = = olur. O halde
2x ay—a; Va2 taxtx 2
2X
m = 1 i¢in iddia dogrudur. m i¢in
_ VxZ+4x4x
Uom = 2
dogru olsun. Bu durumda
_ VX2 taxtx ||
aym = [azm] = 2 =X,
a _ 1 _ 1 _ VxZ+ax+x
2m+1 — Oom—azm - \/x2+4-x+x_X - 2X

2

ve

2X

_ _ VxZ+ax+x|
aym+1 = [omiil = |[————| =1,

bulunur. Boylece

1 1 _ Vx2+4ax+4x

Oom+1—42m+1 \/x2+4x+x 1 2
2x

Oom+2 =
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Vx2+4x+x

olur. Dolayistyla iddia m + 1 i¢in de dogru olur. Yani oy, = > olur. O halde her
m > 1 i¢in
aym = [agm] = ﬂ@ﬂ = (2.3.5)
elde edilir.
Simdi ise k > 1 tek olsun. O zaman k = 2m — 1 yazilabilir. m = 1 igin @y = —— =
_X+2+\/;+4x_ = @” ve dolayisiyla a; = [ay] = ﬂ@]‘ = 1 bulunur. O halde

1
2

m > 2 olsun. Bu durumda (2.3.5) esitligi ve her m > 1 i¢in ay,, = —"2;‘“‘” oldugu
kullanilirsa
_ 1 _ 1 _ Vx2+ax+x
azm_l - Oom—2—adA2m-2 - \/x2+4x+x_X - 2x
2
oldugu goriiliir. Boylece m = 1 icin
VxZ+ax+
aym-1 = [azm-1] = [[%]] =1 (2.3.6)

olur. Sonug olarak

1 eger k = 0 ise
ag =4 X eger k = 1 ve kcift ise
1 egerk > 1 ve ktekise

—X+2+Vx2+4x

oldugu goriiliir. Boylece a = >

irrasyonel sayisina karsilik gelen sonsuz

stirekli kesir agilimi [1; 1,%,1,%, 1, %, ... ] olarak bulunur.
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2.4. Sonsuz Siirekli Kesirlerin Yaklasimlari ile Tlgili Baza Teoremler

X herhangi bir irrasyonel say1 Ve Xp.q = [@p41; @p42, -] Olmak iizere x saymin siirekli

kesir acilimi

olsun. Boylece x = [ag;ay,ay, ..., an, Xn41] yazilabilir. Sabit bir n dogal sayisi igin
[ag;a1,ay, ... ] sonsuz siirekli kesrinin ilk n+ 1 yaklasimi Cy = % (0<k<n)ile
k

[ag;@y,ap, .y @p, Xn41] strekli kesrinin ilk n+1 yaklastmi aymdir. O halde

[ag; a1,z ..., Ay, Xp41] siirekli kesrinin (n + 2). yaklasimi C,,, " ile gosterilirse o zaman

/ Xn+1Pn+Pn-1
x=2C = 2.4.1
n+1 Xn+19n+dn-1 ( )

ifadesi elde edilir[11].

Teorem 2.4.1. %, x irrasyonel sayisinin k. yaklagimi ise k = 1 igin
k

1 1

1 1
<— <=
Qk+19x  dk? ~ k2

Pk
dk

-2 <
29k+19k

esitsizligi saglanir[10].

Ispat: x bir irrasyonel say1 oldugu ve bu sayiya karsilik gelen sonsuz siirekli kesir
[ag; a1,ay, ... ] olsun. Burada a, hari¢ a,a,, ... sayilart pozitiftir. Teorem 2.3.5’°e gore
Xp+1 = laks1; Akg2s - | Olmak lizere x = [ay;aq,ay, ..., ay, Xk41] olarak yazilabilir. Bu

durumda (2.4.1) esitligine gore

_ Xk+1PktPk-1
Xk+19ktdk-1

X



35

olur. Bu esitlikten

By

Pk-19k—Pk9k-1 (2 4 2)
dx o

(Xk+19k+9k-1)dk

Xk+1Pk+Pk—1 &|
Xk+19ktdk-1  dk

-

- 1 <
elde edlllr Xk+1 = [ak+1; dk+42, ] = dkg+1 + T Oldugundan
Ak+2T 7

0 <apyy <Xger <1+agy
olur. Béylece qr4+1 = ag+19k + qr—1 oldugu kullanilirsa
k < qx < dx+1 < Xk+19k + dk-1 < qk+1 + Ak

oldugu goriilebilir. O halde Teorem 2.3.8’nin vi) ve vii) siklar1 kullanilirsa (2.4.2)’den

1 1
20k+19x  (Qk+1+dK)dk

1 1 1

r+19k  dk? ~ k2

< |x — &| <
dk
elde edilir. Boylece ispat biter.

Teorem 2.4.2. Eger x bir irrasyonel say1, k > 1 ve % x’in k. yaklagimi ise o zaman
k

e < e
qk-1

Xk+1PktPk-1

yazilabilir. Buradan
Xk+19ktdk-1

Ispat: x bir irrasyonel say1 ise (2.4.1)’den x =

X(Xk+19k + qk-1) = Xk+1Pk + Pk-1

olup
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Xk+1(qu - pk) = pk—l —_ qu—l — _qk—]_ (X _ pk—l)

dk-1

olur. Son esitligin her iki tarafi Xy, qy ifadesine boliiniirse

g — Pk k-1 (x _ pk—l)
dk Xk+19k dk-1

esitligi elde edilir. Burada mutlak deger alinirsa

X___pk—l
qk-1

&| _ _9k-1
dk Xk+19k

-

olur. Teorem 2.3.8’in vi) sikki 6zellikle k > 1 i¢in qi = qi_, olarak yazilabileceginden

Ve Xy 41 > 1 oldugundan

e <22
dk k-1

sonucuna varilir.

Teorem 2.4.3. x bir rasyonel say1 ve n > 1 olmak iizere

i) x’in her iki ardigik yaklagimlarindan en az biri |X - —| < le esitsizligini saglar.

Ly - .. . _Pn 1

il) x’in her ti¢ ardigik yaklasimlarindan en az biri |X | < a2

Ispati: Sonug 2.3.3’e gore x irrasyonel sayisi Z—n ile Zn“ arasinda oldugundan x — q— ile

n n+1 n

X — 2“ 2 ifadeleri zit isaretlidir. Dolayisiyla Teorem 2.3.8’in 1) sikki kullanilirsa
n-1

|X _Pn| |X _Pntil _ |Pn_ Pnya) 1 (2.4.3)
An An+1 dn  On+1 Andn+1

elde edilir. Simdi hipotez saglanmasin. Yani hem k =n hem de k=n+1 igin

|x - —| > — olsun Bu durumda (2.4.3)’den
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1 1 < 1
2an®  2dqn+1® T dnAn+1

elde edilir. Bu esitsizligin her tarafi 2q,,q,.4 ile garpilirsa

Qn+1+ Adn <?
an dn+1

olur. Eger r = qq—“ olarak alinirsa r + % < 2 ve buradan (r — 1)? < 0 esitsizligi bulunur.
n+1

Bu ise r =1 olmasimt ve dolayisiyla q, = qu41 Olmasini gerektirir. Fakat bu n =0
olmasiyla miimkiindiir. Bu ise n = 1 oldugundan imkansizdir. O halde hipotez dogrudur.
i) (2.4.3) esitliginin saglandig1 agiktir. i) deki ispata benze sekilde hipotez saglanmadig

varsayilsin. Yanik =n,k=n+1vek=n+2

X——| =

| Pk 1
akl — V5qx?2

olsun. O halde (2.4.3) esitliginden

1 1 1
+ <
\/Ean \/§Qn+12 dndn+1

ve

1 1 1
+ <
\/EQn+12 \/§Qn+22 On+19n+2

esitsizlikleri elde edilir. Son iki esitsizlikten 224 A0 < /5 ye dntz | dnti /5

dn On+1 On+1 dn+2

olur. Simdi % = m Ve 22*2 — ¢t olarak alinirsa m +$ <+5vet +% < /5 olup gerekli

n In+1

islemler yapildiginda m < # vet< =

V5
2 bulunur. qu42 = an429n+1 + qn = qne1 +

qn esitsizliginden faydalanarak 22 > 1 4 Ao
dn+1 dn+1

esitsizligi elde edilir. Dolayisiyla

1+V5

t>1+ i >1+ ﬁ = bulunur ki bu t< # olmasiyla ¢eligir. Dolayisiyla

2

hipotez dogrulanmis olur.
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1
V5b?

Sonug¢ 2.4.4. Eger x bir irrasyonel say1 ise |X - %| < esitsizligini saglayan sonsuz

sayida % rasyonel sayilart mevcuttur[4].

Teorem 2.4.5. « bir irrasyonel say1 ve %, a’nin sonsuz siirekli kesir agilimindaki k.
k

yaklasimi olsun. Eger a ve b tamsay1 ve 1 < b < qy4 i€
lqka = pi| < [ba—a]
dir[11].

Ispat: 1 <b < gy, Ve z—k, o’nin siirekli kesir agilimimin k. yaklasimi olsun. X,y € Z
k

olmak Uzere;

PkX + Px+1y = a
2.4.4
{Qkx +qx+1y =b ( )
denklem sistemi ele alinsin. Bu denklem sistemi
Pk Pk+1) X\ _ /2
(Qk Qk+1) (y) B (b) (2.4.5)

Pk  Pk+1

seklinde yazilabilir. Burada A = (g !

) olarak alinirsa Teorem 2.3.8’in i) sikkindan

Pk DPk+1

detA = det (Clk Qist
+

) = Prdk+1 — Pra1Gk = (D # 0
bulunur. Dolayisiyla A matrisinin tersi vardir. Boylece

X _a=1() _ __ 1 k+1 Jk+1  —Pk+1 a

(y) =A (b) =D (_CIk Pk )(b)

dir. Buradan x = (—=1)**'(aqys+1 — bprs+1) vey = (=1)*1(bpy — aqy) bulunur. Eger

X =0 1ise aqgsq = bpyyq dir. Bu durumda (py41,9ks+1) = 1 oldugundan qy.4|b ve
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dolayisiyla qx41 < b olur. Bu ise b < qy4; olmasiyla ¢eligir. O halde x # 0 olur. Eger

y = 0ise (2.4.4)’den pyx = ave qyx = b olur. Boylece

|ba — a| = |[qxx o — prx| = [x||qra — pxl = Iqxa — pkl (2.4.6)

olur. Simdi y # 0 olsun. Eger y < 0 ise (2.4.4)’deki ikinci denklemden qix > 0 olur.
Bu durumda x> 0 bulunur. Eger y > 0 ise y > 1 olacagindan (2.4.4)’deki ikinci
denklemden qxx = b — qg4+1Y < b — qr4q < 0 olur. Bu durumda qgx < 0  olacaktir.

Dolayisiyla x < 0 olur. Sonug olarak x ve y farkli isaretlere sahip olur.

Ayrica a irrasyonel sayisi z—k ile 241 araginda oldugundan qpa — px V€ qQr+1Q — Pr+1
k

Ak+1

ifadeleri de z1t isaretlidir. O halde

Iba — al = [(qxX + Q1Y) — PxX — Pr+1Y| = [(qra — Pr)X + Y(qk+1Q — Pr+1)|
= [(qxa — pix| + |y(qk+1% — Pr+1)| = [xl|gra — px| = |qra — pil

esitsizligi elde edilir. Boylece ispat biter.

Sonu¢ 2.4.6. « bir irrasyonel say1 ve % , a’nin siirekli kesir agcilimindaki k. yaklagimi
k

olsun. Eger a ve b tamsay1, 1 < b < qy; ise |a - %| < |0£ - %| dir[11].
k

Sonuc¢ 2.4.7. a bir irrasyonel say1 ve i = 1,2,3,... i¢in, a’nin siirekli kesir yaklasimi,
ave b tamsayilar ve b > 0 olsun. Eger k > 0 bir tamsay1 ve |ba — a|] < |qa — pi| ise
b > qgx4+q dir[8].

Teorem 2.4.8. 3 bir irrasyonel say1, a Ve b tamsayi olsun. Eger |B — %| <—

- a
= 502 ise D B’nin

stirekli kesir agiliminin bir yaklagimidir[9].

Pk

Ispat: Aksine %, B’nin siirekli kesir agilimmin bir yaklasimi olmasm. O halde % * ,
k

olacak bi¢imde k > 0 i¢in ’nin siirekli kesir agiliminin bir % yaklagimi vardir. O zaman
k

qk < b < qg44 olacak sekilde bir k > 0 mevcuttur. Teorem 2.4.5’e gore
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<1
2b

|aiB—pul < IbB—al =b|g— 2

1 g <
olur. Buradan |B — p—k| < — olur. 2 # 2% oldugundan |aqy — bpy| = 1 oldugu agiktir.
akl  2bag b gk
Dolayisiyla
1 lagk—bpk| a pk| | pk| | a 1 1
e L B [ R [ =i
bgk bqy b qx B dk B b 2bqx ~ 2b?

bulunur. Son esitsizlik 2b%qy ile carpilirsa b < qy elde edilir. Bu ise qx <b < qy4q

olmasi ile geligir. O halde % = % olan k > 0 mevcuttur. Boylece ispat biter.
k

Pk

Teorem 2.4.9. a > 1 bir irrasyonel olsun. Eger a a’nin k. yaklagimi ise k > 1 i¢in
k

1 . .
;’mn k. yaklagimi %’dlr. Ayrica a = [ag;aq,a,...,ap, ... ] I1S€
k-1

1
—= [0; ap,a1,a3,..-,2p,.--]
dir[17].

Ispat: o = [ap;ay,ap, ...,ap, ... ] ise Cp = [ag; a1,z ...,ay] olmak iizere lim,_,q, Cp =

a oldugunu biliniyor. R,, = [0; ag,a4,ay, ..., a,] 0lsun. O zaman

1 1
Rn = [O,ao,al,az, ...,an] =0 +m =0 +a
olup burada limit alindiginda lim,,, R, =0+ h = % bulunur. Dolayisiyla

1
== [0;a9,a1,25,...,ap,...] olur. Ayrica

1 1 1 dr—1
= =10;ap9,a1,a5, ...,ar_1] =0+ = =
a [ yda0Q,d1,49d2, )y dk 1] [20;a1,32, ... 2K 1] g:—i Pk-1

oldugundan la’mn k. yaklagiminin % oldugu goriiliir.
k-1
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2.5. Periyodik Sonsuz Siirekli Kesirler

Bu boliimde periyodik olan sonsuz siirekli kesirlerden bahsedilecektir.

Tammm 2.5.1. [ay;aq,ay, ..., ay, ... | sonsuz siirekli kesir ve n bir pozitif tamsay1 olsun.
Vn = N i¢in a, = a4 olacak sekilde N > 0 dogal sayis1 ve k pozitif tamsayis1 varsa
[ag; aq,ay, ..., ap, ... | SONSUZ stirekli kesrine periyodiktir denir. Bu sart1 saglayan en kiigiik
k pozitif tamsayisina da sonsuz siirekli kesrin periyodu denir. Bu durumda ¥n > N i¢in
ap = apyx 156 [ag;a;,az, ..., an—1,,aN) - AN+k-1 AN+ks - | sonsuz siirekli kesrinin

periyodikligi

[aO; d1,dp, ..., AN=1,, ANy *=e) aN+k—1]

ile gosterilir[8].

5+4V2

Ornek 2.5.1. YN A

[1;3,2,2,2,...] oldugu Ornek 2.3.1°de gosterilmisti. O halde bu

kesir periyodiktir. Bu durum [1; 3, 2] seklinde gosterilir. Ayrica periyodu 1°dir.

12++/15
o=

Ornek 2.5.2. =[5;3,23,23,2,..] =[5;3,2] periyodiktir ve periyodu

2°dir.

Tanmm 2.5.2. « irrasyonel sayisi katsayilari tamsay1 olan 2. dereceden bir polinomun

kokii ise a’ya kuadratik irrasyonel say1 denir[8].

Yukaridaki tanima gore A,B,C€EZ ve A+ 0 olmak iizere Ax>+Bx+C=0

- VR2— —_R—-vVR2_
denkleminin kokleri x; = %‘mc Ve X, = %MC dir. Eger B2 — 4AC > 0 ve
~B+VBZ—4AC

tam Kare olmayan bir say1 ise 0 zaman x; , = sayilar1 kuadratik irrasyoneldir.

2A

Kuadratik irrasyonel olmayan sonsuz tane irrasyonel say1 vardir. Kuadratik irrasyonel

olmayan irrasyonel sayilara 6rnek olarak T ve e sayilar1 verebilir.

Ornek 2.5.3. /3 + 1 sayisimin kuadratik irrasyonel say1 oldugunu gosteriniz
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Coziim: x = /3 + 1 olsun. Buradan katsayilari tamsay1 olan 2. dereceden x? — 2x — 2 =

0 polinomu elde edilir. Dolayisiyla x = /3 + 1 kuadratik irrasyoneldir.

Lemma 2.5.1. a reel sayis1 kuadratik irrasyoneldir & a, b, ¢ tamsayilar, c # 0 ve b > 0

tam kare olmayan bir tamsay1 olmak iizere
a = (a + Vb)/c
dir[8].

Lemma 2.5.2. Eger a kuadratik irrasyonel ve r,s,t ve u tamsayilar ise, %saym ya
rasyoneldir ya da bir kuadratik irrasyoneldir[8].
Tanmm 2.5.3 o = # irrasyonel sayisi kuadratik irrasyonel ise o'nin eslenigi o’ = %B

ile tanimlanir[8].

Lemma253. a= ﬁ ve = X+Z—y iki kuadratik irrasyonel ise

) (aFpB) =o TP
i) (af) = o'p’

i) (%‘) =g—:

dir[s].

Ote yandan a,b,c,d rasyonel sayilar olmak iizere a ++vb ve c++/d iki kuadratik

irrasyonel say1ve a +vb = c++/d isea=cveb =d dir.

Teorem 2.5.4. « bir kuadratik irrasyonel say1 ise d > 0 tam kare olmayan bir tamsayi, P

ve Q tamsayilar, Q % 0 ve Q|(d — P?) olmak {izere « = %ﬁ bicimindedir[8].
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Ispat: a bir kuadratik irrasyonel sayisi ise katsayilar1 tamsay olan 2. dereceden Aa? +

Ba + C = 0 denklemi saglanir. O halde A # 0 olup a = =" =*2C seklindedir. o bir

reel sayr oldugundan B? —4AC >0 ve B2 —4AC tam kare degildir. Dolayisiyla

P=-B,Q = 2Aved = B? — 4AC olarak alinirsa teoremin hipotezi saglanmis olup

__ P+vd
Q

(04

bi¢ciminde olur. Boylece ispat tamamlanir.

Bir kuadratik irrasyonelin siirekli kesri Teorem 2.3.6 yardimiyla bulunabilecegi gibi

alternatif olarak asagidaki teorem yardimiyla da bulunabilir.

Teorem 2.5.5. a bir kuadratik irrasyonel say1 olsun. Q, # 0, d > 0 tamkere olmayan bir
2 .. Po+Vd . .
tamsay1 ve Qg|d — Py“ olmak iizere a = o olacak bicimde P, ve Q, tamsayilari
0

mevcuttur. k = 0,1,2,3, ... icin

_ Pk+\/a

U Qxk

ag = [agl,

ardisik olarak tanimlanirsa
a = [ag;as,ay, ..., ap, -]
dir[8].

ispat: k iizerine timevarim yontemiyle P, ve Q’nin tamsayilar, Q, # 0 ve Qy|d — P?

oldugu gosterilecektir.
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k = 0 i¢in teoremin hipotezinden iddia dogrudur. Simdi iddia k i¢in dogru olsun. Yani Py
ve Q'min tamsayilar, Qg # 0, Qx|d — P2 olsun. Ote yandan Py,; = axQy — P’in bir

tam say1 oldugu agiktir. Ayrica

Q _ d—Py4,? _ d-@kQ=P? _ d=(Pp)? n (2axPr—ax Qi) Qk
k+1 Qx Qx Qk Qx

dir. Dolayistyla varsayima gore Qi|d — P* oldugundan Qy,,’in tamsayr oldugu

_ 2
séylenebilir. d # P 2*dir. Ciinkii d tamkare degildir. O halde Q,; = ‘“;% £0 dir.

d=Pyyq?

Qy+1 = esitligi Q ile carpilirsa Q. 1Qx = d — Peyq® bulunur. Buradan

Qg+1|d — Peyq? bulunur. Boylece iddia k + 1 igin ispatlanmustir.

Simdi ise k=0,1,2,3,... i¢in oy, = " ! oldugu gosterilecektir. Boylece Teorem

k—3ak

Pr+Vd

2.3.6’ya gore a = [ag;ay,ay,...,ay,...| O0ldugu sdylenebilir. Bunun igin oy = 2
k

esitligi ele alinirsa ve d — Py 1% = QrQy4q esitligi kullanilirsa

— Pk+\/a —a, = Pk+\/a—aka — \/a—(aka—Pk) — \/H_Pk+1
Qk k Qk Qk Qk

_ d—Pyy,? o UOQkes Qs 1
Q(Vd+Pri1)  Qu(Vd+Piyq)  (Vd+Pri1)  aias

Ox — ag

elde edilir. Boylece ay 4y =

- 1a esitligi saglanir. Dolayisiyla a = [ag; a4, a,,,...] olur.
k—4dk
Ornek 254. a=+/7 sayisimin siirekli kesir agihmmin [2;1,1,1,4,1,1,1,4,...] =

[2 ; 1,1,1,4] seklinde oldugunu gosteriniz?

Coziim: Teorem 2.5.5’¢ gore a = g olarak yazilirsa Py =0, Q, =1 ve d = 7 olur.

k=10,1,2,3, ... olmak lizere;

_ Pk+\/a

d—Py?
Ok Qx

Qx

yag = [og] , Peyr = agQi — P Ve Qyyq =
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formiilleri kullanilirsa ay, Py, Qy degerleri asagidaki tabloda verildigi gibi elde edilmistir.

Tablo2.1 oa=+7 sayist i¢in bulunan k, ay, oy, P, Qx (k= 1,2,3,...) degerleri igin

k g O P Qx
0 2 0++7 0 1
1
1 1 2 ++/7 2 3
3
2 1 147 1 2
2
3 1 147 1 3
3
4 4 2+47 2 1
1
5 1 2 ++7 2 3
3
6 1 147 1 2
2
7 1 1447 1 3
3
8 4 2 ++/7 2 1
1

Tablodaki verilerden timevarimla /7 sayisinin periyodik siirekli kesir agilimma sahip

oldugu goriiliir. Boylece

a=1[211141114,..]1 =[21,1,14]

dir.

Teorem 2.5.6. Bir irrasyonel sayisinin sonsuz siirekli kesir agilim periyodiktir ancak ve

ancak bu say1 kuadratik irrasyoneldir[8]

Ispat: o bir irrasyonel say1 ve bu sayinim siirekli kesir acilimi periyodik olsun. O halde

a = [ag;ay,ay, ., apn, dns1s s Antkl

alindiginda x = [ap4q;...,ap4k X] olarak yazilabileceginden Teorem 2.2.3’e gore

_ XPn+ktPn+k—1
Xqn+ktqn+k-1

X

ile

qun+k + X(qpn+k-1 — Pn+k) — Pn+k-1 = 0

olur. Bu esitlikten katsayilari tamsay1 olan 2. dereceden

Burada x = [a +1; -, ant+kl
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polinomu elde edilir. Ayricax’in siirekli kesir agilimi sonsuz oldugundan irrasyonel

sayidir. Dolayisiyla x bir kuadratik irrasyonel sayidir. O halde

. - ] = . _ XPntPn-1
a = [ag;ay,a, ..., Ay, Ant1s - Ansk] = [Ag; A1,A3, .., ap, X| = —/————
Xqn+Qn-1

olup x bir kuadratik irrasyonel oldugundan Lemma 2.5.2’ye gore a’da kuadratik

irrasyonel sayidir.

Simdi « bir kuadratik irrasyonel olsun. Oyleyse Teorem 2.5.4’¢ gére d > 0 tam kare

olmayan bir tamsay1, P ve Q tamsayilar, Q # 0 ve Q|(d — P?) olmak iizere

P+V/d
o=
Q

biciminde yazilabilir. Ayrica Teorem 2.5.5’e gore k = 0,1,2,3, ... i¢in

_ Pk+\/a
Qx

ag = [agl,

Pit1 = axQx — B,

ok

olmak tzere

a = [ag;aq,ay, .. |

dir. o =[ag;a,ay,...,ax] olarak yazilabileceginden Teorem 2.2.3’ye gore o =

OxPk—1—Pk-2

olur. Bu esitlikte her iki tarafin eslenigi alinirsa Lemma 2.5.3°e gore
Agqk—1—9k-2

!
1 _ OPk—1—Pk—2
- I
A dk—1—9k-2

esitligi ve buradan da
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aI_Pk—Z

1 _ —qk-2 dk—2
ak - r_Pk—1
qk-1 o ————

k-1

elde edilir. Burada k sonsuza giderken limit alinirsa % ve % ardisik iki yaklasim o’
o —Pk=2
ya yaklasacagindan " fi‘;j ifadesi 1’e yaklasir. Bu yiizden N sabit bir tamsay1 olmak
dk-1
o —Pk=2
lizere k = N olacak sekilde her k pozitif tam sayisi i¢in — 2‘;:1 ifadesi pozitif
o —Pk=1
dk—1

olacagindan o}, < 0 olur. Ote yandan k > 1 icin oy > 0 oldugundan ay — o > 0’dur.

Dolayistyla

_ Pg+V/d  Pp-Vd _ 2vVd

o — o = ==—>0
k k Qx Qx Qx

k > N igin Qi > 0 olur. Ayrica d — Peyq® = QxQyy oldugundan k > N igin

Qk < QuQuy1 =d —Pyy” <d

ve dahast Pey1% < d = QQuysq + Py oldugundan

—V/d < Peyq <Vd

oldugu goriilirr. 0<Qy<d ve —Vd<Pu,<Vd esitsizlikleik >N icin
saglandigindan k > N ise sonlu sayida P, ve Qi degeri vardir. k > N igin sonsuz sayida

k var oldugundan dyle i ve j tamsayilar1 vardir ki { < j olmak iizere P, = P; ve Q; = Q;

dir. Boylece ay tanimindan o; = @; oldugu goriiliir. Dolayisiyla

a = [ao; dq,dp, ..., dj—1, dj, dj+1 ...,aj_l, di, dj+1, ...,aj_l, ]

= [ao; dq,dp, ..., dj—1, dj, Aj41 =+=» a]-_l]
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bulunur. Bu ise a irrasyonel sayisinin siirekli kesir agiliminin periyodik oldugunu

gosterir.

2.6. Tamamyla Periyodik Sonsuz Siirekli Kesirler

Tammm 2.6.1. Eger k=0,1,23,.. i¢in a, =ayy;x Olan n tamsayis1 varsa

[ag; aq,ay, ...,ap, ... | Stirekli kesrine tamamiyla periyodik siirekli kesir denir. Bu durum

[ag;ay,ay, ... ap, ... | = [@g; @1,a2, a3, ) An_1]

seklinde gosterilir[8].

1+V3
2

Ornek 2.6.1. o= 1+2\/§ = [T] ve B= = [2,_3] sonsuz siirekli kesirleri tamamiyla

periyodiktir. Bu durumda o’nin periyodu 1 ve ’nin periyodu 2’dir.

Tanmm 2.6.2. a = a+bvd

bir kuadratik irrasyonel olsun. Eger o« > 1 ve o’nin eslenigi

-bvd e e oo o . .
olan o =2 sayist —1 < o’ < 0 esitsizligini sagliyorsa 0 zaman a’ya indirgenmis

kuadratik irrasyonel say1 denir[8].

5—v29
2

5+v29

Ornek 2.6.2. a = olur ki —1<a' <0

sayist i¢in o’ nimn eslenigi o =

5+v29

esitsizligini saglar. Dolayiyla a = sayist indirgenmis kuadratik irrasyonel sayidir.

1+v29
2

1+v29 1—v/29

Fakat S sayisinin eslenigi 229 < —1 oldugundan

sayis1 indirgenmis kuadratik

irrasyonel say1 degildir.

Teorem 2.6.1. a bir kuadratik irrasyonel say1 olsun. a'nin siirekli kesir agilimi1 tamamiyla

periyodiktir ancak ve ancak a indirgenmis kuadratik irrasyoneldir[15].

Ispat: o bir kuadratik irrasyonel say1 ve o = [ag;ay,ay, as,...,a,] olsun. O zaman

a = [ag;aq,ay,...,a,, & | seklinde yazilabilir.
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Pn ye Bz onin siirekli kesir agilimlarinm n. ve (n—1). yaklagimlari olmak iizere

an dn-1
Pn+tPn-1
aqn+dn-1

Teorem 2.2.3’den o = [ay; ay,ay, ..., ap, A ] = olur. Buradan

QnO(2 + (qn—l - pn)a — Pn-1 = 0 (2-6-1)

denklemine ulasilir. Bu durumda o sayisi katsayilar: tamsayi olan 2. dereceden

f(x) = an2 + (qn—l - pn)X — Pn-1

polinomunun bir kokdir. o = [ay;ay,ay, as, ..., a,] oldugundan a >ay =1 oldugu
agiktir. O halde f(x) polinomunun bir kokiiniin —1 ile 0 araliginda oldugu gosterilirse
a’nin eslenigi olan o' sayismin —1 < o < 0 esitsizligini sagladigi gosterilmis olacak.
Boylece a indirgenmis kuadratik irrasyonel olur. Bunun i¢in f(—1) ve f(0) degerlerinin

zit igaretli oldugunu gostermek yeterli olacaktir. Buna gore

f(0) =-pn-1 <0

ve

f(_l) =(dn — 9n-1 + Pn — Pn-1 = @nn-1 + Qn-2 — qn—1+anpn—1 + Pn-2 = Pn-1
= (pn—l + qn—l)(an - 1) + Pn-2 + qn-2
= Pn-2 + qn—Z >0

oldugundan f(x) polinomunun —1 ile 0 araliginda bir kokii mevcuttur. Dolayisiyla

tanima gore a indirgenmis kuadratik irrasyoneldir.

Simdi o indirgenmis kuadratik irrasyonel olsun. O zaman tanima gore o > 1 ve o’nin
eslenigi olan o' sayisi —1 < o' < 0 esitsizligini saglar. Teorem 2.3.6.’ya gore a = q,

olmak tizere k = 0,1,2,3, ...

1

ap = [apl, axs1 = t—ap
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seklinde oldugu biliniyor. oy — ay = a; esitliginin eslenigi alinirsa
k+1

1

o —ag = (2.6.2)

Ok+1’
esitligine ulasilir. k =0,1,2,3,... igin —1 < o’ <0 oldugu tiimevarim yoOntemiyle

gosterilebilir. Gergekten de, k =0 i¢in a=a, ve dolayisiyla —1 <o’ =0a, <0

oldugundan iddia dogrudur. k i¢in —1 < o’ < 0 saglandig1 varsayilsin. Ote yandan

1

k=0,1,2,3,... i¢in a = 1°dir. O halde (2.6.2)’den < —1 ifadesi elde edilir.

!
Ak+1

Buradan da —1 < ag,q' <0 bulunur. Boylece k = 0,1,2,3,... i¢cin —1 < o' <0

esitsizligi dogru olur. O zaman (2.6.2)’den

1

g < — <ag+ 1

!
OR+1

ve dolayisiyla

= - o
k ey

elde edilir.

a indirgenmis kuadratik irrasyonel oldugundan Teorem 2.5.6°dan i ve j pozitif

tamsayilar1 j < i olmak iizere a; = o olacak sekilde mevcuttur. Buradan o;" = a;" olup

-1 -1
i olur. Dolayisiyla

1=-—
) o’

ve
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1
oldugundan a;_; = a;_, elde edilir. Bu durumda oj_; = aj_; + — ve Qi1 = aj_1 + .

oldugundan oj_; = aj_; olur. Aym sekilde devam edilirse oj_, = aj_, @j_3 = oj_3 Ve

son olarak ay, = a;_; elde edilir. Dolayisiyla

ag = a = [ag;a,ay, ..., a, ] = [ao;al, Az, vy Ajojo1, 0(0] = [ao;al,az,a3, ...,ai_]-_l]
olup a’nin sonsuz siirekli kesir agilimi tamamiyla periyodiktir.

Ornek 2.6.3. x?—3x—2 =0 denkleminin pozitif kokii o = 317

> 1 ve eslenigi

—-1<a =

< 0 bagmntisin1 saglar. Dolayisiyla o =

3— \/ 34VI7 .
== irrasyonel sayist

3+v17
2

indirgenmis kuadratik irrasyonel sayidir. O halde Teorem 2.6.1°e gore a =

irrasyonel sayisinin sonsuz siirekli kesir agilimi tamamiyla periyodiktir. Sonsuz siirekli

3+V17 _

kesir agilimi o = [3 1 1] olur.

Ornek 2.6.4. a =+/5 > 1 irrasyonel sayismin eslenigi o = —/5 < —1 oldugundan

indirgenmis kuadratik irrasyonel degildir. Dolayisiyla o = +/5’in sonsuz siirekli kesir

acilimi tamamiyla periyodik degildir.

2.7./d irrasyonel Sayisinmn Siirekli Kesir Acilim
d > 0 tam kare olmayan pozitif bir tamsay1 olsun. Bu durumda vd sayis1 x? —d
polinomunun bir kékii oldugundan v/d bir kuadratik irrasyoneldir. Bu kisimda v/d

kuadratik irrasyonel sayisinin sonsuz siirekli kesir agilimi elde edilecek.

Teorem 2.7.1. d > 0 tamkare olmayan bir tamsay1 ve a, = [[\/H]] olmak iizere vd nin

stirekli kesir agilimi [ao; a1,ay, ., dr_1, 2a0J seklindedir[15].

ispat: o =+/d olsun. O halde Teorem 2.3.6’ya gore ap, = [a] = [[\/a]] olup d > 0 bir
tamsay!r oldugundan a, > 1°dir. Ayrica Vd > 1 oldugundan —/d < —1 olup —Vd
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indirgenmis kuadratik irrasyonel say1 degildir. Fakat [Vd] +vd > 1 ve —1 < [Vd] +
vd < 0 oldugundan [[\/a]] ++/d indirgenmis kuadratik irrasyoneldir. O halde Teorem

2.6.1’e gore [[\/a]] + v/d’nin siirekli kesir agilimi tamamuyla periyodiktir. O zaman

[vVd] + vd = [2ag; a1, a5, ..., ar_4

olsun. [[\/a]] + v/d’nin periyodunun r oldugu agiktir. Ayrica

[[\/a]] + \/a = [Zao; dq,dp, ..., dr_1, Zaoj

olarak da yazilabilir. Boylece

1

[a1;az,-war—1,2a0]

[[\/a]] + \/a =ag + \/a = [Zao; dq,dy, ..., dr_1, ZaOJ = Zao +

esitliginden

1
\/a = Qdp + m = [ao; dq,dp, ..., dr_1, ZaO] (271)
elde edilir.

Ornek 2.7.1. V15 sayisinin siirekli kesir agilimi Teorem 2.7.1 yardimiyla bulunuz?

Céziim: oy =VI5 olsun. k =0,1,23, ... igin ar = [oy] Ve agyy = —— formiilleri
k—dk

kullanilirsa
1 1 V15+3
ap = [V15] =3, oy = ®o-a25  vis-3 6
V1543 1 1
a, = [ ﬂ=1,a2=a1_a1= = VIS +3
6

1 1 V1543
ay,—a,  Vi5+3-6 6

az=[[\/1_5+3]]=6,0(3=
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elde  edilir. Burada a, = 2a, oldugundan  Teorem  2.7.1’ye  gore

V15 =[3;1,6,1,6,1,6,..] = [3;1,6] olur.

Ornek 2.7.2. d > 2 bir tamsay1 olmak iizere Vd2 — 1 saysisiin siirekli kesir agilimim

Teorem 2.7.1. yardimiyla bulunuz[17].

Coziim: d? — 1 tamkare olmadigindan vd2 — 1 irrasyoneldir. O halde sonsuz siirekli

kesir agilimi periyodiktir. Simdi oy = vd? — 1 olsun. Bu durumda Teorem 2.3.6.”¢ gore

Az — A1 — A _ _ 1 _ Vd2-1+d-1
do = [[ d 1]] =d-10 = Vaz-1-(d-1) (2d-2)

H«mﬂl_lﬂ
a1 = —— = y

(2d-2)
_ 1 _ (d-2) _ (2d-2)(Vd?-1+d-1) _ /o5 _
%= Ja2-1vd-1 - VdP-1-(d-1) (2d-2) = (V& —1+d-1)
@d-2)
ve boylece

a, = [(Vaz —1+d—1)] =2d - 2 = 2a,

bulunur. Dolayisiyla Teorem 2.7.1°e gore Vd? — 1 = [d —1;1,2d — 2] bulunur.

Teorem 2.7.2. d > 0 tam kare olmayan bir tam say1 olmak {iizere;

Vd = [ao;ar_l,ar_z, ...,az,al,ZaOJ olsun.Ozaman 1 <j<r—1 igin a; <a,

Ayrica a; = 2a, < r|j dir[18].

Teorem 2.7.3. d > 0 tam kare olmayan bir tam say1 olmak iizere a =+/d olsun.

a, P, ve Qy ifadeleri Teorem 2.5.5’deki gibi tanimlansin. Bu durumda

1) Vk = 0 i¢in Q, > 0’°dir
i) m, v/d’nin periyodu olmak iizere Q, = 1 < m|k dir.

iii) Z—k ,Vdnin k. yaklasimi olmak iizere py_12 — dqi—12 = (=1)*Q, dir[9].
k



Asagidaki tabloda 2 < d < 99 icin Vd nin siirekli kesir agilimlar verilmistir.

Tablo 2.2. d tam kare olmayan tamsay1(2 < d < 99); Vd nin siirekli kesir agilimlar1
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d /d ICIN SUREKLI KESIiR ACILIMI d v/d ICIN SUREKLI KESIR ACILIMI
2 [1,2] 53 | [7,31,1,3,14]

3 [1,12] 54 | [7,2161214]

5 [2;4] 55 | [7;2,2,2,14]

6 | [224] 5| [7:214]

/ [2,1,1,1,4] 57 | [1:1141,1,14]

8 [2;14] 58 | [7,1111,1,1,14]

10 | [3:6] 59 | [7127.2114]

11 [[336] 60 | [7,1,21,14]

2 | [324] 61 | [1:1431,22134114]
13 | [311116] 62 | [7;1,6,1,14]

14 [1[31216] 63 | [7,1,14]

15 [ [316] 65 | [8;16]

17 [ [43] 66 | [8;8,16]

8 | [4438] 67 | [8:521L7,1,12516]
19 | [4213128] 68 | [8:4,16]

20 | [4238] 69 | [8;3314,133,16]

2l | [4112118] 70 | [8;2,1,2,1,2,16]

22 | [4124.2,18] 71 | [8;2,2,1,7,1,2,2,16]

23 [4,13,18 72| [8;2,16]

24 [4;1,8] 73 | [8;1,1,551,1,16]

26 | [5:10] 74 | [8111,1,16]

27 | [5;510] 75 | [8;1,1,1,16]

28 | [5:3,2,310] 76 | [8;1,21,1,5451,12,1,16]
29 [ [521,1,210] 77| [8:13.23,1,16]

30 | [5:2,10] 78 | [8;1,4,1,16]

31 | [5113531110] 79 | [817116]

32 [5; M] 80 [8; 1,16]

3 | [5121,10] 82 | [9;18]

34 | [5:14110] 83 | [9;9,18]

35 | [5:1,10] 84 | [9:6,18]

7 [[e12] 85 | [%:411418]

38 | [6:612] 86 | [9:3.11,18,1,1,13,18]
39 | [6:4.12] 87 | [9:318]

40 | [6:317] 88 | [9:211,1,219]

i | [6:2212] 89 | [%:233.218]

2 | [6;,212] 90 | [9;2,18]

B | [6L1315130117] 51 | [9:11515LL18]

# | [611121,11,12] 2 | (9112421118

55 | (61222112 93 | (911146411118
46 [6;1,3,1,1,2,6,2,1,1,3,1,12] 94 1[912311518151,13,21,18]
47 | (615412 95 | [51z118]

18 | (6112 % | [513,1,18]

50| [7:14] 97 | [S15LLLLLL5118]
51 [7,7,14] 98 | [9;1,81,18]

52| [7i4121414] %9 | [9,T,19]
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3. PELL DENKLEMIi

Tanim 3.1. d > 0 ve N birer tamsay1 olmak iizere;

x? —dy? =+1 (3.1)
denklemine Pell denklemi,

x2—dy*=N (3.2)
denklemine ise genel Pell denklemi denir[17].

Tanim 3.2. a ve b birer tamsay1, d > 0 ve N birer tamsay1 olmak iizere a? — db? = N
ise (a,b) veya a + bvd’ye x? — dy? = N Pell denkleminin bir ¢éziimii denir. Bu durum
(x,y) = (a,b) veya x + yVd = a + b\/d seklinde gosterilir.

Ote yandan x? — dy? = N denkleminin herhangi bir ¢6ziimii (a, b) ise (a,—b), (—a,b)
(—a,—b) ikilileri de x? —dy? = N denkleminin bir ¢dziimiidiir. Bu nedenle, tezin

bundan sonraki kisminda x ve y ¢ozlimleri pozitif tamsayilar olarak kabul edilecektir.

Asagidaki teorem Pell denklemleri ile siirekli kesirler arasindaki iligkiyi gosterir[17].

Teorem 3.1. d > 0 tam kare olmayan bir tam say1, N bir tamsay1 ve |[N| < v/d olsun.

Eger x? —dy? = N ise 5, vd’nin siirekli kesir agiliminin bir yaklasimidir[8].

Ispat: Ilk olarak N > 0 olsun. O zaman

x2—dy?=(x+yVd).(x —yVd) =N
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esitliginden x — yv/d > 0 ve dolayisiyla x > yv/d oldugu goriiliir. Buradan %— Vd >0

olup IN| < Vd oldugundan

0 < g_ \/— _ x—yvd _ (x-yvd)(x+yVd) _ x?-dy?

y y(x+yva) " y(x+yvad)

N Vd _ 1
T y(x+yvad) C y(yVa+yVd)  2y?

bulunur. Dolayisiyla g—\/a < ﬁ olup Teorem 2.4.8.’den %, Vd’nin siirekli kesir

aciliminin bir yaklagimidir.
Simdi N < 0 olsun. Bu durumda x — yvd < 0 olur. O halde x < yv/d olup
| x2 —dy?| = | x —yVd|| x + yVd| =N < Vd

vd
| x+yVd|

oldugundan | x —yVd | < olur. Esitsizligin iki tarafi xv/d’ye béliiniirse

y 1 1 11
| x \/E| < x(x+yvVad) < x(e+x)  2x2

olur. Teorem 2.4.8°e gore =

. \/LE nin siirekli kesir agiliminin bir yaklasimdir. O halde

Teorem 2.4.9’e gore % , V/d nin bir yaklagimidur.

Teorem 3.2. d > 0 tam kare olmayan bir tam say1 ve a, b, u, v pozitif tamsayilar olmak

tizere a + bvd ve u + vv/d , x% — dy2 = N denkleminin iki ¢6ziimii olsun. O halde

Na+bVd=u+vVd ©a=uveb =vdir.
i)u>a isev>bveu+vvd >a+ bVd dir[17].
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ispat: i) a + bvVd = u+ vVd ve a # uolsun. O halde Vd = (a — u)/ (b — v) rasyonel

say1 olur ki bu ise v/d nin irrasyonel say1 olmastyla gelisir. Dolayisiyla a = u ve sonug

olarak b = v dir. Ispatin ters yonii aciktir.

i) u+vVd vea+ bVd, x? —dy? = N denkleminin herhangi iki ¢6ziimii ise

u? —dv®=a?*—-db*=N

dir. Buradan u? — a? = d(v? — b?) olur. Hipotezden u > a ve a =1 oldugundan
u?>a? olup v2—hb%2>0 yani v?>b? elde edilir. O halde v>0 ve b>0

oldugundan v > b bulunur. Dolayisyla u > a ve v > b oldugundan u + vvd > a + bvVd

bulunur.

Sonug 3.3. x> — dy? = N denkleminin ¢6ziimleri arasinda bir siralama vardir[17].

Lemma 3.4. x ve y aralarinda asal iki tamsay1 olsun. Eger a bir irrasyonel say1 ise

1
v

X
X<
y

esitsizligini saglayan sonsuz sayida (x, y) ikilisi vardir[19].

Lemma3.5. d > 0 tam kare olmayan bir tam say1 olsun. O halde x? —dy? <1+ 2Vd

esitligini saglayan sonsuz sayida x ve y pozitif tam sayilart vardir[19].

ispat: d > 0 tam kare olmayan bir tam say1 oldugundan vd irrasyonel bir sayidir. O
halde Lemma 3.4’¢ gore |§ — \/E| < 3% esitsizligini saglayan sonsuz sayida x ve y

pozitif tam sayilar1 vardir. Ayrica

24+Vd| = |5 - Vd +2Vd| < -+ 2Vd (3.3)
y y y

dir. Boylece (3.3) ve Lemma 3.4’den dolay1



58

Ix? —dy? | = |x + yVd||x — yVd| = |yl

R

2 (L L1
<y?(5+2Vd);<;+2Vd<1+2Vd

elde edilir. Dolayisiyla |x? — dy? | < 1 + 2Vd esitsizligini saglayan sonsuz sayida (x, y)

ikilisi vardir.

Sonu¢ 3.6. d > 0 tam kare olmayan bir tam sayi, N bir tamsay1 ve g, Vd’nin siirekli

kesir a¢ilimmin bir yaklasimi olsun. |N| < 14 2vd olmak iizere p + gVd ifadesi

x% — dy? = N denklemlerinden birinin ¢6ziimiidiir[19].

Ornek 3.1. x2 — 8y? = —4 Pell denkleminin bir ¢dziimiinii Sonu¢ 3.6’ya kullanarak

bulunuz?

Coziim: d = 8 icin Tablo 2.2°den v/8'nin siirekli kesir acilim1 [Z;Q]’dir. -4 <1+
2v/8 oldugundan Sonug¢ 3.6’ya gore v8’nin yaklagimlardan birinin x? — 8y? = —4

denkleminin ¢oziimii olmasi gerekir. Dolayisiyla v8nm ilk birkag yaklagimi

2 1 3 1 14
C=2=5C=2+7=53C=2+1=F

olup C, yaklasimi x? — 8y% = —4 denkleminin ¢dziimiidiir.

3.1. x> —dy? = 1 Pell Denkleminin Céziimii

Tamm 3.1.1. d > 0 tamkare olmayan pozitif bir tamsayr olmak iizere x? —dy? = 1
Pell denkleminin pozitif tamsay1 ¢oziimleri arasinda x’in en kiigiik degerini aldigt (x, y)

¢ozlimiine denklemin temel ¢oziimii denir[17].

Yukaridaki tanima gore x tamsayisi en kiiciik degeri aldiginda Teorem 3.2°ye gore y ve

x + yVd de en kiigiik degerlerini alirlar. Bu yiizden x ve y tamsayilarindan birinin

alabilecegi en kii¢iik degerini almasi temel ¢6ziimii bulmak i¢in yeterlidir[17].
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Ornek 3.1.1. x? — 6y? = 1 denkleminin temel ¢éziimiinii bulunuz?

Coziim: Bu denklemin herhangi bir ¢oziimii u + vv/6 olsun. O zaman u? — 6v% = 1
olur. v = 1 i¢in ¢éziim yoktur. Dolayisiyla v > 2 olur. Benzer sekilde u = 1,2,3,4 i¢in
¢oziim yoktur. O halde u > 5 oldugundan u + vv6 = 5 + 2v5 olmalidir. Ote yandan

52 — 622 = 1 oldugundan 5 + 2+/5 temel ¢oziimiidiir. Bu ¢oziim (5,2) ile gosterebilir.
Teorem 3.1.1. x2 — dy? = 1 denkleminin temel ¢dziimii varsa tektir[20].
Ispat: Hipotezin tersine x> — dy? = 1 denkleminin iki farkli temel ¢oziimii (x;,y;) Ve

(X5,y2) seklinde olsun. Bu durumda x; # x, Ve y; # y,’dir. O halde temel ¢6ziim

tanimindan

x1+y1\/3Sx2+y2\/ESx1+y1\/H

olur ki x; + y;vd = x, + y,V/d olur. Teorem 3.2’ye gbre x; = x, Ve y; = y, oldugu

goriilir. Bu ise varsayimla celigir. Dolayisiyla temel ¢6ziim varsa tektir.

Teorem 3.1.2. v/d nin periyodu m olan siirekli kesrinin agilimi

\/H = [a, bl, bz, b3, ey bmJ
ve

s = [a, bl! bz, b3, ey bm—l]

olsun. O zaman x2 — dy? = +1 Pell denkleminin pozitif tamsayilardaki en kiigiik(temel)

¢Ozimu

. q), eger m cift ise

(v y1) = {(p2 +dq? 2pq), eger mtek ise
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ile verilir. Ayrica diger tim tamsayr c¢ozimleri n = 1,2,3,.. icin x, + y,Vd =

(x, + y:Vd)" formiilii ile bulunur[21].

Ornek 3.1.2. x2 —99y? =1 denkleminin temel ¢dziimiinii Teorem 3.1.2 yardimiyla

¢Ozliniiz?

Coziim: Tablo 2.2°den v/99 un siirekli kesir agilimi /99 = [9;1,18] oldugu bilinir.

Dolayisiyla Teorem 3.1.2°den S =[9,1]=9 +% = 1—10 oldugundan p = 10 ve q = 1 olur.

Teorem 3.1.2°den m = 2 ¢ift oldugundan temel ¢6ziim (xq,y;) = (p,q) = (10,1) olur.

Ornek 3.1.3. x2 —85y% = 1 denkleminin temel ¢dziimiinii Teorem 3.1.2 yardimiyla

bulunuz?

Coziim: Tablo 2.2°den /85 un siirekli kesir agilimi v/85 = [9;4,1,1,4,18] oldugu bilinir.
Dolayistyla Teorem 3.1.2°ye gore

P=[941,14] =9 +— =2
q 4+ T 41
1+—1
1+Z

oldugundan p = 378 ve q = 41 olur. Teorem 3.1.2°’den m = 5 tek oldugundan temel
¢oziim (xq,y,) = (p? + dq?,2pq) = (285769,30996) olur.

Teorem 3.1.3. d > 0 tam kare olmayan bir tamsay1 olsun. x? — dy? = 1 denkleminin

her zaman bir tamsay1 ¢6ziimii vardir[14].

Teorem 3.1.4. x? — dy? = 1 Pell denkleminin herhangi bir ¢6ziimii a + bv/d olsun. O

Zzaman

a>0veb>0oa+bvVd>1

dir[17].
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ispat: a > 0 ve b > 0 ise a + bv/d > 1 oldugu asikardir. Tersine a + bvd > 1 olsun.
a + bVd bir ¢dziim oldugundan a? — db? = 1 ve dolayisiyla (a + bvd)(a — bVd) = 1
olur. O halde a + bvd > 1 oldugundan 0 < a — bv/d < 1 olur. Béylece

[(a+bVd) + (a - bVA)] > 0

a =

N| =

Ve
1
bzm[(amﬁ)—(a—bx/i)] >0

oldugu goriiliir.

Teorem 3.1.5. d > 0 tamkare olmayan bir tamsay1 olsun. Eger a ve b dogal sayilari

bagmtisin sagliyorsa ve a + bvd, x? — dy? = 1 denkleminin bir ¢éziimii ise bu taktirde

a + bVd, x? — dy? = 1 denkleminin temel ¢oziimiidiir[17].

ispat: b = 1 ise Tanim 3.1.1’¢ gore a + bVd temel ¢oziim oldugu asikardir. O halde

b > 1 olsun. u + vVd, x* — dy? = 1 denkleminin herhangi bir pozitif ¢dziimii olsun. O
halde u? —dv? = 1’dir. Simdi 1<v<b olsun. u?2—dv?=1 ve a?2—-db?=1

oldugundan

esitligine ulasihr. Buradan u?b? — a?v? = b2 —v? elde edilir. Boylece v <b

oldugundan u?b? — a?v? = b2 —v?> =m > 0 elde edilir. Ote yandan
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u?b? — a?v? = (ub — av)(ub + av)
oldugundan m; = ub —av ve m, = ub + av olarak almirsa m;m, =m > 0 olur.

Buradan m, > 0 ve dolayisiyla m; > 0 oldugu goriiliir. Boylece

olup a? — 1 < u? — 1 esitsizligi elde edilir. Buradan a < u oldugu gbriiliir. Dolayisiyla

a + bV/d temel ¢oziim olur.

Ornek 3.1.4. k > 1 olmak iizere x? — (k% + 1)y? = 1 denkleminin temel ¢6ziimiiniin

2k? + 1 + 2kVk? + 1 oldugunu gésteriniz[22].

Coziim: x? — (k? + 1)y? =1 denkleminin bir ¢dziimiiniin 2k? + 1 + 2kVkZ + 1
oldugunu kolaylikla goriilebilir. a = 2k? + 1 ve b = 2k olmak iizere

2
a=2k2+1>2k2—1=%—1

oldugundan Teorem 3.1.5%e gore 2k? + 1 + 2kVk? + 1 temel ¢dziim olur.

Lemma 3.1.6. v/d’nin siirekli kesir agihminin k. yaklasimi % ve periyot uzunlugu m
k

olsun. O halde k = 1,2,3, ... igin

pl%m—l - dq}%m—l = (_1)km

dir[8].
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Ornek 3.1.5. x2 — 7y? = 1 denkleminin ilk iki pozitif tamsay1 ¢oziimiinii bulunuz?
Coziim: Tablo 2.2°den \V7’nin siirekli kesir acilimi [2; 1,1,1,4] oldugundan periyod
m = 4’tiir. Dolayistyla Lemma 3.1.6’ya gére p2Z,_; —dq2,_; = (=1)* = 1°dir.

Dolayisiyla k = 1,2,3, ... degerleri i¢in ¢6ziim vardir.

k = 1 icin (ps, q3) ikilisi x> — 7y? = 1 denkleminin bir ¢dziimiidiir.

b3 _ 0. — 1 _8
B = 2101 = 24 o =
1+I

oldugundan (8,3) bir ¢oziimdiir. Bu ¢6ziim denklemin ilk pozitif ¢oziimidiir. k = 2 igin

(p7,q7), x> — 7y? = 1 denkleminin bir ¢éziimiidiir.

1 127
P 211,1,41,1,1] = 2 + _

7 1+

1+
4+ ————
14—

1+T

oldugundan (127,48) bir ¢ozimdiir.

Sonu¢ 3.1.7. Eger (p,q), x> —dy? =1 Pell denkleminin bir ¢oziimii ise s, Vd’nin

stirekli kesir agiliminin bir yaklagimidir[23].

Teorem 3.1.8. d >0 tam kare olmayan bir tamsay1 ve a+ bVd, x*>—dy? =1

denkleminin bir ¢6ziimil ise x,, + y,Vd = (a + b\/H)” olmak iizere x, + y,\/d ifadesi

de x2 — dy? = 1 denkleminin bir ¢dziimiidiir[24].

ispat: a + bVd, x> — dy? = 1 denkleminin bir ¢6ziimii ise a®> — db? = 1 olur. Buna

gore x, + y,Vd = (a + b\/a)n olmak {izere
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x2 —dy? = (xp + yoVd) (xn — yuVd) = (a + b\/a)n(a - b\/a)n
= ((a + bvd)(a - b\/a))n = (a*—db*)" =1

oldugu goriiliir. Dolayisiyla x,, + y,Vd, x> — dy? = 1 denkleminin bir ¢ziimiidiir.

Ornek 3.1.6. x2 — 3y? = 1 denkleminin birka¢ tam say1 ¢oziimiinii Teorem 3.1.8’den

bulunuz?

Coziim: 72 — 3.4% = 1 oldugundan x? — 3y? = 1 denkleminin bir ¢dziimii (7,4) olur.
Teorem 3.1.8°den x,, + ¥,,V/3 = (7 + 4\/§)n esitligi kullanilirsa n = 2 igin x, + y,V3 =
(7 + 4\/5)2 = 97 4+ 563 olur. Bu durumda (97,56) da bir ¢dziimdiir. Gergekten
972 —3:56% = 9409 —9408 =1 olur. n=6 i¢in x5+ysV3=(7+ 4x/§)6 =
(3650401 + 2107560v3) olur. Bu durumda (3650401,2107560) da bir ¢dziimdiir.
Gergekten 36504012 — 3-2107560% = 13325427460801 — 13325427460800 = 1

olur.

Teorem 3.1.9. d > 0 tam kare olmayan bir tamsay1 ve vV d nin siirekli kesir agiliminin k.

yaklagimi % ve periyodu m olsun. n € N olmak iizere x2 — dy? = 1 Pell denkleminin
k

tim pozitif tam say1 ¢éziimleri (x,, y;,) ile gosterilsin. O halde

I) m ¢ift ise (xn' yn) = (pmn—l' qmn—l)

i) m tek ise (xn, Yn) = (P2mn-1, G2mn-1)
seklindedir[23].

Ispat: x? — dy? = 1 Pell denkleminin ¢oziimlerinden biri (p,q) olsun. Sonug 3.1.7°ye
gore s, Vdnin bir yaklasimidir ve dolayisiyla tiim ¢oziimler Vd’nin bir yaklasimidir.

s = Z—k ve Vd’nin sonsuz siirekli kesir agilimmin periyodu m olsun. Lemma 3.1.6’ya gore
k
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periyot m ise p,%m_l - dq,%m_l = (—1)*™ denklemi saglanmir. Burada m cift ise p,%m_l -
dq?,,_; = 1 olacagindan

(xn: yn) = (pmn—lr an—l)
bi¢imindedir.

Eger m tek ise k = 2n igin p5,p—1 — AG4mn—1 = 1 olacagindan

(xn: yn) = (pZmn—li CIZmn—l)
bi¢imindedir.

Tersine Vd’nin siirekli kesir agiliminin periyodu m olmak iizere (x,,y,) ¢oziimlerinin

x% — dy? = 1 denklemini sagladig1 goriiliir.
Ornek 3.1.7. x? — 3y? = 1 Pell denkleminin tiim pozitif tamsay1 ¢oziimlerini bulunuz?

Tablo 2.2°den v3’nin siirekli kesir acilimi [1; 1,_2] oldugundan periyodu m = 2 dir. O
halde Teorem 3.1.9’a gére x? — 3y? = 1 Pell denkleminin tiim pozitif tamsay1 ¢dziimleri

n =1 icin
s ¥n) = (P2n-1, 92n-1)

bi¢imindedir. n =1 i¢in (x1,¥1) = (p1,q1) oOlup % =[1,1]=1 +% = % oldugundan
1

(x1,y1) = (2,1) bulunur. Bu ¢6ziimiin ayrica temel ¢oziim oldugu goriilebilir.

Sonu¢ 3.1.10. d >0 tam kare olmayan bir tamsayr olsun. vd’nin siirekli kesir

agilimmm k. yaklasimi % ve periyodu m olmak iizere x2 — dy? = 1 Pell denkleminin
k

temel ¢Ozliimii

i) miftise (x,y) = (Pm-1, Im-1)
i) mtek ise (x,¥) = (Pam-1, G2m-1)
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seklindedir[25].

ispat: Vd’nin siirekli kesir agiliminim periyodu m ve k. yaklagimi % olsun. x? —dy? =
k

1 Pell denkleminin tim pozitif tamsayr ¢oziimleri Teorem 3.1.9’a gore

(Po, 90), (1, 91), (P1, q2), ... seklinde oldugu agiktir. Ayrica [[\/H]] > 0 oldugundan bu
¢oziimlerin bilesenleri artandir. Buna gore eger (x;,y;) bu denklemin ilk ¢éziimii olarak
ele alimirsa diger tiim ¢oziimler i¢in x > x; ve y > y; esitsizlikleri gegerli olur. Bu

yiizden (x4, y;) denklemin temel ¢oziimii olur. O halde Teorem 3.1.9’a gére

mgift ise (x1,¥1) = Pm-1, Gm-1)

m tekise (x1,¥1) = (Pam-1, 92m-1)
seklinde oldugu goriiliir.

Teorem 3.1.11. x? — dy? = 1 denkleminin temel ¢6ziimii (x;,y;) ve genel ¢dziimii

(%5, yn) Olsun. Bu taktirde n = 1,2,3, ... igin tim (x,,, y,,) degerleri

Xn + yn\/a = (X1 + yl\/a)n (34)
denklemi ile bulunabilir[4].

Ornek 3.1.8. x2 — 71y? = 1 denkleminin temel ve genel ¢éziimiinii bulunuz?

Coziim: Tablo 2.2’den V71 = [8; 2,2,1,7,1,2,2,16] oldugundan periyodu m = 8 olur. O

halde Sonug 3.1.10°a gore (x4, y;) temel ¢oziimii

p
(X1:3’1) = (P7: Q7) = q_7 =[8;2,2,1,7,1,2,2]
7
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1 3480

1 413
2+ 1

2+
7+ ——1—
1+—
2+5

oldugundan (x4,y;) = (3480,413) olarak bulunur. Bu taktirde denklemin genel ¢6ziimii

=8+

n =1,2,3,... olmak tizere

Xn + yV71 = (3480 + 413v71)"
seklindedir.

Teorem 3.1.12. k > 1 herhangi bir tamsay1 ve d = k? + 1 olsun. v/d’nin siirekli kesir

acilimi

[1;2], egerk =1ise
[k; 2k|, eger k > 1ise

va-{
seklindedir[25].

ispat: d =k?+1 ve k=1 olsun. Bu durumda Tablo 2.2’den V2 = [1;2] oldugu

aciktir. Simdi k > 1 olsun. O zaman

k<Vk2+1=k+(Vk2+1-k)=k+——=k
(VkZ+1-k)

1
+m<k+1

oldugundan Teorem 2.3.6°ya gore o, = Vd olmak iizere

1 1
Ap—4ap o \/k2+1—k

ap = [ap] = [[\/a]] =k, o =

bulunur. Ayrica
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1 _ VK2+1+k
VkZ+1-k 1
olup 2k < @ < 2k +1 oldugundan a; = [a;] = 2k = 2a, bulunur. Boylece

Teorem 2.7.1°e gdre VkZ + 1 = [k; 2k] oldugu goriiliir.

Teorem 3.1.13. x2 — (k? + 1)y? = 1 denkleminin temel ¢dziimii
(x1,y1) = (2k* + 1 ,2k)
dir[25].

Ispat: Teorem 3.1.12°den Vk2 + 1 = [k; ﬁ] oldugundan periyot m = 1’dir. O zaman
Sonug 3.1.10’a gére temel ¢oziim (x1,v;) = (py, q1) dir. Ote yandan

2k%+1
2k

P1 _ y,. _ 1 _
Z_[kiZk]—k‘i'zk—

olup 2k? + 1 ile 2k aralarindan asal oldugundan Teorem 2.3.8’e gore

(x1,¥1) = (p1, q1) = 2k* + 1,2k)

bulunur.
3.2. x> — dy? = —1 Pell Denkleminin Coziimii

Tamm 3.2.1. d > 0 tamkare olmayan bir tamsayr olmak iizere x2 —dy? = —1
denkleminin pozitif tamsay1 ¢oziimleri arasinda x’in en kiigiik degeri aldig1 (x,y)

¢oziimiine x? — dy? = —1 Pell denkleminin temel ¢6ziimii denir [17].

Teorem 3.2.1. d > 0 tam kare olmayan bir tamsay: olsun. (p,q), x? — dy? = —1 Pell

denkleminin bir ¢6zliimii ise S, v/d’nin siirekli kesir agiliminim bir yaklasimdir [17].



69

Ispat: (p,q), x?> —dy? =—1 Pell denkleminin bir ¢oziimii ise p? —dq? = —1

olacagindan

b Q\/_ = p+_ql\/E
veya

p 1

q Vd = a(p+aVa)
olur. Ote yandan, eger 0 < p < q ise
—1=p?—-dq® <p?-dp? =p*(1-d) < —p?

olur ki bu imkansizdir. O halde p > q’dir. Dolayistyla p + gv/d > 2q olur. Béylece

p_ \/a| 1 L
|q q(p+qvd) ~ 2q2

bulunur. Dolayisiyla Teorem 2.4.8’e gore Z, Vd’nin siirekli kesir agilimmin bir yaklasimi

olur.

Teorem 3.2.2. d > 0 tam kare olmayan bir tamsay1 ve n € Z* olsun. ve v/d nin siirekli
kesir agilimmin periyodu m olmak iizere x? —dy? = —1 denkleminin tiim pozitif

tamsay1 ¢ozlimleri

1) m ¢ift ise ¢oziim yoktur.

”) m tek ise (xn' yn) = (p(Zn—l)m—lt q(Zn—l)m—l)
seklindedir[17].

Ispat: Teorem 3.1.9’un ispatina benzer bir sekilde yapalir.
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Ornek 3.2.1. x? —7y? = —1 denkleminin varsa tim pozitif tam say1 c¢oziimlerini

bulunuz?

Coziim: V7 = [2; 1,1,1,4] sonsuz siirekli kesir ac¢iliminin periyodu m =4 ¢ift

oldugundan Teorem 3.2.2°ye gore ¢oziim yoktur.

Ornek 3.2.2. x2 — 13y? = —1 denkleminin tiim pozitif tam say1 ¢oziimlerini bulunuz?

Coziim: Tablo 2.2’¢ gore V13=[3; 1,1,1,1,6] oldugundan periyot m =5 olur.

Dolayisiyla Teorem 3.2.2°e gore ¢6ziim vardir. Tiim pozitif tam say1 ¢oziimleri
(xn, yn) = (P(zn—1)5—1» q(Zn—l)S—l) = (P1on-6910n-6)
bi¢imindedir.

Teorem 3.2.3. d > 0 tam kare olmayan bir tamsay1 olsun. vVd nin sonsuz siirekli kesir

agilimmin periyodu m olmak iizere x? —dy? = —1 Pell denkleminin

1) m ¢ift ise ¢oziim yoktur.

ii) m tek ise temel ¢oziim (x4, Y1) = (Pm—1, Gm—-1) seklindedir[17].
Ornek 3.2.3. x? — 17y? = —1 pell denkleminin temel ¢dziimiinii bulunuz?

Coziim: Tablo 2.2°e¢ gore V17 = [4; §] oldugundan periyot m = 1 olur. Dolayisiyla

Teorem 3.2.3’ye gore temel ¢oziim
(x1,¥1) = Pm-1,Gm-1) = (Po, q0)

drr. Z—Z =[4] =4 = % oldugundan x; = 4 ve y; = 1 oldugu gortiliir.

Teorem 3.2.4. k > 1 olsun. O zaman
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[k;g,Zk], eger k gift ise
VkZ +4 = - -

[k;%, 1,1,%, Zk] , eger k tek ise
dir[17].

Ispat: Oncelikle k = 2t olsun. O zaman k2 + 4 = 4t% + 4 olur.

2t < VA2 +4 <2t + 1

oldugundan Teorem 2.3.6’ya gore a, = V4t? + 4 olmak tizere

1 1 Vat2+4+42t
aO = [[(xo]] = [[V4t2 + 4]] = 27, al = oo—2ag = Vat2+4-2t = 4

bulunur. Benzer sekilde Teorem 2.3.6 tekrar tekrar uygulandiginda,

Var2
t < 4t +4+2t<t+l
4 4
oldugundan
_||VatZ+a+2t| _ 1 N vy
al—[[f]]—t, az——m_'_zt_t— 4t4 + 4 4+ 2t

4

oldugu goriiliir. Ayrica

At <VAt2+4+2<4t+1

oldugundan a, = [[\/4t2 +4+ 2]] = 4t bulunur. Boylece Teorem 2.7.1°e gore a, = 2a,

oldugundan V4t2 + 4 = [Zt; t, 4t] elde edilir. O halde k ¢ift oldugunda

VkZ ¥4 = [k;g,Zk]
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bulunur. Simdi k = 2t + 1 olsun. Bu durumda k? + 4 = 4t + 4t + 5 olur.

2t+1 <VAt2 +4t+5<2t+2

oldugundan Teorem 2.3.6’ya gore

1 VatZia+2t+1
2= [V4Z7 +4t+5] =2t +1, o4 = e = ——

bulunur. Benzer sekilde Teorem 2.3.6 tekrar uygulandiginda,

1 Vat2+4t+5+2t+1 3
t+-<——mmm<t+-
2 4 4
oldugundan
q. = V4t2+4t+5+2t+1| b o = 1 _ V4t2+4t+5+2t-1
1= 4 IR Jat2ratestater h 2t+1

4

elde edilir. Ayrica

2 V4t2+4t+5+2t—-1 2 1

2t+1 2t+1 2t+1

oldugundan

9, = V4t2+4t+5+2t-1 —1 .= 1 _ V4t2+4t+5+2
2 2t+1 S 4t2+at5+2t-1 2t+1

2t+1

dir. Bunu yanisira

2 V4tZ+4t+5+2 3
< <1l4+—
2t+1 2t+1 2t+1

oldugu kullanilirsa
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V4t2+4t+5+2 1 V4tZ+4t+5+2t—1
az =||———| = 1, a, = =
2t+1 JatZ+at+s42 1 4
2t+1 -
olur. Ayrica
Vat2+4t+5+2t—1 1
t< vatTrat+s+2t-1 <t+-
4 4
oldugundan
V4tZ+4t+5+2t—1 1 \/2—
dg = ﬂf:ﬂ _t’a5_WT+2t—1_t_ 4t +4t+54+2t+ 1

4t

bulunur. Buradan ag = [V4tZ+4t+5+2t+1] =2(2t+1) = 2a, olur. Boylece

Teorem 2.7.1’¢ gore a, = 2a, oldugundan V4t? + 4t +5 = [Zt +1;t,1,1,¢,4t + 2]
bulunur. Dolayisiyla k tek oldugunda

VkZ ¥4 = k;%, 1,1,%,2k

oldugu goriiliir.

Teorem 3.25. k> 1 tamsayt ve d = k? +4 olmak iizere x2 — (k? +4)y?=-1

denkleminin temel ¢oziimii k tek ise

K243k Kk2%+1
(x11y1)=( 2 ) 2)

seklindedir. Ayrica k c¢ift ise x? — (k? + 4)y? = —1 denkleminin tamsay1 ¢dziimii
yoktur[17].

ispat: Oncelikle k cift olsun. Bu durumda vd = VkZ + 4 sayismin periyodu Teorem
3.2.2’ye gore periyodu g¢ift oldugundan x? — (k? + 4)y? = —1 denkleminin ¢oziimii
yoktur.
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Simdi k tek olsun. O halde vd = Vk2 + 4 sayisimn periyodu m = 5 tektir. O zaman

Teorem 3.2.3’ye gore temel ¢dziim (X1,y;) = (p4, q4) Olur. Ote yandan

k-1 k-1 1 Shel
_ DPs - —1 __2
Co=2= k" 1L =kt = — =
2 1 2
1+H
=
K343k ., k%+1 g R . k?+3k
ve ile —— aralarinda asal oldugundan Teorem 2.3.8’¢ gore p, = >

k2+1 .. .
> olur. Boylece ispat tamamlanir.

Ve q4 =
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Asagidaki tabloda 2 < d <99 igin x2 —dy? =1 ve x? —dy? = —1 denklemlerinin

(x4, y1) temel ¢oziimleri verilmistir.

Tablo 3.1. d tam kare olmayan tamsay1(2 < d < 99); x> — dy? = ¥1 denklemlerinin temel ¢dziimleri

d x> —dy?=1 x? —dy?=-1 d x? — dy? = 1 denkleminin x? —dy?=-1
denkleminin denkleminin (x1,y1) temel ¢ozimii denkleminin
(x4, y,) temel ¢oziimii (x4, y1) temel ¢oziimii (x4, y1) temel ¢oziimii
2 (3.2) €ED) 53 (66249,9100) (182,25)
3 (2,1) Cozlim yok 54 (485,66) Cozim yok
5 9,4) 2,1) 55 (89,12) Cozum yok
6 (5,2) Cozim yok 56 (15,2) Cozum yok
7 (8,3) Coéziim yok 57 (151,20) Coziim yok
8 31D Coziim yok 58 (19653,2574) (99,13)
10 (19,6) 31 59 (530,69) Cozim yok
11 (10,3) Cozlim yok 60 (31,4) Cozim yok
12 (7,2) Cozum yok 61 (1766319049,226153980) (29718,3805)
13 (649,180) (18,5) 62 (63,8) Cozum yok
14 (15,4) Coziim yok 63 (8,1) Cozim yok
15 41D Coziim yok 65 (129,16) (8,1)
17 (33,8) (4,1) 66 (65,8) Cozum yok
18 (17,4) Coziim yok 67 (48842,5967) Coziim yok
19 (170,39) Coziim yok 68 (33,4) Cozim yok
20 9,2) Coziim yok 69 (7775,936) Cozim yok
21 (55,12) Coziim yok 70 (251,30) Cozim yok
22 (197,42) Coziim yok 71 (3480,413) Coziim yok
23 (24,5) Cozlim yok 72 (17,2) Coziim yok
24 (5,1) Cozim yok 73 (2281249,267000) (1068,125)
26 (51,10) G1) 74 (3699,430) (43,5)
27 (26,5) Coézlim yok 75 (26,3) Coéziim yok
28 (127,24) Coziim yok 76 (57799,6630) Coziim yok
29 (9801,1820) (70,13) 77 (351,40) Cozim yok
30 (11,2) Coziim yok 78 (53,6) Cozim yok
31 (1520,273) Cozum yok 79 (80,9) Cozum yok
32 (17,3) Coziim yok 80 9,1) Coziim yok
33 (23,4) Coziim yok 82 (163,18) (9,1)
34 (35,6) Coziim yok 83 (82,9) Cozim yok
35 (6,1) Coziim yok 84 (55,6) Cozim yok
37 (73,12) (6,1) 85 (285769,30996) (378,41)
38 (37,6) Coziim yok 86 (10405,1122) Coziim yok
39 (25,4) Coziim yok 87 (28,3) Cozim yok
40 (19,3) Coziim yok 88 (197,21) Cozim yok
41 (2049,320) (32,5) 89 (500001,53000) (500,53)
42 (13,2) Cozlim yok 90 (19,2) Coziim yok
43 (3482,531) Coziim yok 91 (1574,165) Cozim yok
44 (199,30) Coziim yok 92 (1151,120) Coziim yok
45 (161,24) Coziim yok 93 (12151,1260) Coziim yok
46 (24335,3588) C6zim yok 94 (2143295,221064) COzim yok
47 (48,7) Céziim yok 95 (39,4) Coziim yok
48 (7,1) Coziim yok 96 (49,5) Coziim yok
50 (99,14) 710 97 (62809633,6377352) (5604,569)
51 (50,7) Coéziim yok 98 (99,10) Coéziim yok
52 (649,90) Céziim yok 99 (10,1) Coziim yok
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4. SONUCLAR VE ONERILER

Bu tez ¢alismasinda, bir rasyonel saymnin [ag;aq,as,, ..., a,] seklinde sonlu bir siirekli
kesir acilimina, bir irrasyonel saymin ise [ay; a4, a4, ... | seklinde sonsuz bir siirekli kesir
acilimina sahip oldugu verilmistir. Ayrica Vd = [ag;ay,ay, ...] agilimindan ve siirekli
kesirlerin yaklasimlarindan yararlanilarak x2? — dy? = +1 Pell denklemlerinin temel

¢ozimi verilmis ve tiim pozitif tamsay1 ¢oziimlerine iligkin formiiller ifade edilmistir.

Literatiirde a?b? 4+ a,a?b? + 2a ve a?b? + 4a formlarinda olan fakat tam kare olmayan
d pozitif tamsayilari i¢in Vd’nin siirekli kesir acilimlart bulunmustur. Benzer bir ¢alisma
d = a? + ab + b? formlarinda olan tam kare olmayan d pozitif tamsayilari i¢in Vd’nin
siirekli kesir agilimlar1 bulunabilir Béylece d = a? 4+ ab + b? olmak iizere x? — dy? =

+1 Pell denklemlerinin temel ¢6ziimii ve tim pozitif tamsay1 ¢oziimleri tespit edilebilir.
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