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ÖNSÖZ 

 

Dönel yüzeyler ve dönel hiperyüzeyler, diferansiyel geometrinin en köklü çalışma alanlarından biridir. 

Lorentz metriğinin pozitif tanımlı olmaması nedeniyle 4-boyutlu Minkowski uzayında dönme ekseni 

spacelike, timelike ve lightlike olmak üzere üç ayrı nedensel karakter kazanır; bu da her bir durumun ayrı bir 

izometri altgrubu ve ayrı bir yörünge geometrisi ile ele alınmasını zorunlu kılar. Bu tez çalışmasında üç eksen 

durumunun tek bir yöntemle ve karşılaştırılabilir biçimde incelenmesi hedeflenmiş, eğrilikten profil eğrisine 

geçişin açık bir integral gösterimiyle verilmesi amaçlanmıştır. Çalışmanın en zorlayıcı yönü, özellikle 

lightlike eksen durumunda ortaya çıkan dejenerelik koşullarının ve uygun değişken değişiminin belirlenmesi 

olmuştur. 

Çalışmamın her aşamasında öneri, yardım ve desteklerini esirgemeden değerli zamanını bana ayırarak 

bilgi ve tecrübelerini benimle paylaşan kıymetli tez danışmanım Sayın Doç. Dr. Mustafa ALTIN’a sonsuz 

teşekkür ve şükranlarımı sunarım. 

Ayrıca sabrı ve desteğiyle her zaman yanımda olan sevgili eşime yürekten teşekkür ederim. 

Nurdan USLU 

BİNGÖL, 2026 
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ÖZET 

Dummy 

Dört Boyutlu Minkowski Uzayında Dönel Hiperyüzeyler 
 

Nurdan USLU 

 

Yüksek Lisans Tezi 

 

BİNGÖL ÜNİVERSİTESİ 
Fen Bilimleri Enstitüsü 

 

Matematik Anabilim Dalı 

Eylül 2026, Sayfa: viii + 77 

 

Altı bölümden oluşan bu tezin ilk bölümünde giriş kısmına yer verilmiş, konuyla ilgili 

değerlendirmeler yapılarak bu alana öncülük eden çalışmalar tanıtılmıştır. 

İkinci bölümde sonraki bölümlerde kullanılacak olan bazı temel kavramlar sunulmuştur. 

Üçüncü bölümde, 4-boyutlu Minkowski uzayında bir eğrinin spacelike eksen etrafında 

döndürülmesiyle oluşturulan dönel hiperyüzeyler ele alınmıştır. Oluşturulan bu hiperyüzeylerin Gauss ve 

ortalama eğrilikleri hesaplanmış, bunlarla ilgili önemli sonuçlar elde edilmiştir. 

Dördüncü bölümde 4-boyutlu Minkowski uzayında bir eğrinin timelike eksen etrafında 

döndürülmesiyle oluşturulan dönel hiperyüzeyler ele alınmıştır. Oluşturulan bu hiperyüzeylerin Gauss ve 

ortalama eğrilikleri hesaplanarak önemli sonuçlar elde edilmiştir. 

Beşinci bölümde 4-boyutlu Minkowski uzayında bir eğrinin lightlike eksen etrafında döndürülmesiyle 

oluşturulan dönel hiperyüzeyler ele alınmıştır. Oluşturulan bu hiperyüzeylerin Gauss ve ortalama eğrilikleri 

hesaplanmış ve elde edilen sonuçlar sunulmuştur. 

Altıncı bölümde ise hiperyüzeyler genel olarak özetlenmiş olup çalışma ile ilgili sonuç ve önerilere 

yer verilmiştir. 

Anahtar Kelimeler: 4-boyutlu Minkowski uzayı, Dönel hiperyüzey, Gauss eğriliği, Ortalama eğrilik, Profil 

eğrisi 
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ABSTRACT 

dummy 

Rotational Hypersurfaces in Four Dimensional Minkowski Space 
 

Nurdan USLU 
 

Master's Thesis 

 

BINGOL UNIVERSITY 
Graduate School of Natural and Applied Sciences 

 

Department of Mathematics 

September 2026, Pages: viii + 77 

 

This thesis consists of six chapters. In the first chapter, an introduction is provided, evaluations related 

to the subject are made, and pioneering studies in this field are presented. 

In the second chapter, fundamental concepts to be used in the subsequent chapters are introduced. 

In the third chapter, rotational hypersurfaces in the 4-dimensional Minkowski space are examined, 

focusing on hypersurfaces generated by rotating a curve around a spacelike axis. The Gauss and mean 

curvatures of these generated hypersurfaces are calculated, and significant results are obtained. 

In the fourth chapter, rotational hypersurfaces generated by rotating a curve around a timelike axis are 

analyzed. The Gauss and mean curvatures of these hypersurfaces are computed, yielding important results. 

In the fifth chapter, rotational hypersurfaces generated by rotating a curve around a lightlike axis are 

investigated. The Gauss and mean curvatures of these hypersurfaces are calculated, and the findings are 

presented. 

In the sixth chapter, the obtained hypersurfaces are summarized in general, and conclusions and 

suggestions related to the study are presented. 

Keywords: 4-dimensional Minkowski space, Rotational hypersurface, Gauss curvature, Mean curvature, 

Profile curve 
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SİMGELER VE KISALTMALAR 

Simgeler 

ℝ : Reel sayılar kümesi       

𝔼4 : 4-boyutlu Öklid uzayı 

𝔼1
4 : 4-boyutlu Minkowski uzayı 

𝑉 : Gerçel vektör uzayı  

𝑔 : Simetrik bilineer form 

× : Vektörel çarpım 

q : İndeks 

n : Boyut 

〈 , 〉 : İç çarpım 

‖ . ‖ : Vektörün normu 

𝛼 : Minkowski uzayında profil eğrisi 

𝛽 : Minkowski uzayında profil eğrisi 

𝜃 

𝑓1(𝑥) 

𝑓2(𝑥) 

𝑓3(𝑥) 

: Minkowski uzayında profil eğrisi 

: Minkowski uzayında spacelike eksenli profil fonksiyonu 

: Minkowski uzayında timelike eksenli profil fonksiyonu 

: Minkowski uzayında lightlike eksenli profil fonksiyonu 

𝛾 : Minkowski uzayında hiperyüzey 

φ : Minkowski uzayında hiperyüzey 

𝛿 : Minkowski uzayında hiperyüzey 

𝑁 𝛾 

𝑁 φ 

𝑁 𝛿  

: Minkowski uzayında 𝛾 hiperyüzeyin normal birim vektör alanı  

:Minkowski uzayında φ hiperyüzeyin normal birim vektör alanı  

:Minkowski uzayında 𝛿 hiperyüzeyin normal birim vektör alanı 

[𝑔𝑖𝑗] : Minkowski uzayında birinci temel formların matrisi 

[ℎ𝑖𝑗]    : Minkowski uzayında ikinci temel formların matrisi 

[𝑔𝑖𝑗] : Minkowski uzayında birinci temel formların matrisinin tersi 

[ℎ𝑖𝑗] : Minkowski uzayında ikinci temel formların matrisinin tersi 

𝑆 

𝑖𝑧(𝑆) 

: Minkowski uzayında hiperyüzeyin şekil operatörü 

: Minkowski uzayında hiperyüzeyin şekil operatörünün izi 

𝐾 : Minkowski uzayında hiperyüzeyin Gauss eğriliği 

𝐻 : Minkowski uzayında hiperyüzeyin ortalama eğriliği 

𝜀 : Birim normal vektör alanının nedensel karakter işareti 

Kısaltmalar 

ABD : Anabilim Dalı 

FBE : Fen Bilimleri Enstitüsü
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1.   GİRİŞ 

Dönel yüzeylerin incelenmesi, klasik yüzey teorisinin en eski ve en verimli konularından 

biridir. Öklid 3-uzayında bir profil eğrisinin sabit bir eksen etrafında döndürülmesiyle elde edilen 

yüzeyler, hem birinci ve ikinci temel formlarının kapalı formda hesaplanabilmesi hem de eğrilik 

koşullarının profil eğrisi üzerinde adi diferansiyel denklemlere indirgenebilmesi nedeniyle, genel 

yüzey teorisinin sınanabildiği doğal bir zemin oluşturur [1, 2]. Bu yaklaşımın ilk büyük başarısı, 

sabit ortalama eğrilikli dönel yüzeylerin tam olarak sınıflandırılması olmuştur; düzlem, küre, 

silindir, katenoid, unduloid ve nodoid ailelerinden oluşan bu sınıflandırma, eğrilik koşulundan 

profil eğrisine geçiş yönteminin ne kadar güçlü olduğunu göstermiştir [3]. Dönel yüzeyler üzerine 

yapılan çalışmaların büyük bölümü bugün de bu iki yönlü ilişkiyi, yani verilen bir yüzeyin 

eğriliklerinin hesaplanmasını ve verilen bir eğrilik koşulundan yüzeyin geri elde edilmesini 

merkeze almaktadır. 

Klasik teorinin daha yüksek boyutlara taşınması, sabit eğrilikli uzaylarda dönel 

hiperyüzeylerin sistematik biçimde ele alınmasıyla belirleyici bir aşamaya ulaşmıştır [4]. Bu 

yaklaşımda dönel hiperyüzey kavramı, bir profil eğrisinin dönme eksenini sabit bırakan izometri 

altgrubunun yörüngeleri boyunca taşınması olarak tanımlanır; böylece kavram yüzeylerden 

hiperyüzeylere doğal biçimde genellenir. 4-boyutlu Öklid uzayı özelinde ise yüzey ve hiperyüzey 

teorisinin temel değişmezleri ayrıntılı olarak incelenmiş ve bu boyuta özgü geometrik olguların ele 

alınabildiği bir çerçeve kurulmuştur [5]. Boyutun artmasıyla şekil operatörünün üç asal eğriliğe 

sahip olması, Gauss eğriliği ile ortalama eğrilik arasındaki ilişkinin klasik duruma göre daha zengin 

bir yapı kazanmasına yol açar; dolayısıyla 4-boyutlu ortamda elde edilen sonuçlar, 3-boyutlu 

duruma indirgenerek okunamaz. 

4-boyutlu Minkowski uzayı 𝔼1
4’te geçildiğinde durum niteliksel olarak değişir. Lorentz 

metriği pozitif tanımlı olmadığından bu uzayda vektörler ve altuzaylar spacelike, timelike ve 

lightlike olmak üzere üç ayrı nedensel karaktere sahip olabilir [6, 7]. Bunun doğrudan bir sonucu 

olarak, Öklid durumunda tek tip olan dönme ekseni kavramı Minkowski uzayında üç ayrı duruma 

ayrışır ve her durumda ekseni sabit bırakan izometri altgrubu farklı bir yapı gösterir: spacelike bir 

eksen için bu altgrup SO(1,2), timelike bir eksen için SO(3), lightlike bir eksen için ise parabolik 

(null) dönmelerden oluşan iki parametreli değişmeli bir gruptur. Buna bağlı olarak üç durumdaki 

yörüngeler de sırasıyla hiperboloit, küre ve paraboloit tipi birbirinden farklı geometrik yapılar 

oluşturur; dolayısıyla elde edilen hiperyüzeyler birbirine izometrik değildir. Ayrıca Minkowski 

uzayında bir hiperyüzeyin indirgenmiş metriği dejenere olabileceğinden, birinci temel formun 

tersinin varlığı ve birim normal vektör alanının tanımlanabilirliği ek koşulların sağlanmasını 

gerektirir [8, 9]. 
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Minkowski uzayında dönel ve helikoidal hiperyüzeyler üzerine yapılan çalışmalar, bu üç 

durumun farklılığını çeşitli açılardan ortaya koymuştur. Dursun, Lorentz-Minkowski uzayında 

sabit ortalama eğrilikli dönel hiperyüzeyleri ele almış ve eksenin nedensel karakterine göre ortaya 

çıkan durumları ayrı ayrı incelemiştir [10]. Güler, 𝔼1
4’te  helikoidal hiperyüzeyleri inceleyerek bu 

hiperyüzeylerin temel formlarını, şekil operatörünü ve eğriliklerini kapalı formda elde etmiş; 

böylece 4-boyutlu Lorentz ortamında hiperyüzey eğriliklerinin doğrudan hesaplanmasına dayanan 

bir yöntem ortaya koymuştur [11]. Güler ve Kişi ise timelike eksenli Dini tipi helikoidal 

hiperyüzeyleri ele alarak eksen tipinin sonuçlar üzerindeki belirleyici etkisini göstermiştir [12]. Bu 

çalışmaların ortak bir özelliği, çoğunlukla tek bir eksen tipini veya tek bir hiperyüzey ailesini 

merkeze almalarıdır; üç nedensel eksen durumunun aynı yöntemle ve tek bir çerçevede 

karşılaştırmalı olarak ele alındığı çalışmaların sayısı ise sınırlıdır. 

Dönel hiperyüzeyler bağlamında öne çıkan bir diğer problem, eğrilik ile profil eğrisi 

arasındaki ilişkinin ters yönde kurulmasıdır. Verilen bir hiperyüzeyin Gauss ve ortalama 

eğriliklerinin hesaplanması doğrudan bir işlem olmakla birlikte, önceden belirlenmiş bir Gauss 

eğriliği veya ortalama eğrilik fonksiyonunu üreten profil eğrisinin bulunması, genel olarak doğrusal 

olmayan ikinci mertebeden bir adi diferansiyel denklemin çözülmesini gerektirir. Öklid 3-uzayında 

bu problemin sabit eğrilik durumundaki çözümü Delaunay tipi yüzeylere, ortalama eğriliğin sıfır 

olduğu durum ise minimal yüzeylere karşılık gelir [3]. Lorentz ortamında aynı problem, ortalama 

eğriliğin sıfır olduğu durumda maksimal hiperyüzeyler kavramına götürür ve nedensel karakter 

kısıtları nedeniyle Öklid durumundan farklı çözüm aileleri ortaya çıkar [13]. Bu tezde söz konusu 

ters problem, uygun bir değişken değişimi yardımıyla doğrusal birinci mertebeden bir diferansiyel 

denkleme indirgenmekte ve integral çarpanı yöntemiyle profil eğrisi bir integral gösterimi 

biçiminde elde edilmektedir. 

Elde edilen sonuçların anlamlandırılabilmesi açısından Öklid durumuyla karşılaştırma da 

önem taşır. Altın, Kazan ve Karadağ, 4-boyutlu Öklid uzayında yoğunluklu ortamda Monge 

hiperyüzeylerini inceleyerek bu boyuttaki hiperyüzey eğriliklerinin ağırlıklı biçimlerini elde 

etmişlerdir [14]. Minkowski 3-uzayında dönel ve helikoidal yüzeyler üzerine yapılan çalışmalar da 

benzer bir ayrışmanın daha düşük boyutta zaten mevcut olduğunu göstermektedir [15]. Ayrıca 

konuyla ilgili ayrıntılı incelemeler için literatürdeki diğer çalışmalara da başvurulabilir [19-33]. 

Bu tezin amacı, 4-boyutlu Minkowski uzayında bir profil eğrisinin spacelike, timelike ve 

lightlike eksenler etrafında döndürülmesiyle elde edilen dönel hiperyüzeyleri tek bir çerçevede ve 

aynı yöntemle incelemektir. Bu doğrultuda her üç durum için ekseni sabit bırakan uygun dönme 

matrisi belirlenerek hiperyüzey parametrelendirilmekte; birim normal vektör alanı, birinci ve ikinci 

temel form matrisleri ile şekil operatörü hesaplanmakta ve buradan Gauss ile ortalama eğrilikler 

profil eğrisine bağlı kapalı ifadeler biçiminde elde edilmektedir. Ayrıca spacelike, timelike ve 

lightlike eksen durumlarında, verilen bir Gauss eğriliği veya ortalama eğrilik fonksiyonu için profil 
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eğrisini belirleyen integral gösterimleri türetilmektedir. Çalışmanın literatüre katkısı, üç nedensel 

eksen tipinin karşılaştırılabilir bir biçimde bir arada sunulması ve eğrilikten profil eğrisine geçişin 

açık bir formülle verilmesidir. 
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2.   TEMEL KAVRAMLAR 

Bu bölümde 4-boyutlu Minkowski uzayı ile ilgili temel tanımlar verilecektir. 

Tanım 2.1.  

  𝑉 bir gerçel vektör uzayı olmak üzere 

𝑔: 𝑉 × 𝑉 → ℝ 

dönüşümü ∀ 𝑎, 𝑏 ∈ ℝ ve ∀ 𝑥 ⃗⃗⃗  , 𝑦 ⃗⃗⃗  , 𝑧 ⃗⃗ ∈ 𝑉 için 

i) 𝑔(𝑥 ⃗⃗⃗  , 𝑦 ⃗⃗⃗  ) = 𝑔(𝑦 ⃗⃗⃗  , 𝑥 ⃗⃗⃗  )                                                                                

ii) 𝑔(𝑎𝑥 ⃗⃗⃗  + 𝑏𝑦 ⃗⃗⃗  , 𝑧 ⃗⃗ ) = 𝑎𝑔(𝑥 ⃗⃗⃗  , 𝑧 ⃗⃗ ) + 𝑏𝑔(𝑦 ⃗⃗⃗  , 𝑧 ⃗⃗ )                                        

iii) 𝑔(𝑥 ⃗⃗⃗  , 𝑎𝑦 ⃗⃗⃗  + 𝑏𝑧 ⃗⃗ ) = 𝑎𝑔(𝑥 ⃗⃗⃗  , 𝑦 ⃗⃗⃗  ) + 𝑏𝑔(𝑥 ⃗⃗⃗  , 𝑧 ⃗⃗ ) 

şartları sağlıyorsa 𝑔 dönüşümüne 𝑉 gerçel vektör uzayı üzerinde simetrik bilineer form denir 

[8,9,16].                                                                                                                         

Tanım 2.2. 

𝑉 bir gerçel vektör uzayı üzerinde simetrik bilineer form 𝑔 olsun. 

i) Sıfırdan farklı bir  𝑦 ⃗⃗⃗  ∈ 𝑉 vektörü,  ∀ 𝑥 ⃗⃗⃗  ∈ 𝑉 için 𝑔(𝑥 ⃗⃗⃗  , 𝑦 ⃗⃗⃗  ) = 0 eşitliğini sağlıyorsa, 𝑔 

formuna 𝑉 üzerinde dejenere form denir. 

Bu tanıma göre 𝑔 dejenere değilse ∀ 𝑦 ⃗⃗⃗  ∈ 𝑉 için 𝑔(𝑥 ⃗⃗⃗  , 𝑦 ⃗⃗⃗  ) = 0 olması 𝑥 ⃗⃗⃗  = 0 olmasını 

gerektirir. 

ii) (Skaler Çarpım): Dejenere olmayan simetrik bilineer forma skaler çarpım adı verilir. 

iii) Her 0 ≠ 𝑦 ⃗⃗⃗  ∈ 𝑉 için 𝑔(𝑦 ⃗⃗⃗  , 𝑦 ⃗⃗⃗  ) > 0  ise 𝑔 simetrik bilineer formuna pozitif tanımlı, eğer 

her 0 ≠ 𝑦 ⃗⃗⃗  ∈ 𝑉 için 𝑔(𝑦 ⃗⃗⃗  , 𝑦 ⃗⃗⃗  ) < 0  ise 𝑔 simetrik bilineer formuna negatif tanımlı denir [6,9].                                                                                                                            

Tanım 2.3.  

𝑔, 𝑉 gerçel vektör uzayı üzerinde bir skaler çarpım olsun. 𝑊, 𝑔 skaler çarpımın üzerinde 

negatif tanımlı olduğu 𝑉’nin en büyük boyutlu alt uzayı ise 𝑊 alt uzayının boyutuna 𝑔 skaler 

çarpımın indeksi denir ve 𝑞 ile gösterilir. 

  𝑔 skaler çarpımın indeksi 𝑞 ise 

  0 ≤ 𝑞 ≤ 𝑏𝑜𝑦(𝑉)   

şartı sağlanır. Ayrıca 𝑉 skaler çarpım uzayının indeksi, 𝑉 üzerinde tanımlı 𝑔 skaler çarpımın 

indeksi olarak tanımlanır [16].                                                                                                                                                    

Kısıtlanmış form gösterimiyle; 

 𝑔|𝑤:𝑊 × 𝑊 → ℝ 

negatif tanımlı olacak şekildeki en büyük boyutlu 𝑊 alt uzayı için 𝑞 = 𝑏𝑜𝑦(𝑊) dir [6]. 
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Tanım 2.4. 

 𝑛-boyutlu 𝑞-indeksli yarı-Öklidyen uzayı 𝔼𝑞
𝑛 uzayının bir dik koordinat sistemi 

(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3, ……… . , 𝑥𝑛) olmak üzere 

𝑑𝑠2 = −∑𝑑𝑥𝑖
2

𝑞

𝑖=1

+ ∑ 𝑑𝑥𝑖
2

𝑛

𝑖=𝑞+1

 

olarak tanımlanan dejenere olmayan metrik ile donatılmış 𝑛-boyutlu uzaydır. 

 𝔼𝑞
𝑛 uzayının skaler çarpımını 𝑔 ile gösterelim. Özel olarak 𝑛 = 4 ve 𝑞 = 1 alınırsa 4-boyutlu 

Minkowski uzayı elde edilir. Bu uzay Lorentz-Minkowski uzayı olarak da adlandırılır ve genellikle 

𝔼1
4  ile gösterilir [6, 9].                                                                                 

Tanım 2.5. 

𝔼1
4 uzayında 𝑥 = (𝑥1, 𝑥2, 𝑥3, 𝑥4) ve 𝑦 = (𝑦1, 𝑦2, 𝑦3, 𝑦4) vektörleri için iç çarpım (Lorentz 

skaler çarpımı); 

〈𝑥 , 𝑦 〉 = −𝑥1𝑦1 + 𝑥2𝑦2 + 𝑥3𝑦3 + 𝑥4𝑦4        

şeklindedir.                                                                                                                            

Tanım 2.6. 

𝑦 ∈ 𝔼1
4 \ {0}  olmak üzere; 

i) 𝑔(𝑦 ⃗⃗⃗  , 𝑦 ⃗⃗⃗  ) > 0 ise 𝑦 ⃗⃗⃗   ‘ye spacelike vektör, 

ii) 𝑔(𝑦 ⃗⃗⃗  , 𝑦 ⃗⃗⃗  ) < 0 ise 𝑦 ⃗⃗⃗   ‘ye timelike vektör, 

iii) 𝑔(𝑦 ⃗⃗⃗  , 𝑦 ⃗⃗⃗  ) = 0 ise 𝑦 ⃗⃗⃗   ‘ye lightlike vektör 

denir [6–8].                                                                                                                      

Tanım 2.7.  

 𝑥 ⃗⃗⃗  ∈ 𝔼1
4 \ {0} olmak üzere, 𝔼1

4 uzayında 𝑥 ⃗⃗⃗   vektörünün normu 

‖𝑥 ⃗⃗⃗  ‖ = √|𝑔(𝑥 ⃗⃗⃗  , 𝑥 ⃗⃗⃗  )| 

olarak tanımlanır. 

Eğer ‖𝑥 ⃗⃗⃗  ‖ = 1 ise 𝑥 ⃗⃗⃗   vektörüne birim vektör denir [6].                                  

Tanım 2.8. 

𝑋, 𝔼1
4 4-boyutlu Minkowski uzayının bir altuzayı ve 〈 , 〉|𝑋, 𝑋 üzerine indirgenmiş metrik 

olsun. 

i) 〈𝑥 , 𝑦 〉|𝑋⃗  pozitif tanımlı ise 𝑋’e spacelike altuzay, 

ii) 〈𝑥 , 𝑦 〉|𝑋⃗  indeksi 1 olan dejenere olmayan bir metrik ise 𝑋’e timelike altuzay, 

iii) 〈𝑥 , 𝑦 〉|𝑋⃗  dejenere ise 𝑋’e lightlike altuzay                                                  

denir [17].        
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Tanım 2.9. 

  𝑥 ⃗⃗⃗  , 𝑦 ⃗⃗⃗   ∈  𝔼1
4 olmak üzere 𝑥 ⃗⃗⃗   ve 𝑦 ⃗⃗⃗   vektörlerinin dik olması için gerek ve yeter şart; 

  𝑔(𝑥 ⃗⃗⃗  , 𝑦 ⃗⃗⃗  ) = 0  

olmasıdır.                                                                                                                 

Tanım 2.10.  

𝔼1
4 uzayında herhangi üç vektör 𝑥 = (𝑥1, 𝑥2, 𝑥3, 𝑥4) ,  𝑦 = (𝑦1, 𝑦2, 𝑦3, 𝑦4)   ve  

𝑧 = (𝑧1, 𝑧2, 𝑧3, 𝑧4)  olmak üzere,  

𝑥 ⃗⃗⃗  ×  𝑦 ⃗⃗⃗⃗ × 𝑧 = 𝑑𝑒𝑡 [

−𝑒1 𝑒2 𝑒3 𝑒4

𝑥1 𝑥2 𝑥3 𝑥4

𝑦1 𝑦2 𝑦3 𝑦4

𝑧1 𝑧2 𝑧3 𝑧4

]                                                                                           

vektörüne,   𝑥 ⃗⃗⃗   , 𝑦 ⃗⃗⃗   ve 𝑧 ⃗⃗ vektörlerinin Lorentzian vektörel çarpımı denir [6]. 

Tanım 2.11. 

𝛼 ∶  𝐼 ⊂ ℝ → 𝔼1
4 şeklinde tanımlı diferansiyellenebilir bir dönüşüme, 4-boyutlu Minkowski 

uzayında bir eğri denir [6,7,16].                                                                      

Tanım 2.12. 

𝛼 ∶  𝐼 ⊂ ℝ → 𝔼1
4 bir eğri olsun. 𝛼′(𝑠) ≠ 0 olmak üzere, ∀ 𝑠 ∈ 𝐼 için 𝛼 eğrisinin hız vektörü 

𝛼′(𝑠) sırasıyla spacelike, timelike veya null vektör ise 𝛼 eğrisine sırasıyla spacelike, timelike  veya 

null eğri denir [7].                                                                                                                 

Tanım 2.13. 

𝑈 ⊂ ℝ3 açık bir küme olmak üzere 

𝛾 ∶  𝑈 → 𝔼1
4                                                                                                                                          

(𝑢1, 𝑢2, 𝑢3)  →  𝛾(𝑢1, 𝑢2, 𝑢3) 

= (𝛾1(𝑢1, 𝑢2, 𝑢3), 𝛾2(𝑢1, 𝑢2, 𝑢3), 𝛾3(𝑢1, 𝑢2, 𝑢3), 𝛾4(𝑢1, 𝑢2, 𝑢3))  

dönüşümü 𝔼1
4 uzayında bir hiperyüzey parametrelemesi olsun. 𝛾𝑢1

× 𝛾𝑢2
× 𝛾𝑢3

 null 

olmamak üzere, 𝛾 hiperyüzeyinin birim normal vektör alanı 

               

𝑁 =
𝛾𝑢1

× 𝛾𝑢2
× 𝛾𝑢3

‖𝛾𝑢1
× 𝛾𝑢2

× 𝛾𝑢3
‖
             

 şeklinde tanımlanır.                                                                                                                                    

Tanım 2.14. 

𝑈 ⊂ ℝ3 açık kümesinden 𝔼1
4 uzayına tanımlı 𝛾(𝑢1, 𝑢2, 𝑢3) hiperyüzeyi verilsin. Bu 

hiperyüzeyin 1. temel formunun matrisi; 

[𝑔𝑖𝑗] = [

𝑔11 𝑔12 𝑔13

𝑔21 𝑔22 𝑔23

𝑔31 𝑔32 𝑔33

]                                                                                                  
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şeklindedir. Burada metrik katsayıları 𝑖, 𝑗 ∈ {1,2,3} olmak üzere; 

𝑔𝑖𝑗 = 〈𝛾𝑢𝑖
, 𝛾𝑢𝑗

 〉 

ile ifade edilir. Kısmi türevler ise  𝛾𝑢𝑖
=

𝜕𝛾

𝜕𝑢𝑖
 şeklinde tanımlanır. 

Tanım 2.15. 

𝑈 ⊂ ℝ3 açık kümesinden 𝔼1
4 uzayına tanımlı 𝛾(𝑢1, 𝑢2, 𝑢3) hiperyüzeyi ve bu hiperyüzeyin 

birim normal vektör alanı N verilsin. Bu hiperyüzeyin 2. temel formunun matrisi; 

[ℎ𝑖𝑗] = [

ℎ11 ℎ12 ℎ13

ℎ21 ℎ22 ℎ23

ℎ31 ℎ32 ℎ33

]                                                                                                    

şeklindedir. Burada 2. temel form katsayıları 𝑖, 𝑗 ∈ {1,2,3} olmak üzere; 

ℎ𝑖𝑗 = 〈𝛾𝑢𝑖𝑢𝑗
, 𝑁 𝛾  〉 

ile ifade edilir. Birinci mertebeden kısmi türevler 𝛾𝑢𝑖
=

𝜕𝛾

𝜕𝑢𝑖
  ve ikinci mertebeden kısmi 

türevler 𝛾𝑢𝑖𝑢𝑗
=

𝜕2𝛾

𝜕𝑢𝑖𝜕𝑢𝑗
  biçimindedir. 

Tanım 2.16. 

𝐴 = [𝐴𝑖𝑗] = [

𝐴11 𝐴12 𝐴13

𝐴21 𝐴22 𝐴23

𝐴31 𝐴32 𝐴33

]  dejenere olmayan bir matris olsun. Bu matrisin tersi; 

[𝐴𝑖𝑗] =
1

𝑑𝑒𝑡[𝐴𝑖𝑗]
. [

𝐴22𝐴33 − 𝐴23𝐴32 𝐴13𝐴32 − 𝐴12𝐴33 𝐴12𝐴23 − 𝐴13𝐴22

𝐴23𝐴31 − 𝐴21𝐴33 𝐴11𝐴33 − 𝐴13𝐴31 𝐴13𝐴21 − 𝐴11𝐴23

𝐴21𝐴32 − 𝐴22𝐴31 𝐴12𝐴31 − 𝐴11𝐴32 𝐴11𝐴22 − 𝐴12𝐴21

]       

olarak ifade edilir. Burada [𝐴𝑖𝑗] matrisinin determinantı; 

𝑑𝑒𝑡[𝐴𝑖𝑗] = −𝐴13𝐴22𝐴31 + 𝐴12𝐴23𝐴31 + 𝐴13𝐴21𝐴32 − 𝐴11𝐴23𝐴32 − 𝐴12𝐴21𝐴33 +

                   𝐴11𝐴22𝐴33                                                                                                               

şeklindedir [17,18].                                                                                                                                                              

Tanım 2.17. 

𝔼1
4  Minkowski uzayında bir hiperyüzeyin şekil operatörünün matrisi  

𝑆 = [𝑎𝑖𝑗] = [𝑔𝑖𝑗][ℎ𝑖𝑗] 

olarak hesaplanır. Burada [𝑔𝑖𝑗]ve  [ℎ𝑖𝑗] sırasıyla hiperyüzeyin 1. ve 2. temel form 

matrislerini, [𝑔𝑖𝑗] matrisi ise [𝑔𝑖𝑗] 1. temel form matrisinin ters matrisini temsil etmektedir.                                                                         

Tanım 2.18. 

𝔼1
4  Minkowski uzayında bir hiperyüzeyin Gauss eğriliği ve ortalama eğriliği sırasıyla;  



 

8 

𝐾 = 𝜀
𝑑𝑒𝑡[ℎ𝑖𝑗]

𝑑𝑒𝑡[𝑔𝑖𝑗]
  

ve 

3𝜀𝐻 = 𝑖𝑧(𝑆)         

şeklindedir. K büyüklüğü literatürde Gauss-Kronecker eğriliği olarak da adlandırılır. Burada  

𝜀 = 〈𝑁 𝛾, 𝑁 𝛾 〉  ‘dir [6, 11, 12].   
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3.    𝔼𝟏
𝟒’TE BİR PROFİL EĞRİSİNİN SPACELIKE EKSEN 

ETRAFINDA DÖNDÜRÜLMESİYLE OLUŞTURULAN DÖNEL 

HİPERYÜZEYLER 

Bu bölümde, 𝔼1
4’te bir profil eğrisinin spacelike bir eksen etrafında döndürülmesiyle 

oluşturulan dönel hiperyüzeyler incelenmektedir. Söz konusu hiperyüzeylerin birim normal vektör 

alanı, birinci ve ikinci temel form matrisleri ile şekil operatörü hesaplanarak Gauss ve ortalama 

eğriliklerine dair geometrik sonuçlara ulaşılmaktadır. Bölüm genel hatlarıyla; hiperyüzeyin 

parametrelendirilmesi, eğriliklerin hesaplanması ve bu eğriliklere bağlı olarak profil eğrisinin 

belirlenmesi olmak üzere üç alt başlık altında sunulmaktadır. 

3.1.   Spacelike Eksenli Hiperyüzeyin İnşası 

Bu alt bölümde, 𝔼1
4’te  spacelike bir eksen etrafında dönen dönel hiperyüzeylerin inşası 

detaylı olarak ele alınmaktadır. Burada ilk olarak profil eğrisi tanımlanmakta, ardından uygun 

dönme matrisi ile hiperyüzey parametrelendirilmekte ve hiperyüzeyi karakterize eden kısmi türev 

vektörleri elde edilmektedir. 

İlk olarak, hiperyüzeyi oluşturacak olan profil eğrisini tanımlayalım. 𝐼 ⊂ ℝ aralığında 

tanımlı, en az iki kez türevlenebilir bir 𝑓1(𝑥): 𝐼 ⊂ ℝ → ℝ  fonksiyonu ve 𝑥 ∈ ℝ − {0}  olmak üzere, 

profil eğrisi  

𝛼(𝑥) = (𝑥, 0, 0, 𝑓1(𝑥)) 

şeklinde olsun. Bu bölüm boyunca 

|𝑓1
′(𝑥)| < 1, ∀𝑥 ∈ 𝐼 

kabulü geçerlidir. Bu profil eğrisinin (0, 0, 0, 1) spacelike ekseni etrafında döndürülmesiyle oluşan 

𝛾(𝑥, 𝑦, 𝑧) hiperyüzeyi 𝑦, 𝑧 ∈ ℝ olmak üzere; 

𝛾(𝑥, 𝑦, 𝑧) = [

cosh𝑦 cosh𝑧 sinh𝑦 cosh 𝑧 sinh 𝑧 0
sinh𝑦 cosh𝑦 0 0

cosh𝑦 sinh 𝑧 sinh𝑦 sinh 𝑧 cosh 𝑧 0
0 0 0 1

] [

𝑥
0
0

𝑓1(𝑥)

] 

olarak ifade edilir. Bu matris çarpımı sonucunda dönel hiperyüzeyin parametrizasyonu 

 

𝛾(𝑥, 𝑦, 𝑧) = (𝑥 cosh𝑦 cosh𝑧 , 𝑥 sinh𝑦 , 𝑥 cosh𝑦 sinh 𝑧, 𝑓1(𝑥))                                    (3.1) 

 

şeklinde elde edilir. Denklem (3.1) ile verilen 𝛾(𝑥, 𝑦, 𝑧) dönel hiperyüzeyin 𝑥, 𝑦 ve 𝑧 

parametrelerine göre birinci mertebeden kısmi türev vektörleri, sırasıyla, 
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𝛾𝑥 = (cosh𝑦 cosh 𝑧 , sinh𝑦 , cosh𝑦 sinh 𝑧 , 𝑓1′(𝑥)),                                                     (3.2) 

𝛾𝑦 = (𝑥 sinh𝑦 cosh 𝑧 , 𝑥 cosh𝑦 , 𝑥 sinh𝑦 sinh 𝑧 , 0)                                                     (3.3) 

ve 

𝛾𝑧 = (𝑥 cosh𝑦 sinh 𝑧 , 0, 𝑥 cosh𝑦 cosh𝑧 , 0)                                                                 (3.4) 

olarak hesaplanır. Burada 𝑓1
′(𝑥) =

𝑑𝑓1(𝑥)

𝑑𝑥
 , 𝛾𝑥 =

𝜕𝛾(𝑥,𝑦,𝑧)

𝜕𝑥
, 𝛾𝑦 =

𝜕𝛾(𝑥,𝑦,𝑧)

𝜕𝑦
, 𝛾𝑧 =

𝜕𝛾(𝑥,𝑦,𝑧)

𝜕𝑧
 ‘dir. 

(3.1) ile verilen hiperyüzeyin birim normal vektör alanını elde etmek amacıyla yukarıda 

hesaplanan 𝛾𝑥 , 𝛾𝑦 ve 𝛾𝑧 kısmi türev vektörlerinin vektörel çarpımı   

𝛾𝑥 × 𝛾𝑦 × 𝛾𝑧 = 𝑑𝑒𝑡 [

−𝑒1 𝑒2 𝑒3 𝑒4

𝑐𝑜𝑠ℎ𝑦𝑐𝑜𝑠ℎ𝑧 𝑠𝑖𝑛ℎ𝑦 𝑐𝑜𝑠ℎ𝑦𝑠𝑖𝑛ℎ𝑧 𝑓1
′(x)

𝑥𝑠𝑖𝑛ℎ𝑦𝑐𝑜𝑠ℎ𝑧 𝑥𝑐𝑜𝑠ℎ𝑦 𝑥𝑠𝑖𝑛ℎ𝑦𝑠𝑖𝑛ℎ𝑧 0
𝑥𝑐𝑜𝑠ℎ𝑦𝑠𝑖𝑛ℎ𝑧 0 𝑥𝑐𝑜𝑠ℎ𝑦𝑐𝑜𝑠ℎ𝑧 0

] 

şeklindedir. Buradan 

𝛾𝑥 × 𝛾𝑦 × 𝛾𝑧 = − |
𝑠𝑖𝑛ℎ𝑦 𝑐𝑜𝑠ℎ𝑦𝑠𝑖𝑛ℎ𝑧 𝑓1

′(x)

𝑥𝑐𝑜𝑠ℎ𝑦 𝑥𝑠𝑖𝑛ℎ𝑦𝑠𝑖𝑛ℎ𝑧 0
0 𝑥𝑐𝑜𝑠ℎ𝑦𝑐𝑜𝑠ℎ𝑧 0

| 𝑒1

− |
𝑐𝑜𝑠ℎ𝑦𝑐𝑜𝑠ℎ𝑧 𝑐𝑜𝑠ℎ𝑦𝑠𝑖𝑛ℎ𝑧 𝑓1

′(x)

𝑥𝑠𝑖𝑛ℎ𝑦𝑐𝑜𝑠ℎ𝑧 𝑥𝑠𝑖𝑛ℎ𝑦𝑠𝑖𝑛ℎ𝑧 0
𝑥𝑐𝑜𝑠ℎ𝑦𝑠𝑖𝑛ℎ𝑧 𝑥𝑐𝑜𝑠ℎ𝑦𝑐𝑜𝑠ℎ𝑧 0

| 𝑒2

+ |
𝑐𝑜𝑠ℎ𝑦𝑐𝑜𝑠ℎ𝑧 𝑠𝑖𝑛ℎ𝑦 𝑓1

′(x)

𝑥𝑠𝑖𝑛ℎ𝑦𝑐𝑜𝑠ℎ𝑧 𝑥𝑐𝑜𝑠ℎ𝑦 0
𝑥𝑐𝑜𝑠ℎ𝑦𝑠𝑖𝑛ℎ𝑧 0 0

| 𝑒3

− |

𝑐𝑜𝑠ℎ𝑦𝑐𝑜𝑠ℎ𝑧 𝑠𝑖𝑛ℎ𝑦 𝑐𝑜𝑠ℎ𝑦𝑠𝑖𝑛ℎ𝑧
𝑥𝑠𝑖𝑛ℎ𝑦𝑐𝑜𝑠ℎ𝑧 𝑥𝑐𝑜𝑠ℎ𝑦 𝑥𝑠𝑖𝑛ℎ𝑦𝑠𝑖𝑛ℎ𝑧
𝑥𝑐𝑜𝑠ℎ𝑦𝑠𝑖𝑛ℎ𝑧 0 𝑥𝑐𝑜𝑠ℎ𝑦𝑐𝑜𝑠ℎ𝑧

| 𝑒4 

olarak elde edilir. Burada gerekli düzenlemeler yapılırsa 

𝛾𝑥 × 𝛾𝑦 × 𝛾𝑧 = (
−𝑥2cosh2ycoshz 𝑓1

′(x), −(𝑥2𝑠𝑖𝑛ℎ𝑦𝑐𝑜𝑠ℎ𝑦) 𝑓1
′(x),

−𝑥2𝑐𝑜𝑠ℎ2ysinhz 𝑓1
′(x),−𝑥2𝑐𝑜𝑠ℎ𝑦 

)                            (3.5)  

olur. (3.5) ile verilen vektörel çarpımının,  𝔼1
4 Lorentz uzayındaki normu 

‖𝛾𝑥 × 𝛾𝑦 × 𝛾𝑧‖ = √𝑥4 cosh2 𝑦 (
−𝑓1

′2 cosh2 𝑦 cosh2 𝑧 + 𝑓1
′2 sinh2 𝑦

+𝑓1
′2 cosh2 𝑦 sinh2 𝑧 + 1

) 

  

= 𝑥2 cosh𝑦 √−𝑓1
′2cosh2y (cosh2 𝑧 − sinh2 𝑧)  + 𝑓1

′2 sinh2 𝑦 + 1                            

= 𝑥2 cosh𝑦 √1 − 𝑓1
′2                                                   (3.5) 
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olur. (3.5) ve (3.6) eşitlikleri Tanım 2.13’de yerine yazılırsa (3.1) ile verilen hiperyüzeyin birim 

normal vektörü 

𝑁𝛾 = 
(−𝑥2𝑐𝑜𝑠ℎ2ycoshz 𝑓1

′, −𝑥2𝑠𝑖𝑛ℎ𝑦𝑐𝑜𝑠ℎ𝑦𝑓1
′, −𝑥2𝑐𝑜𝑠ℎ2ysinhz 𝑓1

′, −𝑥2𝑐𝑜𝑠ℎ𝑦  )

𝑥2 cosh𝑦 √1 − 𝑓1
′2 

 

=
(−𝑓1

′ cosh𝑦 cosh 𝑧 ,−𝑓1
′ sinh𝑦 , −𝑓1

′ cosh𝑦 sinh 𝑧  , −1)

√1 − 𝑓1
′2 

 

olup gerekli düzenlemeler yapılırsa, 

= −
1

√1−𝑓1
′2 

(𝑓1
′ cosh𝑦 cosh 𝑧 , 𝑓1

′ sinh𝑦 , 𝑓1
′ cosh𝑦 sinh 𝑧  ,1)                                             (3.7) 

şeklinde bulunur. (3.7) eşitliğinde verilen birim normal vektörün iç çarpımı alınırsa 

𝜀 =< 𝑁𝛾,𝑁𝛾 > 

=
−𝑓1

′2 cosh2 𝑦 cosh2 𝑧 + 𝑓1
′2 sinh2 𝑦 + 𝑓1

′2 cosh2 𝑦 sinh2 𝑧 + 1

1 − 𝑓1
′2

 

=
−𝑓1

′2 cosh2 𝑦 (cosh2 𝑧 − sinh2 𝑧) + 𝑓1
′2 sinh2 𝑦 + 1

1 − 𝑓1
′2

 

=
1 − 𝑓1

′2

1 − 𝑓1
′2

 

olup buradan 

𝜀 = 1                                                                                                                                      (3.8) 

olduğu açıktır. 

Şimdi (3.1) eşitliğiyle verilen hiperyüzeyin birinci temel form katsayılarını hesaplayalım. 

(3.2), (3.3) ve (3.4) kısmi türev vektörleri ve Tanım 2.14 kullanılırsa hiperyüzeyin birinci temel 

form katsayıları, sırasıyla, 

𝑔11 = 〈𝛾𝑥 , 𝛾𝑥〉 

=〈(cosh𝑦 cosh𝑧 , sinh𝑦 , cosh𝑦 sinh 𝑧 , 𝑓1′), (cosh𝑦 cosh 𝑧 , sinh𝑦 , cosh𝑦 sinh 𝑧 , 𝑓1′)〉 

= −cosh2 𝑦 cosh2 𝑧 + sinh2 𝑦 + cosh2 𝑦 sinh2 𝑧 + 𝑓1
′2

 

 = −cosh2 𝑦 (cosh2 𝑧 −sinh2 𝑧) + sinh2 𝑦 + 𝑓1
′2

 

  = −cosh2 𝑦 + sinh2 𝑦 + 𝑓1
′2

 

  =−1 + 𝑓1
′2

, 

𝑔12 = 〈𝛾𝑥 , 𝛾𝑦〉  
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= 〈(cosh𝑦 cosh 𝑧 , sinh 𝑦 , cosh𝑦 sinh 𝑧 , 𝑓1′), (𝑥 sinh𝑦 cosh 𝑧 , 𝑥 cosh𝑦 , 𝑥 sinh𝑦 sinh 𝑧 , 0)〉 

= −𝑥 sinh𝑦 cosh𝑦 cosh2 𝑧 + 𝑥 sinh𝑦 cosh𝑦 + 𝑥 sinh𝑦 cosh𝑦 sinh2 𝑧 

=−𝑥 sinh𝑦 cosh𝑦 (cosh2 𝑧 −sinh2 𝑧) + 𝑥 sinh𝑦 cosh𝑦 

=0, 

𝑔13 = 〈𝛾𝑥 , 𝛾𝑧〉  

=〈(cosh𝑦 cosh 𝑧 , sinh𝑦 , cosh𝑦 sinh 𝑧 , 𝑓1
′)(𝑥 cosh𝑦 sinh 𝑧 , 0, 𝑥 cosh𝑦 cosh𝑧 , 0)〉 

= −𝑥 cosh2 𝑦 sinh 𝑧 cosh 𝑧 + 0 + 𝑥 cosh2 𝑦 sinh 𝑧 cosh 𝑧 

= 0, 

𝑔21 = 〈𝛾𝑦, 𝛾𝑥〉  

= 〈(𝑥 sinh𝑦 cosh 𝑧 , 𝑥 cosh𝑦 , 𝑥 sinh𝑦 sinh 𝑧 , 0)(cosh𝑦 cosh𝑧 , sinh𝑦 , cosh𝑦 sinh 𝑧 , 𝑓1
′)〉 

= −𝑥 cosh2 𝑧 cosh𝑦 sinh𝑦 + 𝑥 sinh𝑦 cosh𝑦 + 𝑥 sinh𝑦 cosh𝑦 sinh2 𝑧 

= −𝑥 cosh𝑦 sinh𝑦 (cosh2 𝑧 − sinh2 𝑧) + 𝑥 sinh𝑦 cosh𝑦 

= 0,                     

𝑔22 = 〈𝛾𝑦, 𝛾𝑦〉  

= 〈(𝑥 sinh𝑦 cosh 𝑧 , 𝑥 cosh𝑦 , 𝑥 sinh𝑦 sinh 𝑧 , 0)(𝑥 sinh𝑦 cosh 𝑧 , 𝑥 cosh𝑦 , 𝑥 sinh𝑦 sinh 𝑧 , 0)〉 

= −𝑥2 sinh2 𝑦 cosh2 𝑧 + 𝑥2 cosh2 𝑦 + 𝑥2 sinh2 𝑦 sinh2 𝑧 

= −𝑥2 sinh2 𝑦 (cosh2 𝑧 − sinh2 𝑧) + 𝑥2 cosh2 𝑦 

= 𝑥2(cosh2 𝑦 − sinh2 𝑦) 

= 𝑥2, 

𝑔23 = 〈𝛾𝑦, 𝛾𝑧〉 

= 〈(𝑥 sinh𝑦 cosh 𝑧 , 𝑥 cosh𝑦 , 𝑥 sinh𝑦 sinh 𝑧 , 0)(𝑥 cosh𝑦 sinh 𝑧 , 0, 𝑥 cosh𝑦 cosh 𝑧 , 0)〉 

= −𝑥2 sinh𝑦 cosh𝑦 cosh 𝑧 sinh 𝑧 + 0 + 𝑥2 sinh𝑦 cosh𝑦 sinh 𝑧 cosh 𝑧 

= 0, 

 
𝑔31 = 〈𝛾𝑧, 𝛾𝑥〉  

= 〈(𝑥 cosh𝑦 sinh 𝑧 , 0, 𝑥 cosh𝑦 cosh 𝑧 , 0) (cosh𝑦 cosh 𝑧 , sinh𝑦 , cosh𝑦 sinh 𝑧 , 𝑓1
′(𝑥))〉 

= −𝑥 cosh2 𝑦 sinh 𝑧 cosh𝑧 + 0 + 𝑥 cosh2 𝑦 sinh 𝑧 cosh 𝑧 

= 0, 

𝑔32 = 〈𝛾𝑧, 𝛾𝑦〉 
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= (𝑥 cosh𝑦 sinh 𝑧 , 0, 𝑥 cosh𝑦 cosh 𝑧 , 0)(𝑥 sinh𝑦 cosh 𝑧 , 𝑥 cosh𝑦 , 𝑥 sinh𝑦 sinh 𝑧 , 0) 

= −𝑥2 sinh𝑦 cosh𝑦 cosh 𝑧 sinh 𝑧 + 0 + 𝑥2 sinh𝑦 cosh𝑦 cosh 𝑧 sinh 𝑧 

= 0                    

 

ve 

𝑔33 =< 𝛾𝑧, 𝛾𝑧 >  

= (𝑥 cosh𝑦 sinh 𝑧 , 0, 𝑥 cosh𝑦 cosh 𝑧 , 0)(𝑥 cosh𝑦 sinh 𝑧 , 0, 𝑥 cosh𝑦 cosh 𝑧 , 0) 

= −𝑥2 cosh2 𝑦 sinh2 𝑧 + 0 + 𝑥2 cosh2 𝑦 cosh2 𝑧 

= 𝑥2 cosh2 𝑦 (cosh2 𝑧 − sinh2 𝑧) 

= 𝑥2 cosh2 𝑦     

 

olarak bulunur. Bu hesaplamalar yardımıyla dönel hiperyüzeyin birinci temel form katsayılar 

matrisi 

[𝑔𝑖𝑗]=      [
𝑓1

′2 − 1 0 0

0 𝑥2 0
0 0 𝑥2𝑐𝑜𝑠ℎ2𝑦

]                                                                               (3.9) 

 

şeklinde yazılır. Denklem (3.2), (3.3) ve (3.4) ile verilen birinci mertebeden kısmi türevlerden 

yararlanarak dönel hiperyüzeyin ikinci mertebeden kısmi türev vektörleri  

𝛾𝑥𝑥 =
𝜕2𝛾

𝜕𝑥2 = (0,0,0, 𝑓1′′), 

𝛾𝑥𝑦 =
𝜕2𝛾

𝜕𝑥𝜕𝑦
= (sinh𝑦 cosh 𝑧 , cosh𝑦, sinh𝑦 sinh 𝑧, 0),  

𝛾𝑥𝑧 =
𝜕2𝛾

𝜕𝑥𝜕𝑧
= (sinh 𝑧 cosh𝑦 , 0, cosh𝑦 cosh 𝑧, 0),  

𝛾𝑦𝑥 =
𝜕2𝛾

𝜕𝑦𝜕𝑥
= (sinh𝑦 cosh 𝑧 , cosh𝑦 , sinh𝑦 sinh 𝑧, 0),   

𝛾𝑦𝑦 =
𝜕2𝛾

𝜕𝑦2 = (𝑥 cosh𝑦 cosh 𝑧 , 𝑥 sinh𝑦 , 𝑥 cosh𝑦 sinh 𝑧 , 0),                                               (3.10) 

𝛾𝑦𝑧 =
𝜕2𝛾

𝜕𝑦𝜕𝑧
= (𝑥 sinh𝑦 sinh 𝑧 , 0, 𝑥 sinh𝑦 cosh 𝑧 , 0),  

𝛾𝑧𝑥 =
𝜕2𝛾

𝜕𝑧𝜕𝑥
= (sinh 𝑧 cosh𝑦 , 0, cosh𝑦 cosh 𝑧, 0),  

𝛾𝑧𝑦 =
𝜕2𝛾

𝜕𝑧𝜕𝑦
= (𝑥 sinh𝑦 sinh 𝑧 , 0, 𝑥 sinh𝑦 cosh 𝑧 , 0),  

ve  

𝛾𝑧𝑧 =
𝜕2𝛾

𝜕𝑧2 = (𝑥 cosh𝑦 cosh 𝑧 , 0, 𝑥 cosh𝑦 sinh 𝑧 , 0)                                                                
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olarak hesaplanır. Tanım 2.15 ile (3.7) ve (3.10) eşitliklerinden hiperyüzeyin ikinci temel form 

katsayıları, sırasıyla, 

ℎ11 =< 𝛾𝑥𝑥,
𝑁𝛾 >  

= 〈(0,0,0, 𝑓1
′′),

(

 
 

−
1

√1 − 𝑓1
′2 

(𝑓1
′ cosh𝑦 cosh 𝑧 , 𝑓1

′ sinh𝑦 , 𝑓1
′ cosh𝑦 sinh 𝑧  ,1)

)

 
 

〉 

= −
𝑓1

′′

√1−𝑓1
′2 

,                      

ℎ12 =< 𝛾𝑥𝑦, 𝑁𝛾 >  

= 〈

(sinh𝑦 cosh 𝑧 , cosh𝑦, sinh𝑦 sinh 𝑧, 0),

(

 
 

−
1

√1 − 𝑓1
′2 

(𝑓1
′ cosh𝑦 cosh 𝑧 , 𝑓1

′ sinh𝑦 , 𝑓1
′ cosh𝑦 sinh 𝑧  ,1)

)

 
 〉 

=
𝑓1

′ sinh𝑦 cosh𝑦 cosh2 𝑧 − 𝑓1
′ sinh𝑦 cosh𝑦 − 𝑓1

′ sinh𝑦 cosh𝑦 sinh2 𝑧 − 0

√1 − 𝑓1
′2 

 

=
𝑓1

′ sinh𝑦 cosh𝑦 (cosh2 𝑧 − sinh2 𝑧) − 𝑓1
′ cosh𝑦 sinh𝑦

√1 − 𝑓1
′2 

 

= 0, 

ℎ13 =< 𝛾𝑥𝑧, 𝑁𝛾 >  

  

= 〈

(sinh 𝑧 cosh𝑦 , 0, cosh𝑦 cosh 𝑧, 0),

(

 
 

−
1

√1 − 𝑓1
′2 

(𝑓1
′ cosh𝑦 cosh 𝑧 , 𝑓1

′ sinh𝑦 , 𝑓1
′ cosh𝑦 sinh 𝑧  ,1)

)

 
 〉 

=
𝑓1

′ sinh 𝑧 cosh𝑧 cosh2 𝑦 + 0 − 𝑓1
′ cosh 𝑧 sinh 𝑧 cosh2 𝑦 − 0

√1 − 𝑓1
′2 

 

= 0, 

ℎ21 =< 𝛾𝑦𝑥 , 𝑁𝛾 >  
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= 〈

(sinh𝑦 cosh 𝑧 , cosh𝑦 , sinh𝑦 sinh 𝑧, 0),

(

 
 

−
1

√1 − 𝑓1
′2 

(𝑓1
′ cosh𝑦 cosh 𝑧 , 𝑓1

′ sinh𝑦 , 𝑓1
′ cosh𝑦 sinh 𝑧  ,1)

)

 
 〉 

=
𝑓1

′ sinh𝑦 cosh𝑦 cosh2 𝑧 − 𝑓1
′ cosh𝑦 sinh𝑦 − 𝑓1

′ cosh𝑦 sinh𝑦 sinh2 𝑧 + 0

√1 − 𝑓1
′2 

 

=
𝑓1

′ sinh𝑦 cosh𝑦 (cosh2 𝑧 − sinh2 𝑧) − 𝑓1
′ cosh𝑦 sinh𝑦

√1 − 𝑓1
′2 

 

= 0,                    

   
ℎ22 =< 𝛾𝑦𝑦, 𝑁𝛾 > 

= 〈

(𝑥 cosh𝑦 cosh 𝑧 , 𝑥 sinh𝑦 , 𝑥 cosh𝑦 sinh 𝑧 , 0),

(

 
 

−
1

√1 − 𝑓1
′2 

(𝑓1
′ cosh𝑦 cosh 𝑧 , 𝑓1

′ sinh𝑦 , 𝑓1
′ cosh𝑦 sinh 𝑧  ,1)

)

 
 〉 

=
𝑥𝑓1

′ cosh2 𝑦 cosh2 𝑧 − 𝑥𝑓1
′ sinh2 𝑦 − 𝑥𝑓1

′ cosh2 𝑦 sinh2 𝑧 − 0

√1 − 𝑓1
′2 

 

=
𝑥𝑓1

′ cosh2 𝑦 (cosh2 𝑧 − sinh2 𝑧) − 𝑥𝑓1
′ sinh2 𝑦

√1 − 𝑓1
′2 

 

=
𝑥𝑓1

′(cosh2 𝑦 − sinh2 𝑦)

√1 − 𝑓1
′2 

 

=
𝑥𝑓1

′

√1−𝑓1
′2 

, 

ℎ23 =< 𝛾𝑦𝑧, 𝑁𝛾 >  

= 〈

(𝑥 sinh𝑦 sinh 𝑧 , 0, 𝑥 sinh𝑦 cosh 𝑧 , 0),

(

 
 

−
1

√1 − 𝑓1
′2 

(𝑓1
′ cosh𝑦 cosh 𝑧 , 𝑓1

′ sinh𝑦 , 𝑓1
′ cosh𝑦 sinh 𝑧  ,1)

)

 
 〉 
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=
𝑥𝑓1

′ sinh𝑦 sinh 𝑧 cosh𝑦 cosh𝑧 + 0 − 𝑥𝑓1
′ sinh𝑦 sinh 𝑧 cosh𝑦 cosh 𝑧 − 0

√1 − 𝑓1
′2 

 

= 0,      

                 
ℎ31 =< 𝛾𝑧𝑥 , 𝑁𝛾 >  

= 〈

(sinh 𝑧 cosh𝑦 , 0, cosh𝑦 cosh 𝑧, 0),

(

 
 

−
1

√1 − 𝑓1
′2 

(𝑓1
′ cosh𝑦 cosh 𝑧 , 𝑓1

′ sinh𝑦 , 𝑓1
′ cosh𝑦 sinh 𝑧  ,1)

)

 
 〉 

=
𝑓1

′ sinh 𝑧 cosh𝑧 cosh2 𝑦 + 0 − 𝑓1
′ cosh 𝑧 sinh 𝑧 cosh2 𝑦 + 0

√1 − 𝑓1
′2 

 

= 0,                     

   
ℎ32 =< 𝛾𝑧𝑦, 𝑁𝛾 >  

= 〈

(𝑥 sinh𝑦 sinh 𝑧 , 0, 𝑥 sinh𝑦 cosh 𝑧 , 0),

(

 
 

−
1

√1 − 𝑓1
′2 

(𝑓1
′ cosh𝑦 cosh 𝑧 , 𝑓1

′ sinh𝑦 , 𝑓1
′ cosh𝑦 sinh 𝑧  ,1)

)

 
 〉 

=
𝑥𝑓1

′ sinh𝑦 sinh 𝑧 cosh𝑦 cosh𝑧 + 0 − 𝑥𝑓1
′ sinh𝑦 sinh 𝑧 cosh𝑦 cosh 𝑧 + 0

√1 − 𝑓1
′2 

 

= 0    

 

ve                        

    
ℎ33 =< 𝛾𝑧𝑧, 𝑁𝛾 >  

= 〈

(𝑥 cosh𝑦 cosh 𝑧 , 0, 𝑥 cosh𝑦 sinh 𝑧 , 0),

(

 
 

−
1

√1 − 𝑓1
′2 

(𝑓1
′ cosh𝑦 cosh 𝑧 , 𝑓1

′ sinh𝑦 , 𝑓1
′ cosh𝑦 sinh 𝑧  ,1)

)

 
 〉 
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=
𝑥𝑓1

′ cosh2 𝑦 cosh2 𝑧 + 0 − 𝑥𝑓1
′ cosh2 𝑦 sinh2 𝑧 − 0

√1 − 𝑓1
′2 

 

=
𝑥𝑓1

′ cosh2 𝑦 (cosh2 𝑧 − sinh2 𝑧)

√1 − 𝑓1
′2 

 

=
𝑥𝑓1

′ cosh2 𝑦

√1 − 𝑓1
′2 

 

şeklinde bulunur. Bu hesaplamalar sonucunda hiperyüzeyin ikinci temel formunun katsayılar 

matrisi             

[ℎ𝑖𝑗] =

[
 
 
 
 
 
 
 −

𝑓1
′′

√1−𝑓1
′2

0 0

0
𝑥𝑓1

′

√1−𝑓1
′2

0

0 0
𝑥𝑓1

′ cosh2 𝑦

√1−𝑓1
′2

]
 
 
 
 
 
 
 

                                                                            (3.11) 

 

şeklinde yazılır. 

3.2.    Spacelike Eksenli Hiperyüzeyde Eğriliklerin Hesaplanması 

Bu alt bölümde, bir önceki bölümde elde edilen birinci ve ikinci temel form matrisleri 

kullanılarak (3.1) dönel hiperyüzeyin şekil operatörü ile Gauss ve ortalama eğrilik hesaplanacaktır. 

Denklem (3.9) ile verilen birinci temel form matrisinin determinantı 

 

det[𝑔𝑖𝑗] = (𝑓1
′2 − 1) (𝑥4 cosh2 𝑦) 

 

olarak bulunur. Birinci temel form matrisi [𝑔𝑖𝑗]’nin tersi 

 

[𝑔𝑖𝑗] =
1

(𝑓1
′2 − 1) (𝑥4 cosh2 𝑦)

[
 
 
 
(𝑥4 cosh2 𝑦) 0 0

0 (𝑓1
′2 − 1) (𝑥2 cosh2 𝑦) 0

0 0 (𝑓1
′2 − 1)𝑥2

]
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            =

[
 
 
 
 

1

𝑓1
′2−1

0 0

0
1

𝑥2 0

0 0
1

𝑥2 cosh2 𝑦]
 
 
 
 

                                                                                                (3.12) 

 

şeklinde elde edilir. Benzer şekilde, Denklem (3.11) ile verilen ikinci temel form matrisinin 

determinantı 

 

det[ℎ𝑖𝑗] = −
𝑓1

′′

√1 − 𝑓1
′2

 
𝑥𝑓1

′

√1 − 𝑓1
′2

 
𝑥𝑓1

′ cosh2 𝑦

√1 − 𝑓1
′2

= −
𝑥2 cosh2 𝑦 𝑓1

′2𝑓1
′′

√1 − 𝑓1
′2

3  

 

olarak hesaplanır. İkinci temel form matrisinin tersi     

                            

[ℎ𝑖𝑗]

= −
√1 − 𝑓1

′2
3

𝑥2 cosh2 𝑦 𝑓1
′2𝑓1

′′
 

[
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

𝑥𝑓1
′

√1 − 𝑓1
′2

𝑥𝑓1
′ cosh2 𝑦

√1 − 𝑓1
′2

0 0

0
−𝑓1

′′

√1 − 𝑓1
′2

𝑥𝑓1
′ cosh2 𝑦

√1 − 𝑓1
′2

0

0 0
−𝑓1

′′

√1 − 𝑓1
′2

𝑥𝑓1
′

√1 − 𝑓1
′2

]
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 

 =

[
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 −𝑥𝑓1

′𝑥𝑓1
′ cosh2 𝑦√1−𝑓1

′2
3

𝑥2 cosh2 𝑦𝑓1
′2𝑓1

′′√1−𝑓1
′2

2 0 0

0
√1−𝑓1

′2
3

𝑓1
′′𝑥𝑓1

′ cosh2 𝑦

𝑥2 cosh2 𝑦𝑓1
′2𝑓1

′′√1−𝑓1
′2

2 0

0 0
√1−𝑓1

′2
3

𝑓1
′′𝑥𝑓1

′

𝑥2 cosh2 𝑦𝑓1
′2𝑓1

′′√1−𝑓1
′2

2

]
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 

 

olarak bulunur. Gerekli düzenlemeler yapıldığında, 
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     [ℎ𝑖𝑗] = √1 − 𝑓1
′2

[
 
 
 
 
−1

𝑓1
′′ 0 0

0
1

𝑥𝑓1
′ 0

0 0
1

𝑥𝑓1
′ cosh2 𝑦]

 
 
 
 

                                                                                    (3.13) 

 

olduğu açıktır. Tanım 2.17’de (3.12) ve (3.11) eşitlikleri yerlerine yazılırsa (3.1) ile verilen 

hiperyüzeyin şekil operatörü 

 

S =      

[
 
 
 
 
 
 

1

𝑓1
′2 − 1

0 0

0
1

𝑥2
0

0 0
1

𝑥2 cosh2 𝑦]
 
 
 
 
 
 

 

[
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 −

𝑓1
′′

√1 − 𝑓1
′2

0 0

0
𝑥𝑓1

′

√1 − 𝑓1
′2

0

0 0
𝑥𝑓1

′ cosh2 𝑦

√1 − 𝑓1
′2

]
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 

      =

[
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 −

𝑓1
′′

(𝑓1
′2 − 1)√1 − 𝑓1

′2

0 0

0
𝑥𝑓1

′

𝑥2√1 − 𝑓1
′2

0

0 0
𝑥𝑓1

′ cosh2 𝑦

𝑥2 cosh2 𝑦 √1 − 𝑓1
′2

]
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 

       =
1

√1−𝑓1
′2

 

[
 
 
 
 
 −

𝑓1
′′

(𝑓1
′2−1)

0 0

0
𝑓1

′

𝑥
0

0 0
𝑓1

′

𝑥 ]
 
 
 
 
 

                                                                                                           (3.14) 

 

olarak elde edilir. Bu dönel hiperyüzeyin şekil operatörü matrisinin determinantı hesaplandığında 
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det(S) =

|

|

|
−

𝑓1
′′

(𝑓1
′2 − 1)√1 − 𝑓1

′2

0 0

0
𝑥𝑓1

′

𝑥2√1 − 𝑓1
′2

0

0 0
𝑥𝑓1

′ cosh2 𝑦

𝑥2 cosh2 𝑦 √1 − 𝑓1
′2

|

|

|

 

   = −
𝑓1

′′

(𝑓1
′2−1)√1−𝑓1

′2
 

𝑥𝑓1
′

𝑥2√1−𝑓1
′2

𝑥𝑓1
′ cosh2 𝑦

𝑥2 cosh2 𝑦√1−𝑓1
′2

   

 

elde edilir. Burada Tanım 2.18’den (3.1) ile verilen dönel hiperyüzeyin Gauss eğriliği 

 

𝐾 =
𝑓1

′′𝑓1
′2

𝑥2(1−𝑓1
′2)

5
2⁄
                                                                                                                 

 

şeklinde elde edilir. Böylece aşağıdaki teoremi verebiliriz. 

 

Teorem 3.1. 

|𝑓1
′(x)| < 1, ∀x ∈ I olmak üzere 𝛼(𝑥) = (𝑥, 0, 0, 𝑓1(𝑥)) profil eğrisinin (0, 0, 0, 1) spacelike 

ekseni etrafında döndürülmesiyle oluşan (3.1) hiperyüzeyin Gauss eğriliği 

                  𝐾 =
𝑓1

′′𝑓1
′2

𝑥2(1−𝑓1
′2)

5
2⁄
                                                                                                 (3.15) 

dir. 

(3.14) ile verilen şekil operatörünün izi 

 

𝑖𝑧(𝑆) = −
𝑓1

′′

(𝑓1
′2 − 1)√1 − 𝑓1

′2

+
2𝑓1

′

𝑥√1 − 𝑓1
′2

 

 

           =
𝑥𝑓1

′′ + 2𝑓1
′(1 − 𝑓1

′2)

𝑥(1 − 𝑓1
′2)

3
2⁄

 

 

olarak hesaplanır. Böylece Tanım 2.18’den yararlanarak aşağıdaki teoremi verebiliriz. 
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Teorem 3.2.  

|𝑓1
′(x)| < 1, ∀x ∈ I olmak üzere 𝛼(𝑥) = (𝑥, 0, 0, 𝑓1(𝑥)) profil eğrisinin (0, 0, 0, 1) 

spacelike ekseni etrafında döndürülmesiyle oluşan (3.1) hiperyüzeyin ortalama eğriliği 

                  𝐻 =
𝑥𝑓1

′′+2𝑓1
′(1−𝑓1

′2)

3𝑥(1−𝑓1
′2)

3
2⁄

                                                                                               (3.16) 

dir. 

3.3.  Spacelike Eksenli Hiperyüzeyde Gauss ve Ortalama Eğriliklere Göre Profil 

Eğrisinin Belirlenmesi 

Bu alt bölümde, spacelike eksen etrafında dönel hiperyüzeylerin Gauss ve ortalama 

eğriliklerine bağlı olarak elde edilen doğrusal olmayan diferansiyel denklemler parametre 

değişimleriyle profil eğrisini karakterize eden 𝑓1 (𝑥) fonksiyonu elde edilerek standart bir integral 

problemine dönüştürülmüştür. 

3.3.1.    Gauss Eğriliğine Göre Çözüm 

Teorem 3.1’den spacelike eksen etrafında dönel bir hiperyüzeyin Gauss eğriliği 𝐾’nın, profil 

eğrisi 𝑓1 (𝑥)'e bağlı ifadesi 

𝐾 =
𝑓1

′′𝑓1
′2

𝑥2(1 − 𝑓1
′2)

5
2⁄
 

şeklindedir. Bu doğrusal olmayan diferansiyel denklemi çözerek 𝑓1 (𝑥) fonksiyonunu belirlemek 

amacıyla 

 𝐴 =
𝑓1

′3

𝑥6(1−𝑓1
′2)

3
2⁄
                                                                                                                      (3.17) 

değişken değişimi tanımlansın. Bu tanımlanan 𝐴 ifadesinin türevi alınırsa  

𝐴′ =
3𝑥6𝑓1

′2𝑓1
′′(1 − 𝑓1

′2)
3

2⁄ − 6𝑥5𝑓1
′3 (1 − 𝑓1

′2)
3

2⁄
+ 3𝑥6(1 − 𝑓1

′2)
1

2⁄ 𝑓1
′4𝑓1

′′

𝑥12(1 − 𝑓1
′2)3

 

=
3𝑥6𝑓1

′2𝑓1
′′(1 − 𝑓1

′2)
3

2⁄ − 6𝑓1
′3𝑥5 (1 − 𝑓1

′2)
3

2⁄
+ 3𝑥6(1 − 𝑓1

′2)
1

2⁄ 𝑓1
′′𝑓1

′4

𝑥12(1 − 𝑓1
′2)3

 

 

elde edilir. Burada gerekli düzenlemeler yapılırsa 

𝐴′ =
3𝑥6 (1 − 𝑓1

′2)
1

2⁄
𝑓1

′2𝑓1
′′ [(1 − 𝑓1

′2) + 𝑓1
′2]

𝑥12(1 − 𝑓1
′2)3

−
6𝑓1

′3𝑥5 (1 − 𝑓1
′2)

3
2⁄

𝑥12(1 − 𝑓1
′2)3
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=
3(1 − 𝑓1

′2)
−5

2⁄
𝑓1

′2𝑓1
′′

𝑥6
−

6𝑓1
′3 (1 − 𝑓1

′2)
−3

2⁄

𝑥7
 

 

olur. Son olarak  

 

𝐴′ =
3𝑓1

′2𝑓1
′′

𝑥6(1−𝑓1
′2)

5
2⁄
−

6𝑓1
′3

𝑥7(1−𝑓1
′2)

3
2⁄
                                                                                    (3.18) 

 

olarak hesaplanır. K =
𝑓1

′′𝑓1
′2

𝑥2(1−𝑓1
′2)

5
2⁄
  ve 𝐴 =

𝑓1
′3

𝑥6(1−𝑓1
′2)

3
2⁄
 eşitlikleri (3.18) eşitliğinde yerine yazılırsa 

 

𝐴′ =
3𝐾

𝑥4
−

6𝐴

𝑥
 

 

olduğu görülür. Son eşitlikte gerekli düzenlemeler yapılırsa 

 

𝐴′ =
3𝐾 − 6𝑥3𝐴

𝑥4
 

 

olacak şekilde bir diferansiyel denklem elde edilir. Diferansiyel denklemi standart lineer 

diferansiyel denklem formuna getirmek için yeniden düzenlenirse 

 

𝐴′ +
6𝐴

𝑥
=

3𝐾

𝑥4
 

 

olur. Bu denklemi çözmek için integral çarpanı olan 𝑥6 ile her iki tarafı çarparsak 

 

𝑥6𝐴′ + 6𝑥5𝐴 = 3𝑥2𝐾 

 

eşitliği elde edilir. Eşitliğin sol tarafı, çarpımın türevi kuralı gereği (𝑥6𝐴)′ ifadesine eşittir. Bu 

durumda eşitlik 

(𝑥6𝐴)′ = 3𝑥2𝐾 

 

şekline dönüşür. Elde edilen eşitliğin her iki tarafının integrali alınırsa  
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𝑥6𝐴 = 𝑐 + ∫ 3𝑡2𝐾(𝑡)𝑑𝑡
𝑥

1

 

 

elde edilir. Burada 𝑐 integral sabitidir. Son olarak, eşitliğin her iki tarafı 𝑥6 ifadesine bölünerek 

  

𝐴 =
𝑐 + 3∫ 𝑡2𝐾(𝑡)𝑑𝑡

𝑥

1

𝑥6
 

 

ifadesi bulunmuş olur. Son bulunan eşitlikle 𝐴 =
𝑓1

′3

𝑥6(1−𝑓1
′2)

3
2⁄
  eşitliğinden yararlanılırsa  

 

𝑓1
′3

𝑥6(1 − 𝑓1
′2)

3
2⁄

=
𝑐 + 3∫ 𝑡2𝐾(𝑡)𝑑𝑡

𝑥

1

𝑥6
 

 

eşitliği elde edilir. Eşitliğin her iki tarafındaki 𝑥6 terimleri sadeleştirildiğinde denklem 

 

𝑓1
′3

(1 − 𝑓1
′2)

3
2⁄

= 𝑐 + 3∫ 𝑡2𝐾(𝑡)𝑑𝑡
𝑥

1

 

 

halini alır. Her iki tarafın küpkökü alınırsa  

 

𝑓1′

√1 − 𝑓1
′2

= (𝑐 + 3∫ 𝑡2𝐾(𝑡)𝑑𝑡
𝑥

1

)

1/3

 

 

olur. Profil eğrisinin türevi olan 𝑓1′ fonksiyonunu yalnız bırakmak için eşitliğin her iki tarafın karesi 

alınırsa, 

𝑓1
′2

1 − 𝑓1
′2

= (𝑐 + 3∫ 𝑡2𝐾(𝑡)𝑑𝑡
𝑥

1

)

2/3

 

 

elde edilir. Burada gerekli düzenlemeler yapılırsa 
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               𝑓1
′2 = (𝑐 + 3∫ 𝑡2𝐾(𝑡)𝑑𝑡

𝑥

1

)

2/3

(1 − 𝑓1
′2) 

𝑓1
′2 + (𝑐 + 3∫ 𝑡2𝐾(𝑡)𝑑𝑡

𝑥

1

)

2/3

𝑓1
′2 = (𝑐 + 3∫ 𝑡2𝐾(𝑡)𝑑𝑡

𝑥

1

)

2/3

 

   𝑓1
′2 =

(𝑐 + 3∫ 𝑡2𝐾(𝑡)𝑑𝑡
𝑥

1
)
2/3

1 + (𝑐 + 3∫ 𝑡2𝐾(𝑡)𝑑𝑡
𝑥

1
)
2/3

 

𝑓1
′(𝑥) =

(𝑐 + 3∫ 𝑡2𝐾(𝑡)𝑑𝑡
𝑥

1
)
1/3

√1 + (𝑐 + 3∫ 𝑡2𝐾(𝑡)𝑑𝑡
𝑥

1
)
2/3

 

 

olarak bulunur. Böylece 𝑥0 ∈ 𝐼 olmak üzere profil eğrisini belirleyen 𝑓1(𝑥) fonksiyonu  

 

𝑓1(𝑥) = ∫
(𝑐+3∫ 𝑡2𝐾(𝑡)𝑑𝑡

𝑥

1 )
1/3

√1+(𝑐+3∫ 𝑡2𝐾(𝑡)𝑑𝑡
𝑥

1
)
2/3

𝑑𝑥
𝑥

𝑥0
                   (3.19) 

 

olarak bulunur. Bunun sonucunda Gauss eğriliğine göre genel parametrizasyon aşağıdaki teorem 

ile verilebilir. 

 

Teorem 3.3. 

 

|𝑓1
′(x)| < 1, ∀x ∈ I olmak üzere 𝔼1

4’te spacelike eksene göre dönel hiperyüzey (3.1) Gauss 

eğriliğine bağlı olarak  

 

𝛾(𝑥, 𝑦, 𝑧) = (𝑥 cosh𝑦 cosh 𝑧 , 𝑥 sinh𝑦 , 𝑥 cosh𝑦 sinh 𝑧, ∫
(𝑐+3∫ 𝑡2𝐾(𝑡)𝑑𝑡

𝑥

1 )
1/3

√1+(𝑐+3∫ 𝑡2𝐾(𝑡)𝑑𝑡
𝑥

1 )
2/3

𝑑𝑥
𝑥

𝑥0
)                                  

 

şeklinde parametrize edilir.  

 

Sonuç 3.1. 

𝐾 = 0 alındığında 𝔼1
4’te spacelike eksen etrafında döndürülerek oluşturulan dönel 

hiperyüzey  



 

25 

𝛾(𝑥, 𝑦, 𝑧) =

(

 𝑥 cosh𝑦 cosh 𝑧 , 𝑥 sinh𝑦 , 𝑥 cosh𝑦 sinh 𝑧,
𝑐

1
3⁄

√(1 + 𝑐
2

3⁄ )

𝑥 + 𝑏

)

  

 

şeklinde olup burada b keyfi bir sabit olup 𝑥 ≠  0 dir. 

 

İspat. 

(3.15) gereği 𝐾 =
𝑓1

′′𝑓1
′2

𝑥2(1−𝑓1
′2)

5
2⁄
 olduğundan 𝐾 = 0 koşulu 𝑓1

′′𝑓1
′2 = 0 demektir. 𝑓1  

fonksiyonunun sıfırdan farklı olduğu her açık alt aralıkta 𝑓1
′′ = 0 olur; süreklilik gereği bu alt 

aralık tanım aralığının tamamıdır. 𝑓1
′ = 0 hali ise 

𝑐
1

3⁄

√(1+𝑐
2

3⁄ )

= 0 alınarak aynı ailede yer alır. 

Dolayısıyla 𝑓1 doğrusaldır. Aynı sonuç (3.19)’dan da okunur. 𝐾 = 0 aralığında integral kaybolur 

ve 𝑓1
′
 sabit çıkar. 

3.3.2.    Ortalama Eğriliğe Göre Çözüm 

Teorem 3.2’den spacelike eksen etrafında dönel bir hiperyüzeyin ortalama eğriliği 𝐻’nin, 

profil eğrisi 𝑓1 (𝑥)'e bağlı ifadesi 

 

𝐻 =
𝑥𝑓1

′′+2𝑓1
′(1−𝑓1

′2)

3𝑥(1−𝑓1
′2)

3
2⁄

                                                                                                

 

şeklindedir. Bu doğrusal olmayan diferansiyel denklemi çözerek 𝑓1 (𝑥) fonksiyonunu belirlemek 

amacıyla 

 

 𝐵 =
𝑓1

′(𝑥)

𝑥√1−𝑓1
′2(𝑥)

                                                                                                              (3.20) 

 

değişken değişimi tanımlansın. Bu tanımlanan 𝐵 ifadesinin türevi alınırsa  

𝐵′ =
𝑥𝑓1

′′√1 − 𝑓1
′2 − 𝑓1

′√1 − 𝑓1
′2 + 𝑥(1 − 𝑓1

′2)
−1

2⁄ 𝑓1
′𝑓1

′′

𝑥2(1 − 𝑓′2)
 

 

elde edilir. Burada gerekli düzenlemeler yapılırsa,  
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𝐵′ =
𝑥𝑓1

′′(1 − 𝑓1
′2) − 𝑓1

′(1 − 𝑓1
′2) + 𝑥𝑓1

′2𝑓1
′′

𝑥2(1 − 𝑓1
′2)

3
2⁄

 

     =
𝑥𝑓1

′′(1 − 𝑓1
′2 + 𝑓1

′2) − 𝑓1
′(1 − 𝑓1

′2)

𝑥2(1 − 𝑓1
′2)

3
2⁄

 

 

olur. Son olarak 

 

𝐵′ =
𝑥𝑓1

′′−𝑓1
′(1−𝑓1

′2)

𝑥2(1−𝑓1
′2)

3
2⁄

                                                                                                                                (3.21) 

 

olur. 

 

𝐻 =
𝑥𝑓1

′′+2𝑓1
′(1−𝑓1

′2)

3𝑥(1−𝑓1
′2)

3
2⁄

  ve 𝐵 =
𝑓1

′(𝑥)

𝑥√1−𝑓1
′2(𝑥)

 eşitlikleri  (3.21) eşitliğinde yerine yazılırsa, 

 

𝐵′ =
3𝐻

𝑥
−

3𝐵

𝑥
 

 

şeklinde bir diferansiyel denklem elde edilir. Diferansiyel denklemi standart lineer diferansiyel 

denklem formuna getirmek için yeniden düzenlenirse 

 

𝐵′ +
3𝐵

𝑥
=

3𝐻

𝑥
 

 

olur. Bu denklemi çözmek için integral çarpanı olan 𝑥3 ile her iki tarafı çarparsak 

𝑥3𝐵′ + 3𝑥2 𝐵  = 3𝑥2𝐻 

eşitliği elde edilir. Eşitliğin sol tarafı, çarpımın türevi kuralı gereği (𝑥3𝐵)′ ifadesine eşittir. Bu 

durumda eşitlik,  

 

(𝑥3𝐵)′ = 3𝑥2𝐻 

 

şekline dönüşür. Elde edilen eşitliğin her iki tarafının integrali alınırsa 
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𝑥3𝐵 = 𝑐 + ∫ 3𝑡2𝐻(𝑡)𝑑𝑡
𝑥

1

 

 

elde edilir. Burada 𝑐 integral sabitidir. Son olarak, eşitliğin her iki tarafı 𝑥3 ifadesine bölünerek 

  

𝐵 =
𝑐 + 3∫ 𝑡2𝐻(𝑡)𝑑𝑡

𝑥

1

𝑥3
 

 

ifadesi bulunmuş olur. Son bulunan eşitlikle 𝐵 =
𝑓1

′

𝑥(1−𝑓1
′2)

1
2⁄
                                                              

eşitliğinden yararlanılırsa  

 

𝑓1
′

𝑥(1 − 𝑓1
′2)

1
2⁄

=
𝑐 + 3∫ 𝑡2𝐻(𝑡)𝑑𝑡

𝑥

1

𝑥3
 

 

eşitliği elde edilir. Eşitliğin her iki tarafı 𝑥 ile çarpıldığında denklem 

 

𝑓1
′

(1 − 𝑓1
′2)

1
2⁄

=
𝑐 + 3∫ 𝑡2𝐻(𝑡)𝑑𝑡

𝑥

1

𝑥2
 

 

olur. Profil eğrisinin türevi olan 𝑓′ fonksiyonunu yalnız bırakmak için eşitliğin her iki tarafının 

karesi alınırsa, 

 

𝑓1
′2

(1 − 𝑓1
′2)

= (
𝑐 + 3∫ 𝑡2𝐻(𝑡)𝑑𝑡

𝑥

1

𝑥2
)

2

 

olur. Gerekli düzenlemeler yapılırsa  

 

𝑓1
′2𝑥4 = (𝑐 + 3∫ 𝑡2𝐻(𝑡)𝑑𝑡

𝑥

1

)

2

(1 − 𝑓1
′2) 

𝑓1
′2𝑥4 + (𝑐 + 3∫ 𝑡2𝐻(𝑡)𝑑𝑡

𝑥

1

)

2

𝑓1
′2 = (𝑐 + 3∫ 𝑡2𝐻(𝑡)𝑑𝑡

𝑥

1

)

2
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𝑓1
′2 =

(𝑐 + 3∫ 𝑡2𝐻(𝑡)𝑑𝑡
𝑥

1
)
2

𝑥4 + (𝑐 + 3∫ 𝑡2𝐻(𝑡)𝑑𝑡
𝑥

1
)
2 

𝑓1
′(𝑥) = ±

𝑐 + 3∫ 𝑡2𝐻(𝑡)𝑑𝑡
𝑥

1

√𝑥4 + (𝑐 + 3∫ 𝑡2𝐻(𝑡)𝑑𝑡
𝑥

1
)
2
 

 

olarak bulunur. Bu şekilde 𝑥0 ∈ 𝐼 olmak üzere profil eğrisini belirleyen 𝑓1(𝑥) fonksiyonu 

 

𝑓1(𝑥) = ±∫
𝑐+3∫ 𝑡2𝐻(𝑡)𝑑𝑡

𝑥

1

√𝑥4+(𝑐+3∫ 𝑡2𝐻(𝑡)𝑑𝑡
𝑥

1
)
2
𝑑𝑥

𝑥

𝑥0
                                                                             (3.22) 

 

olarak bulunur. Bunun sonucunda ortalama eğriliğe göre genel parametrizasyon aşağıdaki teorem 

ile verilebilir. 

 

Teorem 3.4. 

 

|𝑓1
′(x)| < 1, ∀x ∈ I olmak üzere 𝔼1

4’te spacelike eksene göre dönel hiperyüzey (3.1) 

ortalama eğriliğine bağlı olarak  

𝛾(𝑥, 𝑦, 𝑧) = (𝑥 cosh𝑦 cosh 𝑧 , 𝑥 sinh𝑦 , 𝑥 cosh𝑦 sinh 𝑧, ± ∫
𝑐+3∫ 𝑡2𝐻(𝑡)𝑑𝑡

𝑥

1

√𝑥4+(𝑐+3∫ 𝑡2𝐻(𝑡)𝑑𝑡
𝑥

1
)
2
𝑑𝑥

𝑥

𝑥0
)                       

şeklinde parametrize edilir.  

 

Sonuç 3.2. 

 

𝐻 = 0 alınırsa 𝔼1
4’te spacelike eksen etrafında döndürülerek oluşturulan dönel hiperyüzey 

 

𝛾(𝑥, 𝑦, 𝑧) = (𝑥 cosh𝑦 cosh 𝑧 , 𝑥 sinh𝑦 , 𝑥 cosh𝑦 sinh 𝑧, 𝑑 ± ∫
𝑐

√(𝑡4 + 𝑐2)
𝑑𝑡

𝑥

𝑥0

) 

 

olup  𝑥 ≠ 0 dir.  
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İspat. 

 

(3.22)’de  𝐻 = 0 alınırsa integral kaybolur ve  𝑐 + 3∫ 𝑡2𝐻(𝑡)𝑑𝑡
𝑥

1
= 𝑐 sabit kalır. Buradan   

 

𝑓1
′(x) = ±

𝑐

√(𝑥4 + 𝑐2)
 

 

elde edilir; bir kez daha integre edilerek iddia bulunur. Bu  ifadenin  𝐻 = 0 denklemini, yani  

𝑥𝑓1
′′ + 2𝑓1

′ (1 − 𝑓1
′2) = 0 eşitliğini sağladığı görülür



 

30 

4. 𝔼𝟏
𝟒’TE  BİR PROFİL EĞRİSİNİN TIMELIKE EKSEN ETRAFINDA 

DÖNDÜRÜLMESİYLE OLUŞTURULAN DÖNEL 

HİPERYÜZEYLER 

Bu bölümde, 𝔼1
4’te bir profil eğrisinin timelike eksen etrafında döndürülmesiyle elde edilen 

dönel hiperyüzeyler incelenmektedir. İnşa edilen hiperyüzeyin birim normal vektör alanı, birinci 

ve ikinci temel form matrisleri ile şekil operatörü elde edilerek ardından Gauss eğriliği ve ortalama 

eğriliği hesaplanmakta ve geometrik sonuçlara ulaşılmaktadır. Bu bölüm genel hatlarıyla; 

hiperyüzeyin inşası, eğriliklerin hesaplanması ve eğriliklere bağlı olarak profil eğrisinin 

belirlenmesi olmak üzere üç alt başlık altında sunulmaktadır. 

4.1.   Timelike Eksenli Hiperyüzeyin İnşası 

Bu alt bölümde, 4-boyutlu Lorentz-Minkowski uzayı 𝔼1
4’te timelike bir eksen etrafında 

dönen dönel hiperyüzeylerin inşası detaylı olarak ele alınmaktadır. İnşa süreci; profil eğrisinin 

tanımlanması, uygun dönme matrisi ile yüzeyin parametrelendirilmesi ve yüzeyi karakterize eden 

kısmi türev vektörlerinin hesaplanması adımlarından oluşmaktadır. 

İlk olarak, hiperyüzeyi oluşturacak olan profil eğrisini tanımlayalım. 𝐼 ⊂ ℝ aralığında 

tanımlı, en az iki kez türevlenebilir bir 𝑓2(𝑥): 𝐼 ⊂ ℝ → ℝ fonksiyonu ve 𝑥 ∈ ℝ − {0}  olmak üzere, 

profil eğrisi  

 

𝛽(𝑥) = (𝑓2(𝑥),0,0, 𝑥) 

 

şeklinde olsun. Bu bölüm boyunca 

 

|𝑓2
′(𝑥)| > 1, ∀𝑥 ∈ 𝐼 

 

kabulü geçerlidir. Bu profil eğrisinin (1, 0, 0, 0) timelike ekseni etrafında döndürülmesiyle oluşan 

φ(𝑥, 𝑦, 𝑧) hiperyüzeyi, uygun bir ortogonal dönme matrisi kullanılarak 𝑦, 𝑧 ∈ ℝ olmak üzere; 

 

φ(𝑥, 𝑦, 𝑧) = [

1 0 0 0
0 cos 𝑧 − sin 𝑦 sin 𝑧 − cos𝑦 sin 𝑧
0 0 cos𝑦 − sin𝑦
0 sin 𝑧 sin 𝑦 cos 𝑧 cos 𝑦 cos 𝑧

] [

𝑓2(𝑥)
0
0
𝑥

] 
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olarak ifade edilir. Bu matris çarpımı sonucunda dönel hiperyüzeyin parametrizasyonu 

 

φ(𝑥, 𝑦, 𝑧) = (𝑓2(𝑥),−𝑥 cos 𝑦 sin 𝑧 , −𝑥 sin𝑦 , 𝑥 cos 𝑦 cos 𝑧)                                          (4.1)                                           

 

şeklinde elde edilir. Burada 𝑦 ∈ (−
𝜋

2
,
𝜋

2
) olup cos 𝑦 > 0 dir. 

 

Denklem (4.1) ile verilen φ(𝑥, 𝑦, 𝑧) dönel hiperyüzeyin  𝑥, 𝑦 ve 𝑧 parametrelerine göre 

birinci mertebeden kısmi türev vektörleri  

 

φ𝑥 =
𝜕φ

𝜕𝑥
= (𝑓2

′(𝑥),− cos 𝑦 sin 𝑧 , − sin𝑦 , cos 𝑦 cos 𝑧),                                    (4.2) 

φ𝑦 =
𝜕φ

𝜕𝑦
= (0, 𝑥 sin 𝑦 sin 𝑧 , −𝑥 cos𝑦 ,−𝑥 sin𝑦 cos 𝑧)                                       (4.3) 

ve 

φ𝑧 =
𝜕φ

𝜕𝑧
= (0,−𝑥 cos 𝑦 cos 𝑧 , 0, −𝑥 cos 𝑦 sin 𝑧)                                                 (4.4) 

 

olarak hesaplanır ve burada 𝑓2
′(𝑥) =

𝜕𝑓2(𝑥)

𝜕𝑥
 dir. 

φ(𝑥, 𝑦, 𝑧) hiperyüzeyin birim normal vektör alanını elde etmek amacıyla yukarıda 

hesaplanan φ𝑥 , φ𝑦 ve φ𝑧 kısmi türevlerin vektörel çarpımı      

 

φ𝑥 × φ𝑦 × φ𝑧 = 𝑑𝑒𝑡 [

−𝑒1 𝑒2 𝑒3 𝑒4

𝑓2
′(𝑥) − cos 𝑦 sin 𝑧 −sin 𝑦 cos𝑦 cos 𝑧
0 𝑥 sin 𝑦 sin 𝑧 −𝑥 cos 𝑦 −𝑥 sin 𝑦 cos 𝑧
0 −𝑥 cos 𝑦 cos 𝑧 0 −𝑥 cos 𝑦 sin 𝑧

] 

 

şeklinde hesaplanır. Bu determinant açıldığında, vektörel çarpım 

 

φ𝑥 × φ𝑦 × φ𝑧 = − |

− cos𝑦 sin 𝑧 − sin𝑦 cos 𝑦 cos 𝑧
𝑥 sin 𝑦 sin 𝑧 −𝑥 cos𝑦 −𝑥 sin 𝑦 cos 𝑧

−𝑥 cos 𝑦 cos 𝑧 0 −𝑥 cos 𝑦 sin 𝑧
| 𝑒1

− |
𝑓2

′(𝑥) − sin𝑦 cos 𝑦 cos 𝑧
0 −𝑥 cos𝑦 −𝑥 sin 𝑦 cos 𝑧
0 0 −𝑥 cos 𝑦 sin 𝑧

| 𝑒2

+ |
𝑓2

′(𝑥) − cos 𝑦 sin 𝑧 cos 𝑦 cos 𝑧
0 𝑥 sin𝑦 sin 𝑧 −𝑥 sin𝑦 cos 𝑧
0 −𝑥 cos𝑦 cos 𝑧 −𝑥 cos 𝑦 sin 𝑧

| 𝑒3

− |
𝑓2

′(𝑥) − cos 𝑦 sin 𝑧 − sin 𝑦
0 𝑥 sin𝑦 sin 𝑧 −𝑥 cos 𝑦
0 −𝑥 cos𝑦 cos 𝑧 0

| 𝑒4 
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olarak elde edilir. Burada gerekli düzenlemeler yapılırsa 

 

φ𝑥 × φ𝑦 × φ𝑧 = 𝑥2𝑐𝑜𝑠𝑦𝑒1 − 𝑥2𝑐𝑜𝑠2𝑦𝑠𝑖𝑛𝑧𝑓2
′(𝑥)𝑒2 

                                                          −𝑥2𝑐𝑜𝑠𝑦𝑠𝑖𝑛𝑦𝑓2
′(𝑥)𝑒3 +  𝑥2𝑐𝑜𝑠2𝑦𝑐𝑜𝑠𝑧𝑓2

′(𝑥)𝑒4            (4.5)                                                                                                                                               

 

dir. (4.5) ile verilen vektörel çarpımın normu, 

 

‖φ𝑥 × φ𝑦 × φ𝑧‖ = √𝑥4 cos2 𝑦 (cos2 𝑦 𝑓2
′2(𝑥) + sin2 𝑦 𝑓2

′2(𝑥) − 1) 

                                 = 𝑥2 cos𝑦 √(𝑓2
′2(𝑥) − 1)                                                                                  (4.6)    

 (𝑦 ∈ (−
𝜋

2
,
𝜋

2
) olup cos 𝑦 > 0 olduğundan) 

  

olduğu görülür. (4.5) ve (4.6) eşitlikleri Tanım 2.13’de yerine yazılırsa (4.1) hiperyüzeyinin birim 

normal vektörü, 

 

𝑁φ =
(𝑥2 cos𝑦 ,−𝑥2 cos2 𝑦 sin 𝑧 𝑓2

′(𝑥),−𝑥2 cos 𝑦 sin𝑦 𝑓2
′(𝑥), 𝑥2 cos2 𝑦 cos 𝑧 𝑓2

′(𝑥))

𝑥2 cos 𝑦 √(𝑓2
′2(𝑥) − 1)

 

 

olup gerekli düzenlemeler yapılırsa, 

 

𝑁φ =
(1,−cos𝑦 sin𝑧𝑓2

′(𝑥),−sin𝑦𝑓2
′(𝑥),cos𝑦 cos𝑧𝑓2

′(𝑥))

√(𝑓2
′2−1)

                                                               (4.7) 

 

şeklinde hesaplanır. (4.7) eşitliğinde verilen birim normal vektörünün iç çarpımı alınırsa 

𝜀 =< 𝑁φ,𝑁φ > 

=
(−1 + cos2 𝑦 sin2 𝑧 𝑓2

′2 + sin2 𝑦 𝑓2
′2 + cos2 𝑦 cos2 𝑧 𝑓2

′2)

𝑓2
′2 − 1

 

=
𝑓2

′2 cos2 𝑦 (sin2 𝑧 + cos2 𝑧) + sin2 𝑦 𝑓2
′2 − 1

𝑓2
′2 − 1

 

=
𝑓2

′2 − 1

𝑓2
′2 − 1
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olduğu görülür. Buradan  

 

𝜀 = 1                                                                                                                                    (4.8) 

 

olduğu açıktır. Şimdi (4.1) eşitliğiyle verilen hiperyüzeyin birinci temel form katsayılarını 

hesaplayalım. Tanım 2.14 ile kısmi türev vektörleri (4.2), (4.3) ve (4.4) kullanılarak hiperyüzeyin 

birinci temel form katsayıları sırasıyla, 

 

𝑔11 =< φ𝑥 , φ𝑥 > 

= 〈(𝑓2
′(𝑥),− cos𝑦 sin 𝑧 , − sin𝑦 , cos 𝑦 cos 𝑧 , )(𝑓2

′(𝑥),− cos 𝑦 sin 𝑧 , − sin𝑦 , cos𝑦 cos 𝑧)〉 

= −𝑓2
′2(𝑥) + cos2 𝑦 sin2 𝑧 + sin2 𝑦 + cos2 𝑦 cos2 𝑧 

= cos2 𝑦 (sin2 𝑧 + cos2 𝑧) + sin2 𝑦 − 𝑓2
′2(𝑥) 

= cos2 𝑦 + sin2 𝑦 − 𝑓2
′2(𝑥) 

= 1 − 𝑓2
′2(𝑥), 

 

𝑔12 =< φ,φ𝑦 > 

= 〈(𝑓2
′(𝑥),− cos𝑦 sin 𝑧 , − sin𝑦 , cos 𝑦 cos 𝑧 , )(0, 𝑥 sin𝑦 sin 𝑧 , −𝑥 cos 𝑦 ,−𝑥 sin 𝑦 cos 𝑧)〉 

= −𝑥 cos 𝑦 sin𝑦 sin2 𝑧 + 𝑥 cos 𝑦 sin𝑦 − 𝑥 cos 𝑦 sin𝑦 cos2 𝑧 

= −𝑥 cos 𝑦 sin𝑦 (sin2 𝑧 + cos2 𝑧) + 𝑥 cos 𝑦 sin 𝑦 

= −𝑥 cos 𝑦 sin𝑦 + 𝑥 cos 𝑦 sin 𝑦 

= 0, 

 

𝑔13 =< φ𝑥 , φ𝑧 > 

= 〈(𝑓2
′(𝑥),− cos𝑦 sin 𝑧 , − sin𝑦 , cos 𝑦 cos 𝑧)(0,−𝑥 cos 𝑦 cos 𝑧 , 0, −𝑥 cos 𝑦 sin 𝑧)〉 

= 𝑥 cos2 𝑦 sin 𝑧 cos 𝑧 + 0 − 𝑥 cos2 𝑦 sin 𝑧 cos 𝑧 

= 0, 

 

𝑔21 =< φ𝑦, φ𝑥 > 

= 〈(0, 𝑥 sin 𝑦 sin 𝑧 , −𝑥 cos 𝑦 ,−𝑥 sin𝑦 cos 𝑧)(𝑓2
′(𝑥),− cos 𝑦 sin 𝑧 , − sin𝑦 , cos𝑦 cos 𝑧)〉 
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= 0 − 𝑥 sin𝑦 cos 𝑦 sin2 𝑧 + 𝑥 sin𝑦 cos 𝑦 − 𝑥 sin𝑦 cos 𝑦 cos2 𝑧 

= −𝑥 sin 𝑦 cos𝑦 (sin2 𝑧 + cos2 𝑧) + 𝑥 sin 𝑦 cos 𝑦 

= 0, 

 

𝑔22 =< φ𝑦, φ𝑦 > 

= 〈(0, 𝑥 sin 𝑦 sin 𝑧 , −𝑥 cos 𝑦 ,−𝑥 sin𝑦 cos 𝑧)(0, 𝑥 sin𝑦 sin 𝑧 , −𝑥 cos 𝑦 ,−𝑥 sin 𝑦 cos 𝑧)〉 

= 0 + 𝑥2 sin2 𝑦 sin2 𝑧 + 𝑥2 cos2 𝑦 + 𝑥2 sin2 𝑦 cos2 𝑧 

= 𝑥2 sin2 𝑦 (sin2 𝑧 + cos2 𝑧) + 𝑥2 cos2 𝑦 

= 𝑥2 sin2 𝑦 + 𝑥2 cos2 𝑦 

= 𝑥2, 

 

𝑔23 =< φ𝑦, φ𝑧 > 

= 〈(0, 𝑥 sin 𝑦 sin 𝑧 , −𝑥 cos 𝑦 ,−𝑥 sin𝑦 cos 𝑧)(0, −𝑥 cos 𝑦 cos 𝑧 , 0, −𝑥 cos 𝑦 sin 𝑧)〉 

= 0 − 𝑥2 sin 𝑦 cos 𝑦 sin 𝑧 cos 𝑧 + 0 + 𝑥2 sin 𝑦 cos 𝑦 sin 𝑧 cos 𝑧 

= 0, 

 

𝑔31 =< φ𝑧, φ𝑥 > 

= 〈(0,−𝑥 cos 𝑦 cos 𝑧 , 0, −𝑥 cos 𝑦 sin 𝑧)(𝑓2
′(𝑥),− cos 𝑦 sin 𝑧 , − sin𝑦 , cos𝑦 cos 𝑧)〉 

= 0 + 𝑥 cos2 𝑦 cos 𝑧 sin 𝑧 + 0 − 𝑥 cos2 𝑦 sin 𝑧 cos 𝑧 

= 0, 

 

𝑔32 =< φ𝑧, φ𝑦 > 

= 〈(0,−𝑥 cos 𝑦 cos 𝑧 , 0, −𝑥 cos 𝑦 sin 𝑧)(0, 𝑥 sin𝑦 sin 𝑧 , −𝑥 cos 𝑦 ,−𝑥 sin 𝑦 cos 𝑧)〉 

= 0 − 𝑥2 sin 𝑦 cos 𝑦 sin 𝑧 cos 𝑧 + 0 + 𝑥2 sin 𝑦 cos 𝑦 sin 𝑧 cos 𝑧 

= 0 

 

ve 

 

𝑔33 =< φ𝑧, φ𝑧 > 
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= 〈(0,−𝑥 cos 𝑦 cos 𝑧 , 0, −𝑥 cos 𝑦 sin 𝑧)(0, −𝑥 cos 𝑦 cos 𝑧 , 0, −𝑥 cos 𝑦 sin 𝑧)〉 

= 0 + 𝑥2 cos2 𝑦 cos2 𝑧 + 0 + 𝑥2 cos2 𝑦 sin2 𝑧 

= 𝑥2 cos2 𝑦 (cos2 𝑧 + sin2 𝑧) 

= 𝑥2 cos2 𝑦 

 

olarak hesaplanır. Bu hesaplamalar yardımıyla dönel hiperyüzeyin birinci temel form katsayılar 

matrisi 

 

[𝑔𝑖𝑗]=      [
1 − 𝑓2

′2 0 0

0 𝑥2 0
0 0 𝑥2 cos2 𝑦

]                                                                             (4.9) 

 

dir.  

Denklem (4.2), (4.3) ve (4.4) ile verilen birinci mertebeden kısmi türevlerden yararlanarak 

dönel hiperyüzeyin ikinci mertebeden kısmi türev vektörleri  

 

φ𝑥𝑥 =
𝜕2φ

𝜕𝑥2 = (𝑓2
′′, 0,0,0)                   

φ𝑥𝑦 =
𝜕2φ

𝜕𝑥𝜕𝑦
= (0, sin𝑦 sin 𝑧 , − cos𝑦 , − sin 𝑦 cos 𝑧)  

φ𝑥𝑧 =
𝜕2φ

𝜕𝑥𝜕𝑧
= (0,− cos 𝑦 cos 𝑧 , 0, − cos 𝑦 sin 𝑧)  

φ𝑦𝑥 =
𝜕2φ

𝜕𝑦𝜕𝑥
= (0, sin 𝑦 sin 𝑧 , − cos 𝑦 ,− sin𝑦 cos 𝑧)   

φ𝑦𝑦 =
𝜕2φ

𝜕𝑦2 = (0, 𝑥 cos 𝑦 sin 𝑧 , 𝑥 sin 𝑦 ,−𝑥 cos 𝑦 cos 𝑧)                                                (4.10)                                                                                               

φ𝑦𝑧 =
𝜕2φ

𝜕𝑦𝜕𝑧
= (0, 𝑥 sin 𝑦 cos 𝑧 , 0, 𝑥 sin 𝑦 sin 𝑧)                                                                               

φ𝑧𝑥 =
𝜕2φ

𝜕𝑧𝜕𝑥
= (0,− cos 𝑦 cos 𝑧 , 0, − cos𝑦 sin 𝑧)  

φ𝑧𝑦 =
𝜕2φ

𝜕𝑧𝜕𝑦
= (0, 𝑥 sin 𝑦 cos 𝑧 , 0, 𝑥 sin 𝑦 sin 𝑧)  

φ𝑧𝑧 =
𝜕2φ

𝜕𝑧2 = (0, 𝑥 cos 𝑦 sin 𝑧 , 0, −𝑥 cos 𝑦 cos 𝑧)                                                                               

 

şeklindedir. Tanım 2.15 ile (4.7) ve (4.10) eşitliklerinden hiperyüzeyin ikinci temel form katsayıları 

sırasıyla 

ℎ11 =< φ𝑥𝑥,
𝑁φ >  
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= 〈(𝑓2
′′, 0,0,0),

(

 
 1

√(𝑓2
′2 − 1) 

(1, − cos 𝑦 sin 𝑧 𝑓2
′ , − sin𝑦 𝑓2

′  , cos𝑦 cos 𝑧 𝑓2
′)

)

 
 

〉 

= −
𝑓2

′′

√(𝑓2
′2−1) 

, 

 

ℎ12 =< φ𝑥𝑦,
𝑁φ >  

= 〈(0, sin𝑦 sin 𝑧 , − cos 𝑦 ,− sin𝑦 cos 𝑧),

(

 
 1

√(𝑓2
′2 − 1) 

(1, − cos𝑦 sin 𝑧 𝑓2
′ , − sin𝑦 𝑓2

′  , cos 𝑦 cos 𝑧 𝑓2
′)

)

 
 

〉 

=
0 − cos 𝑦 sin𝑦 sin2 𝑧 𝑓2

′ + cos 𝑦 sin𝑦 𝑓2
′ − cos 𝑦 sin𝑦 cos2 𝑧 𝑓2

′

√(𝑓2
′2 − 1) 

 

=
−cos𝑦 sin 𝑦 𝑓2

′(sin2 𝑧 + cos2 𝑧) + cos 𝑦 sin𝑦 𝑓2
′

√(𝑓2
′2 − 1) 

 

= 0, 

 

ℎ13 =< φ𝑥𝑧,
𝑁φ >  

= 〈(0,− cos𝑦 cos 𝑧 , 0, − cos 𝑦 sin 𝑧),

(

 
 1

√(𝑓2
′2 − 1) 

(1, − cos𝑦 sin 𝑧 𝑓2
′ , − sin𝑦 𝑓2

′  , cos 𝑦 cos 𝑧 𝑓2
′)

)

 
 

〉 

=
0 + cos2 𝑦 cos 𝑧 sin 𝑧 𝑓2

′ + 0 − cos2 𝑦 cos 𝑧 sin 𝑧 𝑓2
′

√(𝑓2
′2 − 1) 

 

= 0, 

 

ℎ21 =< φ𝑦𝑥,
𝑁φ >  
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= 〈(0, sin𝑦 sin 𝑧 , − cos 𝑦 ,− sin𝑦 cos 𝑧),

(

 
 1

√(𝑓2
′2 − 1) 

(1, − cos𝑦 sin 𝑧 𝑓2
′ , − sin𝑦 𝑓2

′  , cos 𝑦 cos 𝑧 𝑓2
′)

)

 
 

〉 

=
0 − cos 𝑦 sin𝑦 sin2 𝑧 𝑓2

′ + cos 𝑦 sin𝑦 𝑓2
′ − cos 𝑦 sin𝑦 cos2 𝑧 𝑓2

′

√(𝑓2
′2 − 1) 

 

=
−cos𝑦 sin 𝑦 𝑓2

′(sin2 𝑧 + cos2 𝑧) + cos 𝑦 sin𝑦 𝑓2
′

√(𝑓2
′2 − 1) 

 

= 0, 

 

ℎ22 =< φ𝑦𝑦,
𝑁φ >  

= 〈(0, 𝑥 cos𝑦 sin 𝑧 , 𝑥 sin𝑦 ,−𝑥 cos𝑦 cos 𝑧),

(

 
 1

√(𝑓2
′2 − 1) 

(1, − cos𝑦 sin 𝑧 𝑓2
′ , − sin𝑦 𝑓2

′  , cos 𝑦 cos 𝑧 𝑓2
′)

)

 
 

〉 

=
−𝑥 cos2 𝑦 sin2 𝑧 𝑓2

′ − 𝑥 sin2 𝑦 𝑓2
′ − 𝑥 cos2 𝑦 cos2 𝑧 𝑓2

′

√(𝑓2
′2 − 1) 

 

=
−𝑥 cos2 𝑦 𝑓2

′(sin2 𝑧 + cos2 𝑧) − 𝑥 sin2 𝑦 𝑓2
′

√(𝑓2
′2 − 1) 

 

=
−𝑥𝑓2

′(sin2 𝑦 + cos2 𝑦)

√(𝑓2
′2 − 1) 

 

=
−𝑥𝑓2

′

√(𝑓2
′2 − 1) 

 , 

 

ℎ23 =< φ𝑦𝑧,
𝑁φ >  

= 〈(0, 𝑥 sin 𝑦 cos 𝑧 , 0, 𝑥 sin𝑦 sin 𝑧),

(

 
 1

√(𝑓2
′2 − 1) 

(1, − cos 𝑦 sin 𝑧 𝑓2
′ , − sin𝑦 𝑓2

′  , cos 𝑦 cos 𝑧 𝑓2
′)

)

 
 

〉 
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=
0 − 𝑥 cos𝑦 sin 𝑦 cos 𝑧 sin 𝑧 𝑓2

′ + 0 + 𝑥 cos 𝑦 sin 𝑦 cos 𝑧 sin 𝑧 𝑓2
′

√(𝑓2
′2 − 1) 

 

= 0, 

 

ℎ31 =< φ𝑧𝑥,
𝑁φ >  

= 〈(0,− cos𝑦 cos 𝑧 , 0, − cos 𝑦 sin 𝑧),

(

 
 1

√(𝑓2
′2 − 1) 

(1, − cos𝑦 sin 𝑧 𝑓2
′ , − sin𝑦 𝑓2

′  , cos 𝑦 cos 𝑧 𝑓2
′)

)

 
 

〉 

=
0 + cos2 𝑦 cos 𝑧 sin 𝑧 𝑓2

′ + 0 − cos2 𝑦 cos 𝑧 sin 𝑧 𝑓2
′

√(𝑓2
′2 − 1) 

 

= 0, 

 

ℎ32 =< φ𝑧𝑦,
𝑁φ >  

= 〈(0, 𝑥 sin 𝑦 cos 𝑧 , 0, 𝑥 sin𝑦 sin 𝑧),

(

 
 1

√(𝑓2
′2 − 1) 

(1, − cos 𝑦 sin 𝑧 𝑓2
′ , − sin𝑦 𝑓2

′  , cos 𝑦 cos 𝑧 𝑓2
′)

)

 
 

〉 

=
0 − 𝑥 cos𝑦 sin 𝑦 cos 𝑧 sin 𝑧 𝑓2

′ + 0 + 𝑥 cos 𝑦 sin 𝑦 cos 𝑧 sin 𝑧 𝑓2
′

√(𝑓2
′2 − 1) 

 

= 0 

 

ve 

 

ℎ33 =< φ𝑧𝑧,𝑁φ >  

= 〈(0, 𝑥 cos𝑦 sin 𝑧 , 0, −𝑥 cos 𝑦 cos 𝑧),

(

 
 1

√(𝑓2
′2 − 1) 

(1, − cos 𝑦 sin 𝑧 𝑓2
′ , − sin 𝑦 𝑓2

′  , cos 𝑦 cos 𝑧 𝑓2
′)

)

 
 

〉 
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=
0 − 𝑥 cos2 𝑦 sin2 𝑧 𝑓2

′ + 0 − 𝑥 cos2 𝑦 cos2 𝑧 𝑓2
′

√(𝑓2
′2 − 1) 

 

=
−𝑥 cos2 𝑦 𝑓2

′(sin2 𝑧 + cos2 𝑧)

√(𝑓2
′2 − 1) 

 

=
−𝑥 cos2 𝑦 𝑓2

′

√(𝑓2
′2 − 1) 

 

 

olarak hesaplanır. Bu hesaplamalar sonucunda hiperyüzeyin ikinci temel form katsayılar matrisi    

          

[ℎ𝑖𝑗] =

[
 
 
 
 
 
 
 −

𝑓2
′′(𝑥)

√𝑓2
′2−1

0 0

0
−𝑥𝑓2

′(𝑥)

√𝑓2
′2−1

0

0 0
−𝑥𝑐𝑜𝑠2𝑦𝑓2

′(𝑥)

√𝑓2
′2−1 ]

 
 
 
 
 
 
 

                                                                                      (4.11) 

 

dir.  

4.2.   Timelike Eksenli Hiperyüzeyde Eğriliklerin Hesaplanması 

Bu bölümde, bir önceki bölümde elde edilen birinci ve ikinci temel form matrisleri 

kullanılarak dönel hiperyüzeyin şekil operatörü ve temel eğrilikleri hesaplanacaktır. Denklem (4.9) 

ile verilen birinci temel form matrisinin determinantı 

 

det[𝑔𝑖𝑗] = (1 − 𝑓2
′2) (𝑥4 cos2 𝑦) 

 

olarak bulunur. Birinci temel form matrisi [𝑔𝑖𝑗]’nin tersi 

 

[𝑔𝑖𝑗] =
1

(1 − 𝑓2
′2) (𝑥4 cos2 𝑦)

[
 
 
 
(𝑥4 cos2 𝑦) 0 0

0 (1 − 𝑓2
′2) (𝑥2 cos2 𝑦) 0

0 0 (1 − 𝑓2
′2)𝑥2

]
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        =

[
 
 
 
 

1

1−𝑓2
′2

0 0

0
1

𝑥2 0

0 0
1

𝑥2 cos2 𝑦]
 
 
 
 

                                                                                          (4.12) 

 

şeklinde elde edilir. Benzer şekilde (4.11) ile verilen ikinci temel form matrisinin determinantı 

 

𝑑𝑒𝑡[ℎ𝑖𝑗] =
−𝑓2

′′(𝑥)

√𝑓2
′2 − 1

 
𝑥2𝑐𝑜𝑠2𝑦𝑓2

′(𝑥)𝑓2
′(𝑥)

√𝑓2
′2 − 1√𝑓2

′2 − 1

=
−𝑥2𝑐𝑜𝑠2𝑦𝑓2

′′(𝑥)𝑓2
′2

√𝑓2
′2 − 1

3  

 

olarak hesaplanır. İkinci temel form matrisinin tersi   

                              

[ℎ𝑖𝑗] =
−√𝑓2

′2 − 1

3

𝑥2 cos2 𝑦 𝑓2
′′(𝑥)𝑓2

′2

[
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 𝑥

2 cos2 𝑦 𝑓2
′2

√𝑓2
′2 − 1

2 0 0

0
𝑥 cos2 𝑦 𝑓2

′′𝑓2
′

√𝑓2
′2 − 1

2 0

0 0
𝑥𝑓2

′′𝑓2
′

√𝑓2
′2 − 1

2

]
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 

 

         =

[
 
 
 
 
 
 
 
 
 −√𝑓2

′2 − 1

𝑓2
′′(𝑥)

0 0

0
−√𝑓2

′2 − 1

𝑥𝑓2
′ 0

0 0
−√𝑓2

′2 − 1

𝑥 cos2 𝑦 𝑓2
′]
 
 
 
 
 
 
 
 
 

                                                                   

 

olarak bulunur. Gerekli düzenlemeler yapıldığında, 
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[ℎ𝑖𝑗] = −√𝑓2
′2 − 1

[
 
 
 
 

1

𝑓2
′′(𝑥)

0 0

0
1

𝑥𝑓2
′ 0

0 0
1

𝑥 cos2 𝑦𝑓2
′]
 
 
 
 

                                                                                    (4.13) 

 

olduğu açıktır. Tanım 2.17’de (4.12) ve (4.11) eşitlikleri yerlerine yazılırsa (4.1) ile verilen 

hiperyüzeyin şekil operatörü 

 

𝑆 =

[
 
 
 
 
 
 

1

1 − 𝑓2
′2(𝑥)

0 0

0
1

𝑥2
0

0 0
1

𝑥2 cos2 𝑦]
 
 
 
 
 
 

[
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
−𝑓2

′′(𝑥)

√𝑓2
′2 − 1

0 0

0
−𝑥𝑓2

′(𝑥)

√𝑓2
′2 − 1

0

0 0
−𝑥 cos2 𝑦 𝑓2

′(𝑥)

√𝑓2
′2 − 1 ]

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 

   =

[
 
 
 
 
 
 
 

−𝑓2
′′(𝑥)

(1−𝑓2
′2)√𝑓2

′2−1

0 0

0
−𝑓2

′(𝑥)

𝑥√𝑓2
′2−1

0

0 0
−𝑓2

′(𝑥)

𝑥√𝑓2
′2−1]

 
 
 
 
 
 
 

                                                                                           (4.14) 

 

olarak elde edilir. Bu dönel hiperyüzeyin şekil operatörü matrisinin determinantı hesaplanacak 

olursa 

 

det(S) =

|

|

|

−𝑓2
′′(𝑥)

(1 − 𝑓2
′2)√𝑓2

′2 − 1

0 0

0
−𝑓2

′(𝑥)

𝑥√𝑓2
′2 − 1

0

0 0
−𝑓2

′(𝑥)

𝑥√𝑓2
′2 − 1

|

|

|
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             = −
𝑓2

′′(𝑥)

(1 − 𝑓2
′2)√𝑓2

′2 − 1

𝑥𝑓2
′2

𝑥3√𝑓2
′2 − 1

2 =
𝑓2

′′(𝑥)𝑓2
′2

𝑥2 (𝑓2
′2 − 1)√𝑓2

′2 − 1

3 

 

olduğu görülür. Böylece Tanım 2.18’den (4.1) ile verilen dönel hiper yüzeyin Gauss eğriliği 

 

𝐾 =
𝑓2

′′(𝑥)𝑓2
′2

𝑥2(𝑓2
′2−1)√𝑓2

′2−1

3 =
𝑓2

′′(𝑥)𝑓2
′2

𝑥2(𝑓2
′2−1)

5
2⁄
                                                                                                                 

 

şeklinde elde edilir. Böylece aşağıdaki teoremi verebiliriz. 

 

Teorem 4.1. 

|𝑓2
′(𝑥)| > 1, ∀𝑥 ∈ 𝐼 olmak üzere 𝛽(𝑥) = (𝑓2(𝑥), 0,0, 𝑥) profil eğrisinin (1, 0, 0, 0) timelike 

ekseni etrafında döndürülmesiyle oluşan hiperyüzeyin Gauss eğriliği 

                  𝐾 =
𝑓2

′′(𝑥)𝑓2
′2

𝑥2(𝑓2
′2−1)

5
2⁄
                                                                                              (4.15) 

dir. 

(4.15) ile verilen şekil operatörünün izi 

 

𝑖𝑧(𝑆) =

(

 
−𝑓2

′′(𝑥)

(1 − 𝑓2
′2)√𝑓2

′2 − 1

−
2𝑓2

′(𝑥)

𝑥√𝑓2
′2 − 1)

  

 

=
−1

√𝑓2
′2 − 1

(
𝑓2

′′(𝑥)

(1 − 𝑓2
′2)

+
2𝑓2

′(𝑥)

𝑥
) 

 

olur. Burada Tanım 2.18’den yararlanarak aşağıdaki teoremi verebiliriz. 

 

Teorem 4.2.  

|𝑓2
′(𝑥)| > 1, ∀𝑥 ∈ 𝐼 olmak üzere 𝛽(𝑥) = (𝑓2(𝑥), 0,0, 𝑥) profil eğrisinin (1, 0, 0, 0) timelike 

ekseni etrafında döndürülmesiyle oluşan (4.1) hiperyüzeyin ortalama eğriliği 
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𝐻 =
1

3√𝑓2
′2−1

(
𝑓2

′′(𝑥)

(𝑓2
′2−1)

−
2𝑓2

′(𝑥)

𝑥
) =   

𝑥𝑓2
′′+2𝑓2

′(1−𝑓2
′2)

3𝑥(𝑓2
′2−1)

3
2⁄

                                                               (4.16)                         

                    

dir. 

4.3.  Timelike Eksenli Hiperyüzeyde Gauss ve Ortalama Eğriliklere Göre Profil 

Eğrisinin Belirlenmesi 

Bu alt bölümde, timelike eksen etrafında dönel hiperyüzeylerin Gauss ve ortalama 

eğriliklerine bağlı olarak elde edilen doğrusal olmayan diferansiyel denklemler parametre 

değişimiyle profil eğrisini karakterize eden 𝑓2 (𝑥) fonksiyonu elde edilerek standart bir integral 

problemine dönüştürülmüştür. 

4.3.1.   Gauss Eğriliğine Göre Çözüm 

Teorem 4.1'e göre timelike eksen etrafında dönel bir hiperyüzeyin Gauss eğriliği,  

𝐾 =
𝑓2

′′(𝑥)𝑓2
′2

𝑥2 (𝑓2
′2 − 1)

5
2⁄
 

şeklindedir. Bu doğrusal olmayan diferansiyel denklemi çözerek 𝑓2(𝑥) fonksiyonunu belirlemek 

amacıyla 

 

 𝐶 =
𝑓2

′3

𝑥6(𝑓2
′2−1)

3
2⁄
                                                                                                                   (4.17) 

 

değişken değişimi tanımlansın. Bu tanımlanan 𝐶 ifadesinin türevi alınırsa  

𝐶′ =
3𝑥6𝑓2

′2
𝑓2

′′(𝑓2
′2 − 1)

3
2⁄ − 6𝑥5𝑓2

′3
(𝑓2

′2 − 1)
3

2⁄
− 3𝑥6(𝑓2

′2 − 1)
1

2⁄ 𝑓2
′′𝑓2

′4

𝑥12(𝑓2
′2 − 1)3

 

=
3𝑥6𝑓2

′2
𝑓2

′′(𝑓2
′2 − 1)

3
2⁄ − 6𝑥5𝑓2

′3
(𝑓2

′2 − 1)
3

2⁄
− 3𝑥6(𝑓2

′2 − 1)
1

2⁄ 𝑓2
′′𝑓2

′4

𝑥12(𝑓2
′2 − 1)3

 

 

elde edilir. Burada gerekli düzenlemeler yapılırsa 
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𝐶′ =
3𝑥6 (𝑓2

′2 − 1)
1

2⁄
𝑓2

′2𝑓2
′′ [(𝑓2

′2 − 1) − 𝑓2
′2]

𝑥12(𝑓2
′2 − 1)3

−
6𝑓2

′3𝑥5 (𝑓2
′2 − 1)

3
2⁄

𝑥12(𝑓2
′2 − 1)3

 

 

olur. Son olarak  

 

𝐶′ = −
3𝑓2

′2𝑓2
′′

𝑥6(𝑓2
′2−1)

5
2⁄
−

6𝑓2
′3

𝑥7(𝑓2
′2−1)

3
2⁄
                                                                                     (4.18) 

 

hesaplanır. K =
𝑓2

′′(𝑥)𝑓2
′2

𝑥2(𝑓2
′2−1)

5
2⁄
  ve 𝐶 =

𝑓2
′3

𝑥6(𝑓2
′2−1)

3
2⁄
 eşitlikleri (4.18) eşitliğinde yerine yazılırsa 

 

 𝐶′ = −
3𝐾

𝑥4 −
6𝐶

𝑥
 

 

olduğu görülür. Son eşitlikte gerekli düzenlemeler yapılırsa 

 

𝐶′ =
−3𝐾 − 6𝑥3𝐶

𝑥4
 

 

olacak şekilde bir diferansiyel denklem elde edilir. Diferansiyel denklemi standart lineer 

diferansiyel denklem formuna getirmek için yeniden düzenlenirse 

 

𝐶′ +
6𝐶

𝑥
= −

3𝐾

𝑥4
 

 

olur. Bu denklemi çözmek için integral çarpanı olan 𝑥6 ile her iki tarafı çarparsak 

 

𝑥6𝐶′ + 6𝑥5𝐶 = −3𝑥2𝐾 

 

eşitliği elde edilir. Eşitliğin sol tarafı, çarpımın türevi kuralı gereği (𝑥6𝐶)′ ifadesine eşittir. Bu 

durumda eşitlik 

 

(𝑥6𝐶)′ = −3𝑥2𝐾 
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şekline dönüşür. Elde edilen eşitliğin her iki tarafın integrali alınırsa  

 

𝑥6𝐶 = 𝑐 − ∫ 3𝑡2𝐾(𝑡)𝑑𝑡
𝑥

1

 

 

elde edilir. Burada 𝑐 integral sabitidir. Son olarak, eşitliğin her iki tarafı 𝑥6 ifadesine bölünerek 

  

𝐶 =
𝑐 − 3∫ 𝑡2𝐾(𝑡)𝑑𝑡

𝑥

1

𝑥6
 

 

ifadesi bulunmuş olur. Son bulunan eşitlikle 𝐶 =
𝑓2

′3

𝑥6(𝑓2
′2−1)

3
2⁄
 eşitliğinden yararlanılırsa  

 

𝑓2
′3

𝑥6(𝑓2
′2 − 1)

3
2⁄

=
𝑐 − 3∫ 𝑡2𝐾(𝑡)𝑑𝑡

𝑥

1

𝑥6
 

 

eşitliği elde edilir. Eşitliğin her iki tarafındaki 𝑥6 terimleri sadeleştirildiğinde denklem 

 

𝑓2
′3

(𝑓2
′2 − 1)

3
2⁄

= 𝑐 − 3∫ 𝑡2𝐾(𝑡)𝑑𝑡
𝑥

1

 

 

halini alır. Her iki tarafın küpkökü alınırsa  

𝑓2
′

√𝑓2
′2 − 1

= (𝑐 − 3∫ 𝑡2𝐾(𝑡)𝑑𝑡
𝑥

1

)

1/3

 

 

olur. Profil eğrisinin türevi olan 𝑓2′ fonksiyonunu yalnız bırakmak için eşitliğin her iki tarafın karesi 

alınırsa, 

 

𝑓2
′2

𝑓2
′2 − 1

= (𝑐 − 3∫ 𝑡2𝐾(𝑡)𝑑𝑡
𝑥

1

)

2/3

 



 

46 

 

elde edilir. Burada düzeltmeler yapılırsa 

 

𝑓2
′2 = (𝑐 − 3∫ 𝑡2𝐾(𝑡)𝑑𝑡

𝑥

1

)

2/3

(𝑓2
′2 − 1) 

𝑓2
′2 (𝑐 − 3∫ 𝑡2𝐾(𝑡)𝑑𝑡

𝑥

1

)

2/3

− 𝑓2
′2 = (𝑐 − 3∫ 𝑡2𝐾(𝑡)𝑑𝑡

𝑥

1

)

2/3

 

𝑓2
′2 =

(𝑐 − 3∫ 𝑡2𝐾(𝑡)𝑑𝑡
𝑥

1
)
2/3

(𝑐 − 3∫ 𝑡2𝐾(𝑡)𝑑𝑡
𝑥

1
)
2/3

− 1
 

 

olarak bulunur. Her iki tarafın karekökü alındığında 𝑓2′ =
𝑑𝑓2

𝑑𝑥
 ifadesi 

 

𝑓2
′(𝑥) =

(𝑐 − 3∫ 𝑡2𝐾(𝑡)𝑑𝑡
𝑥

1
)
1/3

√(𝑐 − 3∫ 𝑡2𝐾(𝑡)𝑑𝑡
𝑥

1
)
2/3

− 1

 

 

olarak bulunur. 𝑥0 ∈ 𝐼 olmak üzere profil eğrisini belirleyen 𝑓2(𝑥) fonksiyonu 

  

𝑓2(𝑥) = ∫
(𝑐−3∫ 𝑡2𝐾(𝑡)𝑑𝑡

𝑥

1 )
1/3

√(𝑐−3∫ 𝑡2𝐾(𝑡)𝑑𝑡
𝑥

1 )
2/3

−1

𝑑𝑥
𝑥

𝑥0
                                                                                                    (4.19) 

olarak bulunur. Burada (𝑐 − 3∫ 𝑡2𝐾(𝑡)𝑑𝑡
𝑥

1
)
2/3

> 1’dir. Bunun sonucunda Gauss eğriliğine göre 

genel parametrizasyon aşağıdaki teorem ile verilebilir. 

 

 

Teorem 4.3. 

|𝑓2
′(𝑥)| > 1, ∀𝑥 ∈ 𝐼 ve |(𝑐 − 3∫ 𝑡2𝐾(𝑡)𝑑𝑡

𝑥

1
)
2/3

| > 1 olmak üzere 𝔼1
4’te timelike eksene 

göre dönel hiperyüzey (4.1) Gauss eğriliğine bağlı olarak  

 

φ(𝑥, 𝑦, 𝑧) = (∫
(𝑐−3∫ 𝑡2𝐾(𝑡)𝑑𝑡

𝑥

1
)
1/3

√(𝑐−3∫ 𝑡2𝐾(𝑡)𝑑𝑡
𝑥

1 )
2/3

−1

𝑑𝑥
𝑥

𝑥0
, −𝑥 cos 𝑦 sin 𝑧 , −𝑥 sin𝑦 , 𝑥 cos 𝑦 cos 𝑧)                        
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şeklinde parametrize edilir.  

 

Sonuç 4.1.  

 

𝐾 =  0 alınırsa 𝔼1
4’te timelike eksen etrafında döndürülerek oluşturulan dönel hiperyüzey 

 

φ(𝑥, 𝑦, 𝑧) = (
𝑐1 3⁄

√(𝑐2 3⁄ − 1)
𝑥 +  𝑏, −𝑥 cos 𝑦 sin 𝑧 , −𝑥 sin 𝑦 , 𝑥 cos 𝑦 cos 𝑧) 

 

olup burada b keyfi bir sabit,  𝑥 ≠  0 ve 𝑦 ∈  (−𝜋/2, 𝜋/2) ‘dir. 

 

İspat.  

 

Bölüm 4 boyunca |𝑓2
′| > 1 kabulü geçerli olduğundan 𝑓2

′ ≠ 0 dir. Dolayısıyla 𝐾 =  0 

koşulu doğrudan 𝑓2
′′

 demektir ve 𝑓2 doğrusaldır. (
𝑐1 3⁄

√(𝑐2 3⁄ −1)

)

2

=
𝑐

2
3⁄

(𝑐
2

3⁄ )−1
> 1 olduğundan kabul 

sağlanır. 

4.3.2.   Ortalama Eğriliğe Göre Çözüm 

Teorem 4.2'e göre timelike eksen etrafında dönel bir hiperyüzeyin ortalama eğriliği,  

 

𝐻 =
2𝑓2

′(1−𝑓2
′2)+𝑥𝑓2

′′

3𝑥(𝑓2
′2−1)

3
2⁄

                                                                                                

şeklindedir. Bu doğrusal olmayan diferansiyel denklemi çözerek 𝑓2(𝑥) fonksiyonunu belirlemek 

amacıyla 

 

 𝐷 =
𝑓2

′(𝑥)

𝑥√𝑓2
′2−1

                                                                                                                     (4.20) 

 

değişken değişimi tanımlansın. Bu tanımlanan 𝐷 ifadesinin türevi alınırsa  
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𝐷′ =
𝑥𝑓2

′′√𝑓2
′2 − 1 − 𝑓2

′√𝑓2
′2 − 1 − 𝑥

1
2

(𝑓2
′2 − 1)

−1
2⁄ 2𝑓2

′2𝑓2
′′

𝑥2(𝑓2
′2 − 1)

 

=
𝑥𝑓2

′′√𝑓2
′2 − 1 − 𝑓2

′√𝑓2
′2 − 1 − 𝑓2

′2𝑥(𝑓2
′2 − 1)

−1
2⁄ 𝑓2

′′

𝑥2(𝑓2
′2 − 1)

 

 

elde edilir. Burada gerekli düzenlemeler yapılırsa,   

                                                                                                                                                                   

𝐷′ =
𝑥𝑓2

′′ (𝑓2
′2 − 1) − 𝑓2

′ (𝑓2
′2 − 1) − 𝑓2

′2𝑥𝑓2
′′

𝑥2(𝑓2
′2 − 1)

3
2⁄

 

=
𝑥𝑓2

′′(𝑓2
′2 − 1 − 𝑓2

′2) − 𝑓2
′(𝑓2

′2 − 1)

𝑥2(𝑓2
′2 − 1)

3
2⁄

 

 

olur. Son olarak 

 

𝐷′ =
−𝑓2

′′𝑥−𝑓2
′(𝑓2

′2−1)

𝑥2(𝑓2
′2−1)

3
2⁄

                                                                                                               (4.21) 

 

olur. 

𝐻 =
2𝑓2

′(1−𝑓2
′2)+𝑥𝑓2

′′

3𝑥(𝑓2
′2−1)

3
2⁄

  ve 𝐷 =
𝑓2

′(𝑥)

𝑥√𝑓2
′2−1

 eşitlikleri  (4.21) eşitliğinde yerine yazılırsa, 

 

𝐷′ = −
3𝐻

𝑥
−

3𝐷

𝑥
 

şeklinde bir diferansiyel denklem elde edilir. Diferansiyel denklemi standart lineer diferansiyel 

denklem formuna getirmek için yeniden düzenlenirse 

 

𝐷′ +
3𝐷

𝑥
= −

3𝐻

𝑥
 

 

olur. Bu denklemi çözmek için integral çarpanı olan 𝑥3 ile her iki tarafı çarparsak 
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𝑥3𝐷′ + 3𝑥2 𝐷  = −3𝑥2𝐻 

 

eşitliği elde edilir. Eşitliğin sol tarafı, çarpımın türevi kuralı gereği (𝑥3𝐷)′ ifadesine eşittir. Bu 

durumda eşitlik  

 

(𝑥3𝐷)′ = −3𝑥2𝐻 

 

şekline dönüşür. Elde edilen eşitliğin her iki tarafın integrali alınırsa 

 

𝑥3𝐷 = 𝑐 − ∫ 3𝑡2𝐻(𝑡)𝑑𝑡
𝑥

1

 

 

elde edilir. Burada 𝑐 integral sabitidir. Son olarak, eşitliğin her iki tarafı 𝑥3 ifadesine bölünerek 

  

𝐷 =
𝑐 − 3∫ 𝑡2𝐻(𝑡)𝑑𝑡

𝑥

1

𝑥3
 

 

ifadesi bulunmuş olur. Son bulunan eşitlikle 𝐷 =
𝑓2

′(𝑥)

𝑥√𝑓2
′2−1

 eşitliğinden yararlanılırsa  

 

𝑓2
′(𝑥)

𝑥√𝑓2
′2 − 1

=
𝑐 − 3∫ 𝑡2𝐻(𝑡)𝑑𝑡

𝑥

1

𝑥3
 

 

eşitliği elde edilir. Eşitliğin her iki tarafı 𝑥 ile çarpıldığında denklem 

𝑓2
′(𝑥)

√𝑓2
′2 − 1

=
𝑐 − 3∫ 𝑡2𝐻(𝑡)𝑑𝑡

𝑥

1

𝑥2
 

 

olur. Profil eğrisinin türevi olan 𝑓2′ fonksiyonunu yalnız bırakmak için eşitliğin her iki tarafın karesi 

alınırsa, 
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𝑓2
′2

(𝑓2
′2 − 1)

= (
𝑐 − 3∫ 𝑡2𝐻(𝑡)𝑑𝑡

𝑥

1

𝑥2
)

2

 

 

olur. Gerekli düzenlemeler yapılırsa  

 

𝑓2
′2

(𝑓2
′2 − 1)

=
(𝑐 − 3∫ 𝑡2𝐻(𝑡)𝑑𝑡

𝑥

1
)
2

𝑥4
 

 

elde edilir. Burada gerekli düzenlemeler yapılırsa  

 

          𝑓2
′2𝑥4 = (𝑐 − 3∫ 𝑡2𝐻(𝑡)𝑑𝑡

𝑥

1

)

2

(𝑓2
′2 − 1) 

(𝑐 − 3∫ 𝑡2𝐻(𝑡)𝑑𝑡
𝑥

1

)

2

𝑓2
′2 − 𝑓2

′2𝑥4 = (𝑐 − 3∫ 𝑡2𝐻(𝑡)𝑑𝑡
𝑥

1

)

2

 

     𝑓2
′2 =

(𝑐 − 3∫ 𝑡2𝐻(𝑡)𝑑𝑡
𝑥

1
)
2

(𝑐 − 3∫ 𝑡2𝐻(𝑡)𝑑𝑡
𝑥

1
)
2
− 𝑥4

 

         𝑓2
′(𝑥) = ±

𝑐 − 3∫ 𝑡2𝐻(𝑡)𝑑𝑡
𝑥

1

√(𝑐 − 3∫ 𝑡2𝐻(𝑡)𝑑𝑡
𝑥

1
)
2
− 𝑥4

 

 

olarak bulunur. Burada 𝑥0 ∈ 𝐼 olmak üzere profil eğrisini belirleyen 𝑓2(𝑥) fonksiyonu  

  

𝑓2(𝑥) = ±∫
𝑐−3∫ 𝑡2𝐻(𝑡)𝑑𝑡

𝑥

1

√(𝑐−3∫ 𝑡2𝐻(𝑡)𝑑𝑡
𝑥

1
)
2
−𝑥4

𝑑𝑥
𝑥

𝑥0
                                                                                     (4.22) 

olarak bulunur. (𝑐 − 3∫ 𝑡2𝐻(𝑡)𝑑𝑡
𝑥

1
)
2

> 𝑥4 dir. Bunun sonucunda ortalama eğriliğe göre genel 

parametrizasyon aşağıdaki teorem ile verilebilir. 

 

Teorem 4.4. 

|𝑓2
′(𝑥)| > 1, ∀𝑥 ∈ 𝐼 ve (𝑐 − 3∫ 𝑡2𝐻(𝑡)𝑑𝑡

𝑥

1
)
2

> 𝑥4olmak üzere 𝔼1
4’te timelike eksene göre dönel 

hiperyüzey (4.1) ortalama eğriliğine bağlı olarak  
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φ(𝑥, 𝑦, 𝑧) = (±∫
𝑐−3∫ 𝑡2𝐻(𝑡)𝑑𝑡

𝑥

1

√(𝑐−3∫ 𝑡2𝐻(𝑡)𝑑𝑡
𝑥

1 )
2
−𝑥4

𝑑𝑥
𝑥

𝑥0
, −𝑥 cos 𝑦 sin 𝑧 , −𝑥 sin𝑦 , 𝑥 cos 𝑦 cos 𝑧)                        

 

şeklinde parametrize edilir.  

Buradan aşağıdaki sonuca ulaşılabilir. 

 

Sonuç 4.2. 

 

𝐻 =  0 alınırsa 𝔼1
4’te timelike eksen etrafında döndürülerek oluşturulan dönel hiperyüzey 

 

φ(𝑥, 𝑦, 𝑧) = (𝑑 ± ∫
𝑐

√(𝑐2 − 𝑡4)

𝑥

𝑥0

𝑑𝑡, −𝑥 cos 𝑦 sin 𝑧 , −𝑥 sin 𝑦 , 𝑥 cos 𝑦 cos 𝑧) 

 

olup tanım aralığı 0 < |𝑥| < √|𝑐| ile sınırlıdır. 

 

İspat.  

 

(4.22)'de 𝐻 =  0 alınırsa integral kaybolur ve 𝑓2
′(𝑥)  = ±

𝑐

√(𝑐2−𝑥4)
  elde edilir. Teorem 

4.4'ün (𝑐)2 > 𝑥4 koşulu tam olarak tanım aralığını verir.
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5. 𝔼𝟏
𝟒’TE BİR PROFİL EĞRİSİNİN LIGHTLIKE EKSEN 

ETRAFINDA DÖNDÜRÜLMESİYLE OLUŞTURULAN DÖNEL 

HİPERYÜZEYLER 

Bu bölümde, 𝔼1
4’te bir profil eğrisinin lightlike eksen etrafında döndürülmesiyle elde edilen 

dönel hiperyüzeyler incelenmektedir. İnşa edilen hiperyüzeyin birim normal vektör alanı, birinci 

ve ikinci temel form matrisleri ile şekil operatörü elde edilerek ardından Gauss eğriliği ve ortalama 

eğriliği hesaplanmakta ve geometrik sonuçlara ulaşılmaktadır. Bu bölüm genel hatlarıyla; 

hiperyüzeyin inşası, eğriliklerin hesaplanması ve eğriliklere bağlı olarak profil eğrisinin 

belirlenmesi olmak üzere üç alt başlık altında sunulmaktadır. 

5.1.   Lightlike Eksenli Hiperyüzeyin İnşası 

Bu alt bölümde, 4-boyutlu Lorentz-Minkowski uzayı 𝔼1
4’te lightlike bir eksen etrafında 

dönen hiperyüzeylerin inşası detaylı olarak ele alınmaktadır. İnşa süreci; profil eğrisinin 

tanımlanması, uygun dönme matrisi ile yüzeyin parametrelendirilmesi ve yüzeyi karakterize eden 

kısmi türev vektörlerinin hesaplanması adımlarından oluşmaktadır. 

İlk olarak, hiperyüzeyi oluşturacak olan profil eğrisini tanımlayalım. 𝐼 ⊂ ℝ aralığında 

tanımlı, en az iki kez türevlenebilir bir 𝑓3(𝑥): 𝐼 ⊂ ℝ → ℝ fonksiyonu ve 𝑥 ∈ ℝ − {0}  olmak üzere, 

profil eğrisi  

𝜃(𝑥) = (𝑥, 𝑓3(𝑥),0,0) 

şeklinde olsun. Bu bölüm boyunca 

|𝑓3
′(𝑥)| < 1, 𝑓3(𝑥) ≠ 𝑥 ve ∀𝑥 ∈ 𝐼  

kabulü geçerlidir. Bu profil eğrisinin (1, 1, 0, 0) lightlike ekseni etrafında döndürülmesiyle oluşan 

𝛿(𝑥, 𝑦, 𝑧) hiperyüzeyi, uygun bir parabolik (null) Lorentz dönme matrisi kullanılarak 𝑦, 𝑧 ∈ ℝ 

olmak üzere; 

 

𝛿(𝑥, 𝑦, 𝑧) =

[
 
 
 
 
 
𝑦2 + 𝑧2

2
+ 1 −

𝑦2 + 𝑧2

2
𝑦 𝑧

𝑦2 + 𝑧2

2
1 −

𝑦2 + 𝑧2

2
𝑦 𝑧

𝑦 −𝑦 1 0
𝑧 −𝑧 0 1]

 
 
 
 
 

[

𝑥
𝑓3(𝑥)

0
0

] 

olarak ifade edilir. Bu matris çarpımı sonucunda dönel hiperyüzeyin parametrizasyonu 
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      𝛿(𝑥, 𝑦, 𝑧) = (
(
𝑦2+𝑧2

2
+ 1)𝑥 −

𝑦2+𝑧2

2
𝑓3(𝑥),

𝑦2+𝑧2

2
𝑥 + (1 −

𝑦2+𝑧2

2
) 𝑓3(𝑥),

𝑥𝑦 − 𝑓3(𝑥)𝑦, 𝑥𝑧 − 𝑧𝑓3(𝑥)
)               (5.1)                                      

şeklinde elde edilir. Denklem (5.1) ile verilen 𝛿(𝑥, 𝑦, 𝑧) dönel hiperyüzeyin 𝑥, 𝑦 ve 𝑧 

parametrelerine göre birinci mertebeden kısmi türev vektörleri  

 

𝛿𝑥 =
𝜕𝛿

𝜕𝑥
= (

𝑦2 + 𝑧2

2
+ 1 −

𝑦2 + 𝑧2

2
𝑓3

′(𝑥),
𝑦2 + 𝑧2

2
+ (1 −

𝑦2 + 𝑧2

2
)𝑓3

′(𝑥),

𝑦 − 𝑓3
′(𝑥)𝑦, 𝑧 − 𝑓3

′(𝑥)𝑧

) 

     = (
(
𝑦2+𝑧2

2
) (1 − 𝑓3

′(𝑥)) + 1, (
𝑦2+𝑧2

2
) (1 − 𝑓3

′(𝑥)) + 𝑓3
′(𝑥),

𝑦 (1 − 𝑓3
′(𝑥)) , 𝑧 (1 − 𝑓3

′(𝑥))
)                  (5.2)                                                                                                                                                         

 

𝛿𝑦 =
𝜕𝛿

𝜕𝑦
= (𝑦𝑥 − 𝑦𝑓3(𝑥), 𝑦𝑥 − 𝑦𝑓3(𝑥), 𝑥 − 𝑓3(𝑥), 0)                                                                (5.3) 

 

ve 

 

𝛿𝑧 =
𝜕𝛿

𝜕𝑧
= (𝑧𝑥 − 𝑧𝑓3(𝑥), 𝑧𝑥 − 𝑧𝑓3(𝑥), 0, 𝑥 − 𝑓3(𝑥))                       (5.4) 

 

olarak hesaplanır ve burada 𝑓3
′(𝑥) =

𝜕𝑓3(𝑥)

𝜕𝑥
 dir. 

𝛿(𝑥, 𝑦, 𝑧) hiperyüzeyin birim normal vektör alanını elde etmek amacıyla yukarıda 

hesaplanan 𝛿𝑥 , 𝛿𝑦 ve 𝛿𝑧 kısmi türevlerin vektörel çarpımı   

𝛿𝑥 × 𝛿𝑦 × 𝛿𝑧

= 𝑑𝑒𝑡

[
 
 
 
 
 

−𝑒1 𝑒2 𝑒3 𝑒4

(
𝑦2 + 𝑧2

2
)(1 − 𝑓3

′(𝑥)) + 1 (
𝑦2 + 𝑧2

2
)(1 − 𝑓3

′(𝑥)) + 𝑓3
′(𝑥) 𝑦 (1 − 𝑓3

′(𝑥)) 𝑧 (1 − 𝑓3
′(𝑥))

𝑦𝑥 − 𝑦𝑓3(𝑥) 𝑦𝑥 − 𝑦𝑓3(𝑥) 𝑥 − 𝑓3(𝑥) 0

𝑧𝑥 − 𝑧𝑓3(𝑥) 𝑧𝑥 − 𝑧𝑓3(𝑥) 0 𝑥 − 𝑓3(𝑥) ]
 
 
 
 
 

 

şeklinde hesaplanır. Bu determinant açıldığında, vektörel çarpım 
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(5.5) 

𝛿𝑥 × 𝛿𝑦 × 𝛿𝑧

= − ||
(
𝑦2 + 𝑧2

2
)(1 − 𝑓3

′(𝑥)) + 𝑓3
′(𝑥) 𝑦 (1 − 𝑓3

′(𝑥)) 𝑧 (1 − 𝑓3
′(𝑥))

𝑦𝑥 − 𝑦𝑓3(𝑥) 𝑥 − 𝑓3(𝑥) 0

𝑧𝑥 − 𝑧𝑓3(𝑥) 0 𝑥 − 𝑓3(𝑥)

|| 𝑒1

− ||
(
𝑦2 + 𝑧2

2
)(1 − 𝑓3

′(𝑥)) + 1 𝑦 (1 − 𝑓3
′(𝑥)) 𝑧 (1 − 𝑓3

′(𝑥))

𝑦𝑥 − 𝑦𝑓3(𝑥) 𝑥 − 𝑓3(𝑥) 0

𝑧𝑥 − 𝑧𝑓3(𝑥) 0 𝑥 − 𝑓3(𝑥)

|| 𝑒2

+ ||
(
𝑦2 + 𝑧2

2
)(1 − 𝑓3

′(𝑥)) + 1 (
𝑦2 + 𝑧2

2
)(1 − 𝑓3

′(𝑥)) + 𝑓3
′(𝑥) 𝑧 (1 − 𝑓3

′(𝑥))

𝑦𝑥 − 𝑦𝑓3(𝑥) 𝑦𝑥 − 𝑦𝑓3(𝑥) 0

𝑧𝑥 − 𝑧𝑓3(𝑥) 𝑧𝑥 − 𝑧𝑓3(𝑥) 𝑥 − 𝑓3(𝑥)

|| 𝑒3

− ||
(
𝑦2 + 𝑧2

2
)(1 − 𝑓3

′(𝑥)) + 1 (
𝑦2 + 𝑧2

2
)(1 − 𝑓3

′(𝑥)) + 𝑓3
′(𝑥) 𝑦 (1 − 𝑓3

′(𝑥))

𝑦𝑥 − 𝑦𝑓3(𝑥) 𝑦𝑥 − 𝑦𝑓3(𝑥) 𝑥 − 𝑓3(𝑥)

𝑧𝑥 − 𝑧𝑓3(𝑥) 𝑧𝑥 − 𝑧𝑓3(𝑥) 0

|| 𝑒4 

 

olarak elde edilir. Burada gerekli düzenlemeler yapılırsa 

 

𝛿𝑥 × 𝛿𝑦 × 𝛿𝑧 = (𝑥 − 𝑓3(𝑥))2 ((1 − 𝑓3
′(𝑥))(

𝑦2 + 𝑧2

2
) − 𝑓3

′(𝑥))𝑒1

+ (𝑥 − 𝑓3(𝑥))2 ((
𝑦2 + 𝑧2

2
)(1 − 𝑓3

′(𝑥)) − 1) 𝑒2  

+ 𝑦(𝑥 − 𝑓3(𝑥))2 (1 − 𝑓3
′(𝑥)) 𝑒3 

                              +𝑧(𝑥 − 𝑓3(𝑥))
2
(1 − 𝑓3

′(𝑥)) 𝑒4                                                                                                                                 

 

dir. (5.5) ile verilen vektörel çarpımın normu 

‖𝛿𝑥 × 𝛿𝑦 × 𝛿𝑧‖ = √(𝑥 − 𝑓3(𝑥))4(1 − 𝑓3
′2(𝑥)) = (𝑥 − 𝑓3(𝑥))2√1 − 𝑓3

′2
                    (5.6)    

                                                                                                        

olduğu görülür. (5.5) ve (5.6) eşitlikleri Tanım 2.13’de yerine yazılırsa (5.1) hiperyüzeyinin birim 

normal vektörü 

 

 

 



 

55 

𝑁𝛿 =

(𝑥 − 𝑓3(𝑥))2 ((1 − 𝑓3
′(𝑥)) (

𝑦2 + 𝑧2

2 ) − 𝑓3
′(𝑥)) 𝑒1

(𝑥 − 𝑓3(𝑥))2√1 − 𝑓3
′2

 

        +

(𝑥 − 𝑓3(𝑥))2 ((
𝑦2 + 𝑧2

2 ) (1 − 𝑓3
′(𝑥)) − 1) 𝑒2

(𝑥 − 𝑓3(𝑥))2√1 − 𝑓3
′2

 

        +
𝑦(𝑥 − 𝑓3(𝑥))2 (1 − 𝑓3

′(𝑥)) 𝑒3

(𝑥 − 𝑓3(𝑥))2√1 − 𝑓3
′2

 

        +
𝑧 ((𝑥 − 𝑓3(𝑥))2 (1 − 𝑓3

′(𝑥))) 𝑒4

(𝑥 − 𝑓3(𝑥))2√1 − 𝑓3
′2

 

 

olup gerekli düzenlemeler yapılırsa, 

 

𝑁𝛿 =
𝑦2+𝑧2−𝑓3

′(𝑦2+𝑧2+2),𝑦2+𝑧2−𝑓3
′(𝑦2+𝑧2)−2,2𝑦(1−𝑓3

′),2𝑧(1−𝑓3
′)

2√1−𝑓3
′2

                              (5.7)                                                           

 

şeklinde hesaplanır. (5.7) eşitliğinde verilen birim normal vektörünün iç çarpımı alınırsa 

𝜀 =< 𝑁𝛿,𝑁𝛿 > 

=

−(𝑦2 + 𝑧2 − 𝑓3
′(𝑦2 + 𝑧2 + 2))2 + (𝑦2 + 𝑧2 − 𝑓3

′(𝑦2 + 𝑧2) − 2)
2

+4𝑦2(1 − 𝑓3
′)

2
+ 4𝑧2(1 − 𝑓3

′)
2

4 (1 − 𝑓3
′2)

 

=

(𝑦2 + 𝑧2)2 (1 − 𝑓3
′2) + 4𝑓3

′(𝑦2 + 𝑧2) − 4𝑓3
′2(𝑦2 + 𝑧2) − 4𝑓3

′2 − 4(𝑦2 + 𝑧2)

+4 − (𝑦2 + 𝑧2)2 (1 − 𝑓3
′2) + 4𝑓3

′(𝑦2 + 𝑧2) + 4(1 − 𝑓3
′)2(𝑦2 + 𝑧2)

4(1 − 𝑓3
′2)

 

 

olduğu görülür. Buradan 

  

𝜀 = 1                                                                                                                                    (5.8) 
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olduğu açıktır. Şimdi (5.1) eşitliğiyle verilen hiperyüzeyin birinci temel form katsayılarını 

hesaplayalım. Tanım 2.14 ile kısmi türev vektörleri (5.2), (5.3) ve (5.4) kullanılarak hiperyüzeyin 

birinci temel form katsayıları sırasıyla 

𝑔11 = 〈𝛿𝑥 , 𝛿𝑥〉 

        = 〈

(
(
𝑦2 + 𝑧2

2
)(1 − 𝑓3

′(𝑥)) + 1, (
𝑦2 + 𝑧2

2
)(1 − 𝑓3

′(𝑥)) + 𝑓3
′(𝑥),

𝑦 (1 − 𝑓3
′(𝑥)) , 𝑧 (1 − 𝑓3

′(𝑥))

) ,

(
(
𝑦2 + 𝑧2

2
)(1 − 𝑓3

′(𝑥)) + 1, (
𝑦2 + 𝑧2

2
)(1 − 𝑓3

′(𝑥)) + 𝑓3
′(𝑥),

𝑦 (1 − 𝑓3
′(𝑥)) , 𝑧 (1 − 𝑓3

′(𝑥))

)

〉 

       = −(𝑦2 + 𝑧2) (1 − 𝑓3
′(𝑥)) (1 − 𝑓3

′(𝑥)) + +𝑦2 (1 − 𝑓3
′(𝑥))

2
+ 𝑧2 (1 − 𝑓3

′(𝑥))
2
− 1 

       = 𝑓3
′2(𝑥) − 1, 

  
𝑔12 = 〈𝛿𝑥 , 𝛿𝑦〉 

        = 〈

(
𝑦2 + 𝑧2

2
)(1 − 𝑓3

′(𝑥)) + 1, (
𝑦2 + 𝑧2

2
)(1 − 𝑓3

′(𝑥)) + 𝑓3
′(𝑥),

𝑦 (1 − 𝑓3
′(𝑥)) , 𝑧 (1 − 𝑓3

′(𝑥))

(𝑦𝑥 − 𝑦𝑓3(𝑥), 𝑦𝑥 − 𝑦𝑓3(𝑥), 𝑥 − 𝑓3(𝑥), 0)

〉 

        = (−𝑦𝑥 + 𝑦𝑓3(𝑥)) (1 − 𝑓3
′(𝑥)) + 𝑦 (1 − 𝑓3

′(𝑥)) (𝑥 − 𝑓3(𝑥))

− 𝑦(𝑥 − 𝑓3(𝑥)) (1 − 𝑓3
′(𝑥)) + 𝑦 (1 − 𝑓3

′(𝑥)) (𝑥 − 𝑓3(𝑥)) 

= (−𝑦𝑥 + 𝑦𝑓3(𝑥)) (1 − 𝑓3
′(𝑥)) + 𝑦 (1 − 𝑓3

′(𝑥)) (𝑥 − 𝑓3(𝑥)) 

 = 0, 

𝑔13 = 〈𝛿𝑥 , 𝛿𝑧〉 

= 〈

(
𝑦2 + 𝑧2

2
)(1 − 𝑓3

′(𝑥)) + 1, (
𝑦2 + 𝑧2

2
)(1 − 𝑓3

′(𝑥)) + 𝑓3
′(𝑥),

𝑦 (1 − 𝑓3
′(𝑥)) , 𝑧 (1 − 𝑓3

′(𝑥)) ,

(𝑧𝑥 − 𝑧𝑓3(𝑥), 𝑧𝑥 − 𝑧𝑓3(𝑥), 0, 𝑥 − 𝑓3(𝑥))

〉 

= (−𝑧𝑥 + 𝑧𝑓3(𝑥)) (1 − 𝑓3
′(𝑥)) + 𝑧 (1 − 𝑓3

′(𝑥)) (𝑥 − 𝑓3(𝑥))  

= 0, 
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𝑔21 = 〈𝛿𝑦 , 𝛿𝑥〉  

= 〈

(𝑦𝑥 − 𝑦𝑓3(𝑥), 𝑦𝑥 − 𝑦𝑓3(𝑥), 𝑥 − 𝑓3(𝑥), 0),

(
𝑦2 + 𝑧2

2
)(1 − 𝑓3

′(𝑥)) + 1, (
𝑦2 + 𝑧2

2
)(1 − 𝑓3

′(𝑥)) + 𝑓3
′(𝑥), 𝑦 (1 − 𝑓3

′(𝑥)) , 𝑧 (1 − 𝑓3
′(𝑥))

〉 

= (−𝑦𝑥 + 𝑦𝑓3(𝑥)) (1 − 𝑓3
′(𝑥)) + 𝑦 (1 − 𝑓3

′(𝑥)) (𝑥 − 𝑓3(𝑥)) 

 = 0, 

𝑔22 = 〈𝛿𝑦 , 𝛿𝑦〉 

= 〈(𝑦𝑥 − 𝑦𝑓3(𝑥), 𝑦𝑥 − 𝑦𝑓3(𝑥), 𝑥 − 𝑓3(𝑥), 0), (𝑦𝑥 − 𝑦𝑓3(𝑥), 𝑦𝑥 − 𝑦𝑓3(𝑥), 𝑥 − 𝑓3(𝑥), 0)〉 

        = −𝑥2𝑦2 + 2𝑥𝑦2𝑓3(𝑥) − 𝑦2𝑓3
2(𝑥) + 𝑥2𝑦2 − 2𝑥𝑦2𝑓3(𝑥) 

           +𝑦2𝑓3
2(𝑥) + 𝑥2 − 2𝑥𝑓3(𝑥) + 𝑓3

2(𝑥) 

   = (𝑥 − 𝑓3(𝑥))
2
, 

𝑔23 = 〈𝛿𝑦 , 𝛿𝑧〉 

= 〈(𝑦𝑥 − 𝑦𝑓3(𝑥), 𝑦𝑥 − 𝑦𝑓3(𝑥), 𝑥 − 𝑓3(𝑥), 0), (𝑧𝑥 − 𝑧𝑓3(𝑥), 𝑧𝑥 − 𝑧𝑓3(𝑥), 0, 𝑥 − 𝑓3(𝑥))〉 

= (−𝑦𝑥 + 𝑦𝑓3(𝑥))𝑧(𝑥 − 𝑓3(𝑥)) + 𝑦(𝑥 − 𝑓3(𝑥))𝑧(𝑥 − 𝑓3(𝑥)) 

 = 0, 

𝑔31 = 〈𝛿𝑧, 𝛿𝑥〉 

= 〈

(𝑧𝑥 − 𝑧𝑓3(𝑥), 𝑧𝑥 − 𝑧𝑓3(𝑥), 0, 𝑥 − 𝑓3(𝑥)),

(
𝑦2 + 𝑧2

2
)(1 − 𝑓3

′(𝑥)) + 1, (
𝑦2 + 𝑧2

2
)(1 − 𝑓3

′(𝑥)) + 𝑓3
′(𝑥), 𝑦 (1 − 𝑓3

′(𝑥)) , 𝑧 (1 − 𝑓3
′(𝑥))

〉 

= (−𝑧𝑥 + 𝑧𝑓3(𝑥)) (1 − 𝑓3
′(𝑥)) + (𝑧𝑥 − 𝑧𝑓3(𝑥)) (1 − 𝑓3

′(𝑥)) 

 = 0, 

𝑔32 = 〈𝛿𝑧, 𝛿𝑦〉 

= 〈(𝑧𝑥 − 𝑧𝑓3(𝑥), 𝑧𝑥 − 𝑧𝑓3(𝑥), 0, 𝑥 − 𝑓3(𝑥)), (𝑦𝑥 − 𝑦𝑓3(𝑥), 𝑦𝑥 − 𝑦𝑓3(𝑥), 𝑥 − 𝑓3(𝑥), 0)〉 

= (−𝑧𝑥 + 𝑧𝑓3(𝑥))(𝑥𝑦 − 𝑦𝑓3(𝑥)) + (𝑧𝑥 − 𝑧𝑓3(𝑥))(𝑥𝑦 − 𝑦𝑓3(𝑥)) 

 = 0 

 

ve 
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𝑔33 = 〈𝛿𝑧, 𝛿𝑧〉 

= 〈(𝑧𝑥 − 𝑧𝑓3(𝑥), 𝑧𝑥 − 𝑧𝑓3(𝑥), 0, 𝑥 − 𝑓3(𝑥)), (𝑧𝑥 − 𝑧𝑓3(𝑥), 𝑧𝑥 − 𝑧𝑓3(𝑥), 0, 𝑥 − 𝑓3(𝑥))〉 

= −(𝑧𝑥 − 𝑧𝑓3(𝑥))
2
+ (𝑧𝑥 − 𝑧𝑓3(𝑥))

2
+ (𝑥 − 𝑓3(𝑥))

2
 

 = (𝑥 − 𝑓3(𝑥))
2
 

olarak hesaplanır. Bu hesaplamalar yardımıyla dönel hiperyüzeyin birinci temel form katsayılar 

matrisi 

[𝑔𝑖𝑗]=      [
𝑓3

′2 − 1 0 0

0 (𝑥 − 𝑓3)
2 0

0 0 (𝑥 − 𝑓3)
2

]                                                                                 (5.9) 

şeklinde yazılır. Denklem (5.2), (5.3) ve (5.4) ile verilen birinci mertebeden kısmi türevlerden 

yararlanarak dönel hiperyüzeyin ikinci mertebeden kısmi türev vektörleri  

           𝛿𝑥𝑥 =
𝜕2𝛿

𝜕𝑥2
= (−(

𝑦2 + 𝑧2

2
)𝑓3

′′, 𝑓3
′′ −

𝑦2 + 𝑧2

2
𝑓3

′′, −𝑓3
′′𝑦,−𝑓3

′′𝑧) 

𝛿𝑥𝑦 =
𝜕2𝛿

𝜕𝑥𝜕𝑦
= (𝑦 − 𝑦𝑓3

′, 𝑦 − 𝑦𝑓3
′, 1 − 𝑓3

′, 0)  

𝛿𝑥𝑧 =
𝜕2𝛿

𝜕𝑥𝜕𝑧
= (𝑧 − 𝑧𝑓3

′, 𝑧 − 𝑧𝑓3
′, 0,1 − 𝑓3

′)  

𝛿𝑦𝑥 =
𝜕2𝛿

𝜕𝑦𝜕𝑥
= (𝑦 − 𝑦𝑓3

′, 𝑦 − 𝑦𝑓3
′, 1 − 𝑓3

′, 0)   

𝛿𝑦𝑦 =
𝜕2𝛿

𝜕𝑦2 = (𝑥 − 𝑓3, 𝑥 − 𝑓3, 0,0)                                                                                    (5.10)                                                                                               

 𝛿𝑦𝑧 =
𝜕2𝛿

𝜕𝑦𝜕𝑧
= (0,0,0,0)  

𝛿𝑧𝑥 =
𝜕2𝛿

𝜕𝑧𝜕𝑥
= (𝑧 − 𝑧𝑓3

′, 𝑧 − 𝑧𝑓3
′, 0,1 − 𝑓3

′)  

𝛿𝑧𝑦 =
𝜕2𝛿

𝜕𝑧𝜕𝑦
= (0,0,0,0)  

𝛿𝑧𝑧 =
𝜕2𝛿

𝜕𝑧2 = (𝑥 − 𝑓3, 𝑥 − 𝑓3, 0,0)                                                                               

şeklindedir. Tanım 2.15 ile (5.7) ve (5.10) eşitliklerinden hiperyüzeyin ikinci temel formunun 

katsayıları sırasıyla 

ℎ11 =< 𝛿𝑥𝑥,
𝑁𝛿 >  

= 〈

(−(
𝑦2 + 𝑧2

2
)𝑓3

′′, 𝑓3
′′ −

𝑦2 + 𝑧2

2
𝑓3

′′, −𝑓3
′′𝑦,−𝑓3

′′𝑧) ,

(

 
𝑦2 + 𝑧2 − 𝑓3

′(𝑦2 + 𝑧2 + 2), 𝑦2 + 𝑧2 − 𝑓3
′(𝑦2 + 𝑧2) − 2,2𝑦(1 − 𝑓3

′), 2𝑧(1 − 𝑓3
′)

2√1 − 𝑓3
′2

)

 
〉 
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= −
𝑓3

′′

√1−𝑓3
′2 

, 

ℎ12 =< 𝛿𝑥𝑦,
𝑁𝛿 >  

= 〈(𝑦 − 𝑦𝑓3
′, 𝑦 − 𝑦𝑓3

′, 1

− 𝑓3
′, 0) ,

(

 
𝑦2 + 𝑧2 − 𝑓3

′(𝑦2 + 𝑧2 + 2), 𝑦2 + 𝑧2 − 𝑓3
′(𝑦2 + 𝑧2) − 2,2𝑦(1 − 𝑓3

′), 2𝑧(1 − 𝑓3
′)

2√1 − 𝑓3
′2

)

 〉 

=
2𝑓3

′𝑦(1 − 𝑓3
′) − 2𝑦(1 − 𝑓3

′) + 2𝑦(1 − 𝑓3
′)

2

2√1 − 𝑓3
′2 

 

=
−2𝑦(1 − 𝑓3

′)
2
+ 2𝑦(1 − 𝑓3

′)
2

2√1 − 𝑓3
′2 

 

= 0, 

ℎ13 =< 𝛿𝑥𝑧,
𝑁𝛿 > 

= 〈(𝑧 − 𝑧𝑓3
′, 𝑧 − 𝑧𝑓3

′, 0,1

− 𝑓3
′) ,

(

 
𝑦2 + 𝑧2 − 𝑓3

′(𝑦2 + 𝑧2 + 2), 𝑦2 + 𝑧2 − 𝑓3
′(𝑦2 + 𝑧2) − 2,2𝑦(1 − 𝑓3

′), 2𝑧(1 − 𝑓3
′)

2√1 − 𝑓3
′2

)

 〉 

=
2𝑧(1 − 𝑓3

′)𝑓3
′ − 2𝑧(1 − 𝑓3

′) + 2𝑧(1 − 𝑓3
′)

2

2√1 − 𝑓3
′2 

 

=
−2𝑧(1 − 𝑓3

′)
2
+ 2𝑧(1 − 𝑓3

′)
2

2√1 − 𝑓3
′2 

 

= 0, 

ℎ21 =< 𝛿𝑦𝑥,
𝑁𝛿 >  

= 〈(𝑦 − 𝑦𝑓3
′, 𝑦 − 𝑦𝑓3

′, 1

− 𝑓3
′, 0) ,

(

 
𝑦2 + 𝑧2 − 𝑓3

′(𝑦2 + 𝑧2 + 2), 𝑦2 + 𝑧2 − 𝑓3
′(𝑦2 + 𝑧2) − 2,2𝑦(1 − 𝑓3

′), 2𝑧(1 − 𝑓3
′)

2√1 − 𝑓3
′2

)

 〉 
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=
2𝑦(1 − 𝑓3

′)(𝑓3
′ − 1) + 2𝑦(1 − 𝑓3

′)
2

2√1 − 𝑓3
′2 

 

=
−2𝑦(1 − 𝑓3

′)
2
+ 2𝑦(1 − 𝑓3

′)
2

2√1 − 𝑓3
′2 

 

= 0, 

ℎ22 =< 𝛿𝑦𝑦,
𝑁𝛿 > 

= 〈(𝑥 − 𝑓3, 𝑥

− 𝑓3, 0,0) ,

(

 
𝑦2 + 𝑧2 − 𝑓3

′(𝑦2 + 𝑧2 + 2), 𝑦2 + 𝑧2 − 𝑓3
′(𝑦2 + 𝑧2) − 2,2𝑦(1 − 𝑓3

′), 2𝑧(1 − 𝑓3
′)

2√1 − 𝑓3
′2

)

 〉 

=
2(𝑥 − 𝑓3)(𝑓3

′ − 1)

2√1 − 𝑓3
′2 

 

=
(𝑥 − 𝑓3)(𝑓3

′ − 1)

√1 − 𝑓3
′2 

, 

ℎ23 =< 𝛿𝑦𝑧,
𝑁𝛿 >  

= 〈(0,0,0,0) ,

(

 
𝑦2 + 𝑧2 − 𝑓3

′(𝑦2 + 𝑧2 + 2), 𝑦2 + 𝑧2 − 𝑓3
′(𝑦2 + 𝑧2) − 2,2𝑦(1 − 𝑓3

′), 2𝑧(1 − 𝑓3
′)

2√1 − 𝑓3
′2

)

 〉 

= 0, 

ℎ31 =< 𝛿𝑧𝑥,
𝑁𝛿 > 

= 〈(𝑧 − 𝑧𝑓3
′, 𝑧 − 𝑧𝑓3

′, 0,1

− 𝑓3
′) ,

(

 
𝑦2 + 𝑧2 − 𝑓3

′(𝑦2 + 𝑧2 + 2), 𝑦2 + 𝑧2 − 𝑓3
′(𝑦2 + 𝑧2) − 2,2𝑦(1 − 𝑓3

′), 2𝑧(1 − 𝑓3
′)

2√1 − 𝑓3
′2

)

 〉 

=
2(𝑧 − 𝑧𝑓3

′)(𝑓3
′ − 1) + 2𝑧(1 − 𝑓3

′)
2

2√1 − 𝑓3
′2 

 

=
−2𝑧(1 − 𝑓3

′)
2
+ 2𝑧(1 − 𝑓3

′)
2

2√1 − 𝑓3
′2 
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= 0, 

ℎ32 =< 𝛿𝑧𝑦,
𝑁𝛿 > 

= 〈(0,0,0,0) ,

(

 
𝑦2 + 𝑧2 − 𝑓3

′(𝑦2 + 𝑧2 + 2), 𝑦2 + 𝑧2 − 𝑓3
′(𝑦2 + 𝑧2) − 2,2𝑦(1 − 𝑓3

′), 2𝑧(1 − 𝑓3
′)

2√1 − 𝑓3
′2

)

 〉 

= 0 

 

ve                  

       

ℎ33 =< 𝛿𝑧𝑧,𝑁𝛿 >  

= 〈(𝑥 − 𝑓3, 𝑥

− 𝑓3, 0,0) ,

(

 
𝑦2 + 𝑧2 − 𝑓3

′(𝑦2 + 𝑧2 + 2), 𝑦2 + 𝑧2 − 𝑓3
′(𝑦2 + 𝑧2) − 2,2𝑦(1 − 𝑓3

′), 2𝑧(1 − 𝑓3
′)

2√1 − 𝑓3
′2

)

 〉 

=

−(𝑥 − 𝑓3)(𝑦
2 + 𝑧2) + (𝑥 − 𝑓3)(𝑦

2 + 𝑧2)𝑓3
′ + 2(𝑥 − 𝑓3)𝑓3

′ +

(𝑥 − 𝑓3)(𝑦
2 + 𝑧2) − 2(𝑥 − 𝑓3) − (𝑥 − 𝑓3)(𝑦

2 + 𝑧2)𝑓3
′

2√1 − 𝑓3
′2 

 

=
(𝑥 − 𝑓3)(𝑓3

′ − 1)

√1 − 𝑓3
′2 

 

olarak hesaplanır. Bu hesaplamalar sonucunda hiperyüzeyin ikinci temel form katsayılar matrisi             

[ℎ𝑖𝑗] =
1

√1 − 𝑓3
′2

[

−𝑓3
′′ 0 0

0 (𝑥 − 𝑓3)(𝑓3
′ − 1) 0

0 0 (𝑥 − 𝑓3)(𝑓3
′ − 1)

]                                          (5.11) 

dir.  

5.2.   Lightlike Eksenli Hiperyüzeyde Eğriliklerin Hesaplanması 

Bu bölümde, bir önceki bölümde elde edilen birinci ve ikinci temel form matrisleri 

kullanılarak dönel hiperyüzeyin şekil operatörü ve temel eğrilikleri hesaplanacaktır. Denklem (5.9) 

ile verilen birinci temel form matrisinin determinantı 

det[𝑔𝑖𝑗] = (𝑓3
′2 − 1) (𝑥 − 𝑓3)

4 

olarak bulunur. Birinci temel form matrisi [𝑔𝑖𝑗]’nin tersi 
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[𝑔𝑖𝑗] =
1

(𝑓3
′2 − 1) (𝑥 − 𝑓3)

4

[
 
 
 
(𝑥 − 𝑓3)

4 0 0

0 (𝑓3
′2 − 1) (𝑥 − 𝑓3)

2 0

0 0 (𝑓3
′2 − 1) (𝑥 − 𝑓3)

2
]
 
 
 

 

      =

[
 
 
 
 

1

𝑓3
′2−1

0 0

0
1

(𝑥−𝑓3)2
0

0 0
1

(𝑥−𝑓3)2]
 
 
 
 

                                                                                                     (5.12) 

şeklinde elde edilir. Benzer şekilde, Denklem (5.11) ile verilen ikinci temel form matrisinin 

determinantı 

𝑑𝑒𝑡[ℎ𝑖𝑗] = −
(𝑥 − 𝑓3)

2√1 − 𝑓3
′2𝑓3

′′

(1 + 𝑓3
′)

2  

olarak hesaplanır. İkinci temel form matrisinin tersi                                

[ℎ𝑖𝑗]

= −
(1 + 𝑓3

′)
2

(𝑥 − 𝑓3)
2√1 − 𝑓3

′2𝑓3
′′

 

[
 
 
 
 
 
 
 (𝑥 − 𝑓3)

2(𝑓3
′ − 1)

2

1 − 𝑓3
′2

0 0

0
−(𝑥 − 𝑓3)(𝑓3

′ − 1)𝑓3
′′

1 − 𝑓3
′2

0

0 0
−(𝑥 − 𝑓3)(𝑓3

′ − 1)𝑓3
′′

1 − 𝑓3
′2 ]

 
 
 
 
 
 
 

 

     =

[
 
 
 
 
 
 
 
 

−(1+𝑓3
′)

2
(𝑥−𝑓3)2(𝑓3

′−1)
2

(𝑥−𝑓3)2√1−𝑓3
′2𝑓3

′′(1−𝑓3
′2)

0 0

0
(1+𝑓3

′)
2
(𝑥−𝑓3)(𝑓3

′−1)𝑓3
′′

(𝑥−𝑓3)2√1−𝑓3
′2𝑓3

′′(1−𝑓3
′2)

0

0 0
(1+𝑓3

′)
2
(𝑥−𝑓3)(𝑓3

′−1)𝑓3
′′

(𝑥−𝑓3)
2√1−𝑓3

′2𝑓3
′′(1−𝑓3

′2)]
 
 
 
 
 
 
 
 

 

                                                                        

olarak bulunur. Gerekli düzenlemeler yapıldığında, 
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(5.13) 
[ℎ𝑖𝑗] =

[
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 −√1 − 𝑓3

′2

𝑓3
′′ 0 0

0
−(1 + 𝑓3

′)

(𝑥 − 𝑓3)√1 − 𝑓3
′2

0

0 0
−(1 + 𝑓3

′)

(𝑥 − 𝑓3)√1 − 𝑓3
′2

]
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

                                                

 

olduğu açıktır. Tanım 2.17’de (5.12) ve (5.11) eşitlikleri yerlerine yazılırsa (5.1) ile verilen 

hiperyüzeyin şekil operatörü  

 

S =  

[
 
 
 
 
 
 

1

𝑓3
′2 − 1

0 0

0
1

(𝑥 − 𝑓3)
2

0

0 0
1

(𝑥 − 𝑓3)
2]
 
 
 
 
 
 

 

[
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 −

𝑓3
′′

√1 − 𝑓3
′2

0 0

0
(𝑥 − 𝑓3)(𝑓3

′ − 1)

√1 − 𝑓3
′2

0

0 0
(𝑥 − 𝑓3)(𝑓3

′ − 1)

√1 − 𝑓3
′2

]
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 

 =

[
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 −

𝑓3
′′

(𝑓3
′2 − 1)√1 − 𝑓3

′2

0 0

0
(𝑥 − 𝑓3)(𝑓3

′ − 1)

(𝑥 − 𝑓3)
2√1 − 𝑓3

′2

0

0 0
(𝑥 − 𝑓3)(𝑓3

′ − 1)

(𝑥 − 𝑓3)
2√1 − 𝑓3

′2

]
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 

=
1

√1−𝑓3
′2

 

[
 
 
 
 
 −

𝑓3
′′

(𝑓3
′2−1)

0 0

0
(𝑥−𝑓3)(𝑓3

′−1)

(𝑥−𝑓3)2
0

0 0
(𝑥−𝑓3)(𝑓3

′−1)

(𝑥−𝑓3)2 ]
 
 
 
 
 

                                                                        (5.14)    

 

olarak elde edilir. Bu dönel hiperyüzeyin şekil operatörü matrisinin determinantı hesaplandığında 
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det(S) =

|

|

|
−

𝑓3
′′

(𝑓3
′2 − 1)√1 − 𝑓3

′2

0 0

0
(𝑓3

′ − 1)

(𝑥 − 𝑓3)√1 − 𝑓3
′2

0

0 0
(𝑓3

′ − 1)

(𝑥 − 𝑓3)√1 − 𝑓3
′2

|

|

|

 

= −
𝑓3

′′

(𝑓3
′2−1)√1−𝑓3

′2
 

(𝑓3
′−1)

(𝑥−𝑓3)√1−𝑓3
′2

(𝑓3
′−1)

(𝑥−𝑓3)√1−𝑓3
′2

   

olduğu görülür. Böylece Tanım 2.18’ den (5.1) ile verilen dönel hiperyüzeyin Gauss eğriliği  

 

𝐾 =
𝑓3

′′

(𝑥−𝑓3)2(1+𝑓3
′)

2√1−𝑓3
′2

                                                                                                                 

 

şeklinde elde edilir. Böylece aşağıdaki teoremi verebiliriz. 

 

Teorem 5.1. 

|𝑓3
′(𝑥)| < 1 𝑣𝑒 𝑓3(𝑥) ≠ 𝑥 ∀𝑥 ∈ 𝐼 olmak üzere 𝜃(𝑥) = (𝑥, 𝑓3(𝑥), 0,0) profil eğrisinin 

(1, 1, 0, 0) lightlike ekseni etrafında döndürülmesiyle oluşan hiperyüzeyin Gauss eğriliği 

                   𝐾 =
𝑓3

′′

(𝑥−𝑓3)2(1+𝑓3
′)

2√1−𝑓3
′2

                                                                                         (5.15) 

dir. (5.14)  ile verilen şekil operatörünün izi, 

𝑖𝑧(𝑆) = −
𝑓3

′′

(𝑓3
′2 − 1)√1 − 𝑓3

′2

+
2(𝑥 − 𝑓3)(𝑓3

′ − 1)

(𝑥 − 𝑓3)
2√1 − 𝑓3

′2

 

         =
2 (1 − 𝑓3

′2) (𝑓3
′ − 1) + (𝑥 − 𝑓3)𝑓3

′′

(𝑥 − 𝑓3)(1 − 𝑓3
′2)

3
2⁄

                                                                                   

 

olarak hesaplanır. Tanım 2.18’ den yararlanarak aşağıdaki teoremi verebiliriz. 
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Teorem 5.2.  

 

|𝑓3
′(𝑥)| < 1 𝑣𝑒 𝑓3(𝑥) ≠ 𝑥 ∀𝑥 ∈ 𝐼 olmak üzere 𝜃(𝑥) = (𝑥, 𝑓3(𝑥), 0,0) profil eğrisinin 

(1, 1, 0, 0) lightlike ekseni etrafında döndürülmesiyle oluşan (5.1) hiperyüzeyin ortalama eğriliği 

                   

𝐻 =
2(1−𝑓3

′2)(𝑓3
′−1)+(𝑥−𝑓3)𝑓3

′′

3(𝑥−𝑓3)(1−𝑓3
′2)

3
2⁄

                                                                                                   (5.16) 

dir. 

5.3.  Lightlike Eksenli Hiperyüzeyde Gauss ve Ortalama Eğriliklere Göre Profil 

Eğrisinin Belirlenmesi 

Bu alt bölümde, lightlike eksen etrafında döndürülerek oluşan dönel hiperyüzeylerin Gauss 

ve ortalama eğriliklerine bağlı olarak elde edilen doğrusal olmayan diferansiyel denklemler 

parametre değişimleriyle profil eğrisini karakterize eden 𝑓3(𝑥) fonksiyonu elde edilerek standart 

bir integral problemine dönüştürülmüştür. 

5.3.1.   Gauss Eğriliğine Göre Çözüm 

Teorem 5.1. e göre lightlike eksen etrafında döndürülerek oluşturulan dönel hiperyüzeyin 

Gauss eğriliği  

 

                   𝐾 =
𝑓3

′′

(𝑥−𝑓3)2(1+𝑓3
′)

2√1−𝑓3
′2

 

 

şeklindedir. Bu doğrusal olmayan diferansiyel denklemde ilk olarak 

 

𝑤 = 𝑥 − 𝑓3                        (5.17) 

 

parametre değişimi yapılırsa 

 

𝑑𝑤

𝑑𝑥
= 1 − 𝑓3

′                                                                                                 (5.18) 

 

olduğu görülür. Bu bölüm boyunca geçerli olan |𝑓3
′(𝑥)| < 1 kabulü gereği  

𝑑𝑤

𝑑𝑥
> 0 ve 𝑓3(𝑥) ≠ 𝑥 

kabulünden 𝑤 ≠ 0 dir. 
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Şimdi de 

 

𝑢 = √
1−𝑓3

′

1+𝑓3
′                                                                                                                        (5.19) 

 

olsun. Buradan 

  

𝑓3
′ =

1−𝑢2

1+𝑢2 ,  1 − 𝑓3
′ =

2𝑢2

1+𝑢2 ,  1 + 𝑓3
′ =

2

1+𝑢2                                                          (5.20) 

 

eşitlikleri elde edilir. Zincir kuralı ve (5.18) eşitliği kullanılırsa 

 

𝑑

𝑑𝑥
=

𝑑𝑤

𝑑𝑥

𝑑

𝑑𝑤
= (1 − 𝑓3

′)
𝑑

𝑑𝑤
                                                                                      (5.21) 

 

eşitliği elde edilir. Ayrıca (5.20) ve (5.21) eşitliklerinden 

 

𝑑

𝑑𝑥
=

2𝑢2

1 + 𝑢2
 
𝑑

𝑑𝑤
 

 

elde edilir.  

 

Şimdi (5.15) ve (5.16) ile verilen Gauss ve ortalama eğrilikleri 𝑢 ve 𝑤 cinsinden yazalım.  

 

Öncelikle (5.20) kullanılarak 

 

1 − 𝑓3
′2 = (1 − 𝑓3

′)(1 + 𝑓3
′) =

2𝑢2

1+𝑢2

2

1+𝑢2 =
4𝑢2

(1+𝑢2)2
, 

√1 − 𝑓3
′2 =

2𝑢

1+𝑢2 ,                                                                                                        (5.22) 

(1 − 𝑓3
′2)

3
2 =

8𝑢3

(1 + 𝑢2)3
, 

(1 + 𝑓3
′)

2
√1 − 𝑓3

′2 =
4

(1 + 𝑢2)2

2𝑢

1 + 𝑢2
=

8𝑢

(1 + 𝑢2)3
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eşitlikleri elde edilir.  

Diğer yandan (5.20) ve (5.21) kullanılırsa 

 

𝑓3
′′ =

𝑑𝑓3
′

𝑑𝑥
=

2𝑢2

1 + 𝑢2

𝑑

𝑑𝑤
(
1 − 𝑢2

1 + 𝑢2) =
2𝑢2

1 + 𝑢2

𝑑𝑢

𝑑𝑤

𝑑

𝑑𝑢
(
1 − 𝑢2

1 + 𝑢2) =
2𝑢2

1 + 𝑢2
(

−4𝑢

(1 + 𝑢2)2
)

𝑑𝑢

𝑑𝑤
 

 

olur ve burada gerekli düzenlemeler yapılırsa 

 

𝑓3
′′ = −

8𝑢3

(1+𝑢2)3
 
𝑑𝑢

𝑑𝑤
                                                                           (5.23) 

 

elde edilir. 

(5.22) ve (5.23) eşitlikleri, (5.15) ile verilen Gauss eğriliği ifadesinde yerine yazılırsa 

 

𝐾 =
𝑓3

′′

𝑤2(1 + 𝑓3
′)

2
√1 − 𝑓3

′2

=
−

8𝑢3

(1 + 𝑢2)3
𝑑𝑢
𝑑𝑤

𝑤2 8𝑢
(1 + 𝑢2)3

 

 

olur burada gerekli sadeleştirmeler yapıldığında 

 

𝐾 = −
𝑢2

𝑤2  
𝑑𝑢

𝑑𝑤
                      (5.24) 

olarak bulunur. Bu eşitlik 

 

−3𝑤2𝐾 = 3𝑢2 𝑑𝑢

𝑑𝑤
=

𝑑(𝑢3)

𝑑𝑤
                                                                                                 (5.25) 

 

şeklinde yeniden yazılabilir. Böylece birinci mertebeden bir diferansiyel denklem elde edilir. Elde 

edilen eşitliğin her iki tarafının integrali alınırsa 

 

𝑢3 = 𝑐1 − 3∫ 𝑠2
𝑤

𝑤0

𝐾(𝑠) 𝑑𝑠  
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olduğu görülür.  Burada 𝑐1 integral sabiti, 𝑤0 ise tanım aralığında seçilen sabit bir noktadır. (5.19) 

gereği 𝑢 > 0 olduğundan, (5.26) eşitliğinin sağ tarafının pozitif olması gerekmektedir; bu koşul 

altında her iki tarafın küpkökü alınarak 

𝑢 = (𝑐1 − 3∫ 𝑠2𝑤

𝑤0
𝐾(𝑠) 𝑑𝑠)

1

3
                                                                                                                (5.26) 

elde edilir. 

Profil eğrisini belirlemek için zincir kuralı, (5.18) ve (5.20) eşitliklerinden yararlanılırsa. 

 

𝑑𝑓3

𝑑𝑤
=

𝑑𝑓3

𝑑𝑥

𝑑𝑥

𝑑𝑤
=

𝑓3
′

1−𝑓3
′ =

1−𝑢2

1+𝑢2

2𝑢2

1+𝑢2

=
1−𝑢2

2𝑢2                                                                                  (5.27) 

 

olduğu görülür. Burada her iki tarafın integrali alınarak 

 

𝑓3 =
1

2
∫ (

1

𝑢2 − 1)𝑑𝑤 + 𝑐2                                                                               (5.28) 

 

bulunur. Burada 𝑐2 ikinci integral sabitidir.  

Bunun sonucunda Gauss eğriliğine göre (5.1) ile verilen dönel hiperyüzeyin genel 

parametrizasyonu aşağıdaki teorem ile verilebilir. 

 

Teorem 5.3.  

 

|𝑓3
′(𝑥)| < 1 ve 𝑓3(𝑥) ≠ 𝑥 olmak üzere, 𝜃(𝑥) = (𝑥, 𝑓3(𝑥), 0,0) profil eğrisinin lightlike 

ekseni etrafında döndürülmesiyle oluşan ve Gauss eğriliği 𝐾 olan (5.1) dönel hiperyüzey 

 

𝛿(𝑤, 𝑦, 𝑧) = ((
𝑦2+𝑧2

2
+ 1)𝑤 + 𝑓3,  

𝑦2+𝑧2

2
𝑤 + 𝑓3,  𝑤𝑦,  𝑤𝑧)                                               (5.29) 

 

şeklinde parametrize edilir. Burada 

 

𝑓3 =
1

2
∫((𝑐1 − 3∫ 𝑠2

𝑤

𝑤0

𝐾(𝑠) 𝑑𝑠)

−
2
3

− 1)𝑑𝑤 + 𝑐2 
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𝑤 = 𝑥 − 𝑓3,                                

𝑐1 − 3∫ 𝑠2𝑤

𝑤0
𝐾(𝑠) 𝑑𝑠 > 0, 𝑐1 ve 𝑐2 keyfi sabitlerdir. 

 

Sonuç 5.1.  

 

𝐾 = 0 alınırsa 𝔼1
4’te lightlike eksen etrafında döndürülerek oluşturulan dönel hiperyüzey 

𝛿(𝑤, 𝑦, 𝑧) = ((
𝑦2 + 𝑧2

2
+

𝑐1
−2

3⁄ + 1

2
)𝑤 + 𝑐3, ( 

𝑦2 + 𝑧2

2
+

𝑐1
−2

3⁄ − 1

2
)𝑤 + 𝑐3,  𝑤𝑦,  𝑤𝑧) 

 

 

olup 𝑤 =
2(x−𝑐3)

1+𝑐1
−2

3⁄
 dir. 

 

İspat.  

Kabul edelim ki 𝔼1
4'te lightlike eksen etrafında döndürülerek oluşturulan dönel hiperyüzeyin Gauss 

eğriliği 𝐾 = 0  olsun. (5.26) ve (5.28) eşitliklerinden 

  

𝑓3 = (
𝑐1

−2
3⁄ − 1

2
)w + 𝑐3 

bulunur. Bulunan bu 𝑓3 ifadesini, (5.29) numaralı yüzey parametrizasyon denkleminde yerine 

yazılırsa ispat tamamlanmış olur. 

5.3.2.   Ortalama Eğriliğe Göre Çözüm 

Teorem 5.2. e göre lightlike eksen etrafında döndürülerek oluşturulan dönel hiperyüzeyin 

ortalama eğriliği  

 

                   𝐻 =
2(1−𝑓3

′2)(𝑓3
′−1)+(𝑥−𝑓3)𝑓3

′′

3(𝑥−𝑓3)(1−𝑓3
′2)

3
2⁄

 

 

şeklindedir. Bu doğrusal olmayan diferansiyel denklemde ilk olarak 5.22 ve 5.23 deki eşitlikleri 

yerine yazılırsa 

 

𝐻 =
2(1 − 𝑓3

′2) (𝑓3
′ − 1) + (𝑥 − 𝑓3)𝑓3

′′

3(𝑥 − 𝑓3)(1 − 𝑓3
′2)

3
2⁄
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     =
2

4𝑢2

(1 + 𝑢2)2
−𝑑𝑤
𝑑𝑥

+ 𝑤 (−
8𝑢3

(1 + 𝑢2)3  
𝑑𝑢
𝑑𝑤

)

3𝑤
8𝑢3

(1 + 𝑢2)3

 

      =
−

8𝑢2

(1 + 𝑢2)2
2𝑢2

1 + 𝑢2 + 𝑤 (−
8𝑢3

(1 + 𝑢2)3  
𝑑𝑢
𝑑𝑤

)

3𝑤
8𝑢3

(1 + 𝑢2)3

 

 

      =
−

16𝑢4

(1 + 𝑢2)3 + 𝑤 (−
8𝑢3

(1 + 𝑢2)3  
𝑑𝑢
𝑑𝑤

)

3𝑤
8𝑢3

(1 + 𝑢2)3

 

 

olup burada gerekli düzenlemeler yapıldığında 

 

𝑑𝑢

𝑑𝑤
+

2𝑢

𝑤
= −3𝐻                                                                                         (5.30) 

 

şeklinde birinci mertebeden lineer bir diferansiyel denklem elde edilir. Bu denklemi çözmek için 

integral çarpanı olan 𝑤2 ile her iki tarafı çarparsak 

 

𝑤2
𝑑𝑢

𝑑𝑤
+ 2𝑤𝑢 = −3𝑤2𝐻 

 

eşitliği elde edilir. Eşitliğin sol tarafı, çarpımın türevi olduğundan bu eşitlik 

 

𝑑(𝑤2𝑢)

𝑑𝑤
= −3𝑤2𝐻                                                                                   (5.31) 

 

şekline dönüşür. Elde edilen eşitliğin her iki tarafının integrali alınırsa 

 

𝑤2𝑢 = 𝑐4 − 3∫ 𝑠2
𝑤

𝑤0

𝐻(𝑠) 𝑑𝑠 

 

elde edilir. Burada 𝑐4 integral sabitidir. Son olarak, eşitliğin her iki tarafı 𝑤2 ifadesine bölünerek 
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𝑢 =
𝑐4−3∫ 𝑠2𝑤

𝑤0
𝐻(𝑠) 𝑑𝑠

𝑤2                                                                                               (5.32) 

 

ifadesi bulunmuş olur. (5.19) gereği 𝑢 > 0 olduğundan, (5.31) eşitliğinin payının 𝑤2 ile aynı işarete 

sahip olması gerekmektedir. 

 Elde edilen 𝑢 ifadesi (5.28) eşitliğinde yerine yazılarak 

𝑓3 =
1

2
∫

(

 
 1

(
𝑐4−3∫ 𝑠2

𝑤
𝑤0

𝐻(𝑠) 𝑑𝑠

𝑤2 )

2 − 1

)

 
 

𝑑𝑤 + 𝑐2                                                            (5.33) 

 

 olarak belirlenir. Bunun sonucunda ortalama eğriliğe göre genel parametrizasyon aşağıdaki teorem 

ile verilebilir. 

 

Teorem 5.4. 

 

 |𝑓3
′(𝑥)| < 1 ve 𝑓3(𝑥) ≠ 𝑥 olmak üzere, 𝜃(𝑥) = (𝑥, 𝑓3(𝑥), 0,0) profil eğrisinin lightlike 

ekseni etrafında döndürülmesiyle oluşan ve ortalama eğriliği 𝐻 olan (5.1) dönel hiperyüzey  

 

𝛿(𝑤, 𝑦, 𝑧) = ((
𝑦2 + 𝑧2

2
+ 1)𝑤 + 𝑓3,  

𝑦2 + 𝑧2

2
𝑤 + 𝑓3,  𝑤𝑦,  𝑤𝑧) 

 

şeklinde parametrize edilir. Burada 

𝑓3 =
1

2
∫ (

𝑤4

(𝑐4−3∫ 𝑠2𝑤

𝑤0
𝐻(𝑠) 𝑑𝑠)

2 − 1)𝑑𝑤 + 𝑐2, 

 

𝑤 = 𝑥 − 𝑓3 

 

𝑐4  keyfi sabitlerdir. 

 

Sonuç 5.2.  

 

𝐻 = 0 alınırsa 𝔼1
4’te lightlike eksen etrafında döndürülerek oluşturulan dönel hiperyüzey 

𝛿(𝑤, 𝑦, 𝑧) = ((
𝑦2 + 𝑧2 + 1

2
)𝑤 +

𝑤5

10𝑐4
2
+ 𝑐2, (

𝑦2 + 𝑧2 − 1

2
)𝑤 +

𝑤5

10𝑐4
2
+ 𝑐2,  𝑤𝑦,  𝑤𝑧) 
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şeklindedir. 

 

İspat.  

Kabul edelim ki 𝔼1
4'te lightlike eksen etrafında döndürülerek oluşturulan dönel hiperyüzeyin 

ortalama eğriliği 𝐻 = 0  olsun. Bu durumda (5.33) eşitliğinden 

  

𝑓3 =
𝑤5

10𝑐4
2
−

w

2
+ 𝑐2 

bulunur. Bulunan bu 𝑓3 ifadesini, (5.29) numaralı yüzey parametrizasyon denkleminde yerine 

yazılırsa ispat tamamlanmış olur. 
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6. SONUÇLAR 

Bu tezde, 4-boyutlu Minkowski uzayı 𝔼1
4 te bir profil eğrisinin spacelike, timelike ve 

lightlike eksenler etrafında döndürülmesiyle elde edilen dönel hiperyüzeyler tek bir 

çerçevede ve aynı yöntemle incelenmiştir. Her üç durumda da ekseni sabit bırakan uygun 

dönme matrisi belirlenerek hiperyüzey parametrelendirilmiş; birim normal vektör alanı, 

birinci ve ikinci temel form matrisleri ile şekil operatörü hesaplanmış ve buradan Gauss 

eğriliği ile ortalama eğrilik profil eğrisine bağlı kapalı ifadeler biçiminde elde edilmiştir. 

Elde edilen başlıca sonuçlar aşağıda özetlenmektedir. 

Spacelike eksen durumu. Üçüncü bölümde 𝛼(𝑥) = (𝑥, 0,0, 𝑓
1
(𝑥)) profil eğrisinin 

(0,0,0,1) spacelike ekseni etrafında döndürülmesiyle oluşan hiperyüzeyin (3.1) 

parametrizasyonu elde edilmiş; (3.9) ve (3.11) ile birinci ve ikinci temel form matrisleri 

hesaplanmıştır. Bu hiperyüzeyin Gauss eğriliği ve ortalama eğriliği sırasıyla 

𝐾 =
𝑓

1
′′𝑓

1
′2

𝑥2(1 − 𝑓
1
′2)

5
2

,  𝐻 =
𝑥𝑓

1
′′ + 2𝑓

1
′(1 − 𝑓

1
′2)

3𝑥(1 − 𝑓
1
′2)

3
2

 

olarak bulunmuştur (Teorem 3.1 ve Teorem 3.2). Ayrıca önceden verilen bir Gauss 

eğriliği veya ortalama eğrilik fonksiyonu için profil eğrisini belirleyen (3.19) ve (3.22) 

integral gösterimleri türetilmiştir (Teorem 3.3 ve Teorem 3.4). 

Timelike eksen durumu. Dördüncü bölümde 𝛽(𝑥) = (𝑓
2
(𝑥), 0,0, 𝑥) profil eğrisinin 

(1,0,0,0) timelike ekseni etrafında döndürülmesiyle oluşan hiperyüzeyin (4.1) 

parametrizasyonu elde edilmiş ve eğrilikleri 

𝐾 =
𝑓

2
′′𝑓

2
′2

𝑥2(𝑓
2
′2 − 1)

5
2

,  𝐻 =
𝑥𝑓

2
′′ + 2𝑓

2
′(1 − 𝑓

2
′2)

3𝑥(𝑓
2
′2 − 1)

3
2

 

olarak hesaplanmıştır (Teorem 4.1 ve Teorem 4.2). Profil eğrisini belirleyen integral 

gösterimleri (4.19) ve (4.22) ile verilmiştir (Teorem 4.3 ve Teorem 4.4). 

Lightlike eksen durumu. Beşinci bölümde 𝜃(𝑥) = (𝑥, 𝑓
3
(𝑥), 0,0) profil eğrisinin 

(1,1,0,0) lightlike ekseni etrafında döndürülmesiyle oluşan hiperyüzeyin (5.1) 

parametrizasyonu elde edilmiş ve eğrilikleri 

𝐾 =
𝑓

3
′′

(𝑥 − 𝑓
3
)
2
(1 + 𝑓

3
′)

2
√1 − 𝑓

3
′2

,  𝐻 =
2(1 − 𝑓

3
′2)(𝑓

3
′ − 1) + (𝑥 − 𝑓

3
)𝑓

3
′′

3(𝑥 − 𝑓
3
)(1 − 𝑓

3
′2)

3
2
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biçiminde bulunmuştur (Teorem 5.1 ve Teorem 5.2). Ayrıca bu durumda ters 

problemin, 𝑤 = 𝑥 − 𝑓
3
(𝑥) doğal parametresine ve 𝑢 = √(1 − 𝑓

3
′)/(1 + 𝑓

3
′) değişkenine 

geçilerek birinci mertebeden lineer bir denkleme indirgenebildiği gösterilmiş ve profil 

eğrisi (5.29) ile (5.33) gösterimleri yardımıyla belirlenmiştir (Teorem 5.3 ve Teorem 5.4). 

Üç duruma ilişkin temel büyüklükler aşağıdaki çizelgede bir arada verilmiştir. 

Büyüklük Spacelike eksen Timelike eksen Lightlike eksen 

Dönme ekseni (0,0,0,1) (1,0,0,0) (1,1,0,0) 

Profil eğrisi (𝑥, 0,0, 𝑓1) (𝑓2, 0,0, 𝑥) (𝑥, 𝑓3, 0,0) 

Kabul |𝑓1
′| < 1 |𝑓2

′| > 1 |𝑓3
′| < 1,  𝑓3 ≠ 𝑥 

İzotropi altgrubu 𝑆𝑂(1,2) 𝑆𝑂(3) parabolik (null) 

𝑔11 𝑓1
′2 − 1 1 − 𝑓2

′2
 𝑓3

′2 − 1 

𝑔22 𝑥2 𝑥2 (𝑥 − 𝑓3)
2 

𝑔33 𝑥2cosh2𝑦 𝑥2cos2𝑦 (𝑥 − 𝑓3)
2 

𝜀 = ⟨𝑁,𝑁⟩ 1 1 1 
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ÖNERİLER 

Dönme hareketine eksen boyunca bir öteleme eklenmesiyle elde edilen helikoidal 

hiperyüzeyler, bu tezdeki yöntemle üç nedensel eksen durumu için aynı çerçevede 

incelenebilir. Literatürde bu konu çoğunlukla tek bir eksen tipi için ele alınmıştır [11, 12]. 

Elde edilen sonuçların 𝔼1
𝑛 uzayına genelleştirilmesi ve indeksi 2 olan 𝔼2

4 yarı-

Öklidyen uzayında benzer bir incelemenin yapılması, nedensel eksen tiplerinin sayısının 

artması nedeniyle daha zengin bir sınıflandırma vaat etmektedir. 
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  = 0


    g 33 = <   𝛾  z ,   𝛾  z >  


  =  ( x  cosh ⁡  y  sinh ⁡  z , 0 , x  cosh ⁡  y  cosh ⁡  z , 0 )  ( x  cosh ⁡  y  sinh ⁡  z , 0 , x  cosh ⁡  y  cosh ⁡  z , 0 )


  =  ( x  cosh ⁡  y  sinh ⁡  z , 0 , x  cosh ⁡  y  cosh ⁡  z , 0 )  ( x  cosh ⁡  y  sinh ⁡  z , 0 , x  cosh ⁡  y  cosh ⁡  z , 0 )


  = −   x 2    cosh 2 ⁡  y    sinh 2 ⁡  z + 0 +   x 2    cosh 2 ⁡  y    cosh 2 ⁡  z


  = −   x 2    cosh 2 ⁡  y    sinh 2 ⁡  z + 0 +   x 2    cosh 2 ⁡  y    cosh 2 ⁡  z


  =   x 2    cosh 2 ⁡  y  (    cosh 2 ⁡  z −    sinh 2 ⁡  z )


  =   x 2    cosh 2 ⁡  y  (    cosh 2 ⁡  z −    sinh 2 ⁡  z )


  =   x 2    cosh 2 ⁡  y


   [   g  i j ]


   [          f 1 ′ 2 − 1  0  0   0    x 2  0   0  0    x 2 c o s  h 2 y ]


    𝛾  x x =     𝜕 2 𝛾  𝜕   x 2 =  ( 0 , 0 , 0 ,   f 1 ′ ′ )


    𝛾  x y =     𝜕 2 𝛾  𝜕 x 𝜕 y =  (  sinh ⁡  y  cosh ⁡  z ,  cosh ⁡  y ,  sinh ⁡  y  sinh ⁡  z , 0 )


    𝛾  x z =     𝜕 2 𝛾  𝜕 x 𝜕 z =  (  sinh ⁡  z  cosh ⁡  y , 0 ,  cosh ⁡  y  cosh ⁡  z , 0 ) ,


    𝛾  y x =     𝜕 2 𝛾  𝜕 y 𝜕 x =  (  sinh ⁡  y  cosh ⁡  z ,  cosh ⁡  y ,  sinh ⁡  y  sinh ⁡  z , 0 ) ,


    𝛾  y y =     𝜕 2 𝛾  𝜕   y 2 =  ( x    cosh ⁡  y cosh ⁡  z , x  sinh ⁡  y , x  cosh ⁡  y  sinh ⁡  z , 0 ) ,


    𝛾  y z =     𝜕 2 𝛾  𝜕 y 𝜕 z =  ( x  sinh ⁡  y  sinh ⁡  z , 0 , x  sinh ⁡  y  cosh ⁡  z , 0 ) ,


    𝛾  z x =     𝜕 2 𝛾  𝜕 z 𝜕 x =  (  sinh ⁡  z  cosh ⁡  y , 0 ,  cosh ⁡  y  cosh ⁡  z , 0 ) ,


    𝛾  z y =     𝜕 2 𝛾  𝜕 z 𝜕 y =  ( x  sinh ⁡  y  sinh ⁡  z , 0 , x  sinh ⁡  y  cosh ⁡  z , 0 ) ,


    𝛾  z z =     𝜕 2 𝛾  𝜕   z 2 =  ( x    cosh ⁡  y cosh ⁡  z , 0 , x  cosh ⁡  y  sinh ⁡  z , 0 )


   h 11 =   <   𝛾  x x ,   N  𝛾 >  


  =  〈  ( 0 , 0 , 0 ,     f 1  ′ ′ ) ,  ( −  1       1 −   f 1 ′ 2    (     f 1 ′  cosh ⁡  y  cosh ⁡  z ,     f 1 ′  sinh ⁡  y   ,     f 1 ′  cosh ⁡  y  sinh ⁡  z     , 1 ) ) 〉


  =  〈  ( 0 , 0 , 0 ,     f 1  ′ ′ ) ,  ( −  1       1 −   f 1 ′ 2    (     f 1 ′  cosh ⁡  y  cosh ⁡  z ,     f 1 ′  sinh ⁡  y   ,     f 1 ′  cosh ⁡  y  sinh ⁡  z     , 1 ) ) 〉


  = −       f 1  ′ ′       1 −   f 1 ′ 2  


   h 12 =   <   𝛾  x y , N  𝛾 >  


  =  〈     (  sinh ⁡  y  cosh ⁡  z ,  cosh ⁡  y ,  sinh ⁡  y  sinh ⁡  z , 0 ) ,    ( −  1       1 −   f 1 ′ 2    (     f 1 ′  cosh ⁡  y  cosh ⁡  z ,     f 1 ′  sinh ⁡  y   ,     f 1 ′  cosh ⁡  y  sinh ⁡  z     , 1 ) ) 〉


  =  〈     (  sinh ⁡  y  cosh ⁡  z ,  cosh ⁡  y ,  sinh ⁡  y  sinh ⁡  z , 0 ) ,    ( −  1       1 −   f 1 ′ 2    (     f 1 ′  cosh ⁡  y  cosh ⁡  z ,     f 1 ′  sinh ⁡  y   ,     f 1 ′  cosh ⁡  y  sinh ⁡  z     , 1 ) ) 〉


  =       f 1 ′  sinh ⁡  y  cosh ⁡  y    cosh 2 ⁡  z −     f 1 ′  sinh ⁡  y  cosh ⁡  y −     f 1 ′  sinh ⁡  y  cosh ⁡  y    sinh 2 ⁡  z − 0       1 −   f 1 ′ 2  


  =       f 1 ′  sinh ⁡  y  cosh ⁡  y    cosh 2 ⁡  z −     f 1 ′  sinh ⁡  y  cosh ⁡  y −     f 1 ′  sinh ⁡  y  cosh ⁡  y    sinh 2 ⁡  z − 0       1 −   f 1 ′ 2  


  =       f 1 ′  sinh ⁡  y  cosh ⁡  y  (    cosh 2 ⁡  z −    sinh 2 ⁡  z ) −     f 1 ′  cosh ⁡  y  sinh ⁡  y       1 −   f 1 ′ 2  


  =       f 1 ′  sinh ⁡  y  cosh ⁡  y  (    cosh 2 ⁡  z −    sinh 2 ⁡  z ) −     f 1 ′  cosh ⁡  y  sinh ⁡  y       1 −   f 1 ′ 2  


  = 0


   h 13 =   <   𝛾  x z , N  𝛾 >  


   


   


  =  〈     (  sinh ⁡  z  cosh ⁡  y , 0 ,  cosh ⁡  y  cosh ⁡  z , 0 ) ,    ( −  1       1 −   f 1 ′ 2    (     f 1 ′  cosh ⁡  y  cosh ⁡  z ,     f 1 ′  sinh ⁡  y   ,     f 1 ′  cosh ⁡  y  sinh ⁡  z     , 1 ) ) 〉


  =  〈     (  sinh ⁡  z  cosh ⁡  y , 0 ,  cosh ⁡  y  cosh ⁡  z , 0 ) ,    ( −  1       1 −   f 1 ′ 2    (     f 1 ′  cosh ⁡  y  cosh ⁡  z ,     f 1 ′  sinh ⁡  y   ,     f 1 ′  cosh ⁡  y  sinh ⁡  z     , 1 ) ) 〉


  =       f 1 ′  sinh ⁡  z  cosh ⁡  z    cosh 2 ⁡  y + 0 −     f 1 ′  cosh ⁡  z  sinh ⁡  z    cosh 2 ⁡  y − 0       1 −   f 1 ′ 2  


  =       f 1 ′  sinh ⁡  z  cosh ⁡  z    cosh 2 ⁡  y + 0 −     f 1 ′  cosh ⁡  z  sinh ⁡  z    cosh 2 ⁡  y − 0       1 −   f 1 ′ 2  


  = 0


   h 21   = <   𝛾  y x , N  𝛾 >  


   


  =  〈     (  sinh ⁡  y  cosh ⁡  z ,  cosh ⁡  y ,  sinh ⁡  y  sinh ⁡  z , 0 ) ,    ( −  1       1 −   f 1 ′ 2    (     f 1 ′  cosh ⁡  y  cosh ⁡  z ,     f 1 ′  sinh ⁡  y   ,     f 1 ′  cosh ⁡  y  sinh ⁡  z     , 1 ) ) 〉


  =  〈     (  sinh ⁡  y  cosh ⁡  z ,  cosh ⁡  y ,  sinh ⁡  y  sinh ⁡  z , 0 ) ,    ( −  1       1 −   f 1 ′ 2    (     f 1 ′  cosh ⁡  y  cosh ⁡  z ,     f 1 ′  sinh ⁡  y   ,     f 1 ′  cosh ⁡  y  sinh ⁡  z     , 1 ) ) 〉


  =       f 1 ′  sinh ⁡  y  cosh ⁡  y    cosh 2 ⁡  z −     f 1 ′  cosh ⁡  y  sinh ⁡  y −     f 1 ′  cosh ⁡  y  sinh ⁡  y    sinh 2 ⁡  z + 0       1 −   f 1 ′ 2  


  =       f 1 ′  sinh ⁡  y  cosh ⁡  y    cosh 2 ⁡  z −     f 1 ′  cosh ⁡  y  sinh ⁡  y −     f 1 ′  cosh ⁡  y  sinh ⁡  y    sinh 2 ⁡  z + 0       1 −   f 1 ′ 2  


  =       f 1 ′  sinh ⁡  y  cosh ⁡  y  (    cosh 2 ⁡  z −    sinh 2 ⁡  z ) −     f 1 ′  cosh ⁡  y  sinh ⁡  y       1 −   f 1 ′ 2  


  =       f 1 ′  sinh ⁡  y  cosh ⁡  y  (    cosh 2 ⁡  z −    sinh 2 ⁡  z ) −     f 1 ′  cosh ⁡  y  sinh ⁡  y       1 −   f 1 ′ 2  


  = 0


 


  


  =  〈     ( x    cosh ⁡  y cosh ⁡  z , x  sinh ⁡  y , x  cosh ⁡  y  sinh ⁡  z , 0 ) ,    ( −  1       1 −   f 1 ′ 2    (     f 1 ′  cosh ⁡  y  cosh ⁡  z ,     f 1 ′  sinh ⁡  y   ,     f 1 ′  cosh ⁡  y  sinh ⁡  z     , 1 ) ) 〉


  =  〈     ( x    cosh ⁡  y cosh ⁡  z , x  sinh ⁡  y , x  cosh ⁡  y  sinh ⁡  z , 0 ) ,    ( −  1       1 −   f 1 ′ 2    (     f 1 ′  cosh ⁡  y  cosh ⁡  z ,     f 1 ′  sinh ⁡  y   ,     f 1 ′  cosh ⁡  y  sinh ⁡  z     , 1 ) ) 〉


  =   x     f 1 ′    cosh 2 ⁡  y    cosh 2 ⁡  z − x     f 1 ′    sinh 2 ⁡  y − x     f 1 ′    cosh 2 ⁡  y    sinh 2 ⁡  z − 0       1 −   f 1 ′ 2  


  =   x     f 1 ′    cosh 2 ⁡  y    cosh 2 ⁡  z − x     f 1 ′    sinh 2 ⁡  y − x     f 1 ′    cosh 2 ⁡  y    sinh 2 ⁡  z − 0       1 −   f 1 ′ 2  


  =   x     f 1 ′    cosh 2 ⁡  y  (    cosh 2 ⁡  z −    sinh 2 ⁡  z ) −   x   f 1 ′    sinh 2 ⁡  y       1 −   f 1 ′ 2  


  =   x     f 1 ′    cosh 2 ⁡  y  (    cosh 2 ⁡  z −    sinh 2 ⁡  z ) −   x   f 1 ′    sinh 2 ⁡  y       1 −   f 1 ′ 2  


  =   x     f 1 ′  (    cosh 2 ⁡  y −    sinh 2 ⁡  y )       1 −   f 1 ′ 2  


  =   x     f 1 ′  (    cosh 2 ⁡  y −    sinh 2 ⁡  y )       1 −   f 1 ′ 2  


  =   x     f 1 ′       1 −   f 1 ′ 2  


   h 23   = <   𝛾  y z , N  𝛾 >  


  =  〈     ( x  sinh ⁡  y  sinh ⁡  z , 0 , x  sinh ⁡  y  cosh ⁡  z , 0 ) ,    ( −  1       1 −   f 1 ′ 2    (     f 1 ′  cosh ⁡  y  cosh ⁡  z ,     f 1 ′  sinh ⁡  y   ,     f 1 ′  cosh ⁡  y  sinh ⁡  z     , 1 ) ) 〉


  =  〈     ( x  sinh ⁡  y  sinh ⁡  z , 0 , x  sinh ⁡  y  cosh ⁡  z , 0 ) ,    ( −  1       1 −   f 1 ′ 2    (     f 1 ′  cosh ⁡  y  cosh ⁡  z ,     f 1 ′  sinh ⁡  y   ,     f 1 ′  cosh ⁡  y  sinh ⁡  z     , 1 ) ) 〉


  =   x     f 1 ′  sinh ⁡  y  sinh ⁡  z    cosh ⁡  y cosh ⁡  z + 0 − x     f 1 ′  sinh ⁡  y  sinh ⁡  z    cosh ⁡  y cosh ⁡  z − 0       1 −   f 1 ′ 2  


  = 0


 


  


  =  〈     (  sinh ⁡  z  cosh ⁡  y , 0 ,  cosh ⁡  y  cosh ⁡  z , 0 ) ,    ( −  1       1 −   f 1 ′ 2    (     f 1 ′  cosh ⁡  y  cosh ⁡  z ,     f 1 ′  sinh ⁡  y   ,     f 1 ′  cosh ⁡  y  sinh ⁡  z     , 1 ) ) 〉


  =  〈     (  sinh ⁡  z  cosh ⁡  y , 0 ,  cosh ⁡  y  cosh ⁡  z , 0 ) ,    ( −  1       1 −   f 1 ′ 2    (     f 1 ′  cosh ⁡  y  cosh ⁡  z ,     f 1 ′  sinh ⁡  y   ,     f 1 ′  cosh ⁡  y  sinh ⁡  z     , 1 ) ) 〉


  =       f 1 ′  sinh ⁡  z  cosh ⁡  z    cosh 2 ⁡  y + 0 −     f 1 ′  cosh ⁡  z  sinh ⁡  z    cosh 2 ⁡  y + 0       1 −   f 1 ′ 2  


  =       f 1 ′  sinh ⁡  z  cosh ⁡  z    cosh 2 ⁡  y + 0 −     f 1 ′  cosh ⁡  z  sinh ⁡  z    cosh 2 ⁡  y + 0       1 −   f 1 ′ 2  


  = 0


 


  


  =  〈     ( x  sinh ⁡  y  sinh ⁡  z , 0 , x  sinh ⁡  y  cosh ⁡  z , 0 ) ,    ( −  1       1 −   f 1 ′ 2    (     f 1 ′  cosh ⁡  y  cosh ⁡  z ,     f 1 ′  sinh ⁡  y   ,     f 1 ′  cosh ⁡  y  sinh ⁡  z     , 1 ) ) 〉


  =  〈     ( x  sinh ⁡  y  sinh ⁡  z , 0 , x  sinh ⁡  y  cosh ⁡  z , 0 ) ,    ( −  1       1 −   f 1 ′ 2    (     f 1 ′  cosh ⁡  y  cosh ⁡  z ,     f 1 ′  sinh ⁡  y   ,     f 1 ′  cosh ⁡  y  sinh ⁡  z     , 1 ) ) 〉


  =   x     f 1 ′  sinh ⁡  y  sinh ⁡  z    cosh ⁡  y cosh ⁡  z + 0 − x     f 1 ′  sinh ⁡  y  sinh ⁡  z    cosh ⁡  y cosh ⁡  z + 0       1 −   f 1 ′ 2  


  =   x     f 1 ′  sinh ⁡  y  sinh ⁡  z    cosh ⁡  y cosh ⁡  z + 0 − x     f 1 ′  sinh ⁡  y  sinh ⁡  z    cosh ⁡  y cosh ⁡  z + 0       1 −   f 1 ′ 2  


  = 0


 


  


  =  〈     ( x    cosh ⁡  y cosh ⁡  z , 0 , x  cosh ⁡  y  sinh ⁡  z , 0 ) ,    ( −  1       1 −   f 1 ′ 2    (     f 1 ′  cosh ⁡  y  cosh ⁡  z ,     f 1 ′  sinh ⁡  y   ,     f 1 ′  cosh ⁡  y  sinh ⁡  z     , 1 ) ) 〉


  =  〈     ( x    cosh ⁡  y cosh ⁡  z , 0 , x  cosh ⁡  y  sinh ⁡  z , 0 ) ,    ( −  1       1 −   f 1 ′ 2    (     f 1 ′  cosh ⁡  y  cosh ⁡  z ,     f 1 ′  sinh ⁡  y   ,     f 1 ′  cosh ⁡  y  sinh ⁡  z     , 1 ) ) 〉


  =   x     f 1 ′    cosh 2 ⁡  y    cosh 2 ⁡  z + 0 − x     f 1 ′    cosh 2 ⁡  y    sinh 2 ⁡  z − 0       1 −   f 1 ′ 2  


  =   x     f 1 ′    cosh 2 ⁡  y  (    cosh 2 ⁡  z −    sinh 2 ⁡  z )       1 −   f 1 ′ 2  


  =   x     f 1 ′    cosh 2 ⁡  y  (    cosh 2 ⁡  z −    sinh 2 ⁡  z )       1 −   f 1 ′ 2  


  =   x     f 1 ′    cosh 2 ⁡  y       1 −   f 1 ′ 2  


  =   x     f 1 ′    cosh 2 ⁡  y       1 −   f 1 ′ 2  


   [  h  i j ] =  [    −       f 1  ′ ′   1 −       f 1 ′ 2  0  0   0    x     f 1 ′   1 −       f 1 ′ 2  0   0  0    x     f 1 ′    cosh 2 ⁡  y   1 −       f 1 ′ 2 ]


   [   g  i j ] =  (       f 1 ′ 2 − 1 )  (   x 4    cosh 2 ⁡  y )


   [   g  i j ]


   [   g  i j ] =  1   (       f 1 ′ 2 − 1 )  (   x 4    cosh 2 ⁡  y )  [     (   x 4    cosh 2 ⁡  y )  0  0   0   (       f 1 ′ 2 − 1 )  (   x 2    cosh 2 ⁡  y )  0   0  0   (       f 1 ′ 2 − 1 )   x 2 ]


                          =  [     1        f 1 ′ 2 − 1  0  0   0   1    x 2  0   0  0   1    x 2    cosh 2 ⁡  y ]


  det  [  h  i j ] = −       f 1  ′ ′   1 −       f 1 ′ 2     x     f 1 ′   1 −       f 1 ′ 2     x     f 1 ′    cosh 2 ⁡  y   1 −       f 1 ′ 2 = −     x 2    cosh 2 ⁡  y       f 1 ′ 2     f 1  ′ ′     1 −       f 1 ′ 2 3


   [  h  i j ] = −      1 −       f 1 ′ 2 3    x 2    cosh 2 ⁡  y       f 1 ′ 2     f 1  ′ ′    [        x   f 1 ′   1 −       f 1 ′ 2   x     f 1 ′    cosh 2 ⁡  y   1 −       f 1 ′ 2  0  0   0    −     f 1  ′ ′   1 −       f 1 ′ 2   x     f 1 ′    cosh 2 ⁡  y   1 −       f 1 ′ 2  0   0  0    −     f 1  ′ ′   1 −       f 1 ′ 2   x     f 1 ′   1 −       f 1 ′ 2 ]


  =  [      −   x   f 1 ′ x     f 1 ′    cosh 2 ⁡  y    1 −       f 1 ′ 2 3    x 2    cosh 2 ⁡  y       f 1 ′ 2     f 1  ′ ′    1 −       f 1 ′ 2 2  0  0   0       1 −       f 1 ′ 2 3     f 1  ′ ′ x     f 1 ′    cosh 2 ⁡  y    x 2    cosh 2 ⁡  y       f 1 ′ 2     f 1  ′ ′    1 −       f 1 ′ 2 2  0   0  0       1 −       f 1 ′ 2 3     f 1  ′ ′ x     f 1 ′    x 2    cosh 2 ⁡  y       f 1 ′ 2     f 1  ′ ′    1 −       f 1 ′ 2 2 ]


     [  h  i j ] =  1 −       f 1 ′ 2  [      − 1      f 1  ′ ′  0  0   0   1  x     f 1 ′  0   0  0   1    x   f 1 ′    cosh 2 ⁡  y ]


  S =            [     1        f 1 ′ 2 − 1  0  0   0   1    x 2  0   0  0   1    x 2    cosh 2 ⁡  y ]    [    −       f 1  ′ ′   1 −       f 1 ′ 2  0  0   0    x     f 1 ′   1 −       f 1 ′ 2  0   0  0    x     f 1 ′    cosh 2 ⁡  y   1 −       f 1 ′ 2 ]


              =  [    −       f 1  ′ ′      (   f 1 ′ 2 − 1 )  1 −       f 1 ′ 2  0  0   0    x     f 1 ′    x 2  1 −       f 1 ′ 2  0   0  0    x     f 1 ′    cosh 2 ⁡  y    x 2    cosh 2 ⁡  y  1 −       f 1 ′ 2 ]


              =  [    −       f 1  ′ ′      (   f 1 ′ 2 − 1 )  1 −       f 1 ′ 2  0  0   0    x     f 1 ′    x 2  1 −       f 1 ′ 2  0   0  0    x     f 1 ′    cosh 2 ⁡  y    x 2    cosh 2 ⁡  y  1 −       f 1 ′ 2 ]


                =  1   1 −       f 1 ′ 2    [    −       f 1  ′ ′      (   f 1 ′ 2 − 1 )  0  0   0        f 1 ′  x  0   0  0        f 1 ′  x ]


  det ( S ) =  |    −       f 1  ′ ′      (   f 1 ′ 2 − 1 )  1 −       f 1 ′ 2  0  0   0    x     f 1 ′    x 2  1 −       f 1 ′ 2  0   0  0    x     f 1 ′    cosh 2 ⁡  y    x 2    cosh 2 ⁡  y  1 −       f 1 ′ 2 |


  = −       f 1  ′ ′      (   f 1 ′ 2 − 1 )  1 −       f 1 ′ 2     x     f 1 ′    x 2  1 −       f 1 ′ 2   x     f 1 ′    cosh 2 ⁡  y    x 2    cosh 2 ⁡  y  1 −       f 1 ′ 2


  K =       f 1  ′ ′       f 1 ′ 2    x 2       ( 1 −   f 1 ′ 2 )   5 2


   |     f 1 ′ ( x ) | < 1 ,   ∀ x ∈ I  


  𝛼  ( x ) =  ( x , 0 ,   0 ,   f 1  ( x ) )


   ( 0 ,   0 ,   0 ,   1 )  


  K =       f 1  ′ ′       f 1 ′ 2    x 2       ( 1 −   f 1 ′ 2 )   5 2


  i z  ( S ) = −       f 1  ′ ′      (   f 1 ′ 2 − 1 )  1 −       f 1 ′ 2 +   2     f 1 ′  x  1 −       f 1 ′ 2


                        =   x     f 1  ′ ′ + 2     f 1 ′ ( 1 −       f 1 ′ 2 )    x ( 1 −       f 1 ′ 2 )   3 2


   |     f 1 ′ ( x ) | < 1 ,   ∀ x ∈ I  


  𝛼  ( x ) =  ( x , 0 ,   0 ,   f 1  ( x ) )


   ( 0 ,   0 ,   0 ,   1 )


  H =   x     f 1  ′ ′ + 2     f 1 ′ ( 1 −       f 1 ′ 2 )    3 x ( 1 −       f 1 ′ 2 )   3 2


      f 1    ( x )  


  K


    f 1    ( x )


  K =       f 1  ′ ′       f 1 ′ 2    x 2       ( 1 −   f 1 ′ 2 )   5 2


    f 1    ( x )  


  A =         f 1 ′ 3    x 6   ( 1 −       f 1 ′ 2 )   3 2


  A


    A ′ =   3   x 6       f 1 ′ 2     f 1  ′ ′   ( 1 −       f 1 ′ 2 )   3 2 −   6   x 5     f 1 ′ 3    ( 1 −       f 1 ′ 2 )   3 2 +   3 x 6   ( 1 −       f 1 ′ 2 )   1 2       f 1 ′ 4     f 1  ′ ′    x 12   ( 1 −       f 1 ′ 2 ) 3


  =   3   x 6       f 1 ′ 2     f 1  ′ ′   ( 1 −       f 1 ′ 2 )   3 2 − 6       f 1 ′ 3   x 5    ( 1 −       f 1 ′ 2 )   3 2 +   3 x 6   ( 1 −       f 1 ′ 2 )   1 2     f 1  ′ ′       f 1 ′ 4    x 12   ( 1 −       f 1 ′ 2 ) 3


  =   3   x 6       f 1 ′ 2     f 1  ′ ′   ( 1 −       f 1 ′ 2 )   3 2 − 6       f 1 ′ 3   x 5    ( 1 −       f 1 ′ 2 )   3 2 +   3 x 6   ( 1 −       f 1 ′ 2 )   1 2     f 1  ′ ′       f 1 ′ 4    x 12   ( 1 −       f 1 ′ 2 ) 3


    A ′ =   3   x 6    ( 1 −       f 1 ′ 2 )   1 2       f 1 ′ 2     f 1  ′ ′  [  ( 1 −       f 1 ′ 2 ) +       f 1 ′ 2 ]    x 12   ( 1 −       f 1 ′ 2 ) 3 −       6   f 1 ′ 3   x 5    ( 1 −       f 1 ′ 2 )   3 2    x 12   ( 1 −       f 1 ′ 2 ) 3


  =   3    ( 1 −       f 1 ′ 2 )    − 5 2       f 1 ′ 2     f 1  ′ ′    x 6 −       6   f 1 ′ 3    ( 1 −       f 1 ′ 2 )    − 3 2    x 7


    A ′ =   3       f 1 ′ 2     f 1  ′ ′    x 6    ( 1 −       f 1 ′ 2 )   5 2 −       6   f 1 ′ 3    x 7    ( 1 −       f 1 ′ 2 )   3 2


  K =       f 1  ′ ′       f 1 ′ 2    x 2       ( 1 −   f 1 ′ 2 )   5 2  


  A =         f 1 ′ 3    x 6   ( 1 −       f 1 ′ 2 )   3 2


  A ′ =   3 K    x 4 −   6 A  x


  A ′ =   3 K − 6   x 3 A    x 4


    A ′ +   6 A  x =   3 K    x 4


    x 6


    x 6   A ′ + 6   x 5 A =   3 x 2 K


  (   x 6 A ) ′


     (   x 6 A ) ′ =   3 x 2 K


    x 6 A = c +   ∫ 1  x    3 t 2 K ( t ) d t


  c


      x 6


  A =   c + 3   ∫ 1  x    t 2 K ( t ) d t    x 6


  A =         f 1 ′ 3    x 6   ( 1 −       f 1 ′ 2 )   3 2


          f 1 ′ 3    x 6   ( 1 −       f 1 ′ 2 )   3 2 =   c + 3   ∫ 1  x    t 2 K ( t ) d t    x 6


    x 6


          f 1 ′ 3    ( 1 −       f 1 ′ 2 )   3 2 = c + 3   ∫ 1  x    t 2 K ( t ) d t


      f 1 ′   1 −       f 1 ′ 2 =    ( c + 3   ∫ 1  x    t 2 K ( t ) d t )  1 / 3


    f 1 ′


          f 1 ′ 2  1 −       f 1 ′ 2 =    ( c + 3   ∫ 1  x    t 2 K ( t ) d t )  2 / 3


                                      f 1 ′ 2 =    ( c + 3   ∫ 1  x    t 2 K ( t ) d t )  2 / 3 ( 1 −       f 1 ′ 2 )


        f 1 ′ 2 +    ( c + 3   ∫ 1  x    t 2 K ( t ) d t )  2 / 3       f 1 ′ 2 =    ( c + 3   ∫ 1  x    t 2 K ( t ) d t )  2 / 3


        f 1 ′ 2 +    ( c + 3   ∫ 1  x    t 2 K ( t ) d t )  2 / 3       f 1 ′ 2 =    ( c + 3   ∫ 1  x    t 2 K ( t ) d t )  2 / 3


              f 1 ′ 2 =      ( c + 3   ∫ 1  x    t 2 K ( t ) d t )  2 / 3  1 +    ( c + 3   ∫ 1  x    t 2 K ( t ) d t )  2 / 3


              f 1 ′ 2 =      ( c + 3   ∫ 1  x    t 2 K ( t ) d t )  2 / 3  1 +    ( c + 3   ∫ 1  x    t 2 K ( t ) d t )  2 / 3


      f 1 ′  ( x ) =      ( c + 3   ∫ 1  x    t 2 K ( t ) d t )  1 / 3   1 +    ( c + 3   ∫ 1  x    t 2 K ( t ) d t )  2 / 3


      f 1 ′  ( x ) =      ( c + 3   ∫ 1  x    t 2 K ( t ) d t )  1 / 3   1 +    ( c + 3   ∫ 1  x    t 2 K ( t ) d t )  2 / 3


    x 0 ∈ I


    f 1  ( x )


    f 1  ( x ) =   ∫    x 0  x       ( c + 3   ∫ 1  x    t 2 K ( t ) d t )  1 / 3   1 +    ( c + 3   ∫ 1  x    t 2 K ( t ) d t )  2 / 3 d x                      


   |     f 1 ′ ( x ) | < 1 ,   ∀ x ∈ I  


    𝔼 1 4


  𝛾  ( x ,   y ,   z ) =  ( x  cosh ⁡  y  cosh ⁡  z , x  sinh ⁡  y , x  cosh ⁡  y  sinh ⁡  z ,   ∫    x 0  x       ( c + 3   ∫ 1  x    t 2 K ( t ) d t )  1 / 3   1 +    ( c + 3   ∫ 1  x    t 2 K ( t ) d t )  2 / 3 d x )


  K = 0


    𝔼 1 4


  𝛾  ( x ,   y ,   z ) =  ( x  cosh ⁡  y  cosh ⁡  z , x  sinh ⁡  y , x  cosh ⁡  y  sinh ⁡  z ,     c   1 3    ( 1 +   c   2 3 ) x + b )


  x   ≠   0


  K =       f 1  ′ ′       f 1 ′ 2    x 2       ( 1 −   f 1 ′ 2 )   5 2


  K = 0


      f 1  ′ ′       f 1 ′ 2 = 0


    f 1


      f 1  ′ ′ = 0


      f 1 ′ = 0


      c   1 3    ( 1 +   c   2 3 ) = 0


    f 1


  K = 0


      f 1 ′


  H


    f 1    ( x )


  H =       x f 1  ′ ′ + 2     f 1 ′ ( 1 −       f 1 ′ 2 )    3 x ( 1 −       f 1 ′ 2 )   3 2


    f 1    ( x )  


  B =       f 1 ′ ( x )  x  1 −       f 1 ′ 2 ( x )


  B


    B ′ =   x     f 1  ′ ′  1 −       f 1 ′ 2 −     f 1 ′  1 −       f 1 ′ 2 + x (   1 −       f 1 ′ 2 )    − 1 2     f 1 ′     f 1  ′ ′    x 2 ( 1 −     f ′ 2 )


    B ′ =   x     f 1  ′ ′ ( 1 −       f 1 ′ 2 ) −     f 1 ′ ( 1 −       f 1 ′ 2 ) + x       f 1 ′ 2     f 1  ′ ′    x 2   ( 1 −       f 1 ′ 2 )   3 2


            =       x f 1  ′ ′ ( 1 −       f 1 ′ 2 +       f 1 ′ 2 ) −     f 1 ′ ( 1 −       f 1 ′ 2 )    x 2   ( 1 −       f 1 ′ 2 )   3 2


            =       x f 1  ′ ′ ( 1 −       f 1 ′ 2 +       f 1 ′ 2 ) −     f 1 ′ ( 1 −       f 1 ′ 2 )    x 2   ( 1 −       f 1 ′ 2 )   3 2


    B ′ =   x     f 1  ′ ′ −     f 1 ′ ( 1 −       f 1 ′ 2 )    x 2   ( 1 −       f 1 ′ 2 )   3 2                                                                                                                                                                                                                                                                


  H =       x f 1  ′ ′ + 2     f 1 ′ ( 1 −       f 1 ′ 2 )    3 x ( 1 −       f 1 ′ 2 )   3 2


  B =       f 1 ′ ( x )  x  1 −       f 1 ′ 2 ( x )


    B ′ =   3 H  x −   3 B  x


    B ′ +   3 B  x =   3 H  x


    x 3


    x 3   B ′ + 3   x 2   B


  3   x 2 H


    (   x 3 B ) ′


    (   x 3 B ) ′ = 3   x 2 H


    x 3 B = c +   ∫ 1  x    3 t 2 H ( t ) d t


  c


      x 3


  B =   c + 3   ∫ 1  x    t 2 H ( t ) d t    x 3


  B =       f 1 ′  x   ( 1 −       f 1 ′ 2 )   1 2


        f 1 ′  x   ( 1 −       f 1 ′ 2 )   1 2 =   c + 3   ∫ 1  x    t 2 H ( t ) d t    x 3


  x


        f 1 ′    ( 1 −       f 1 ′ 2 )   1 2 =   c + 3   ∫ 1  x    t 2 H ( t ) d t    x 2


  f ′


          f 1 ′ 2  ( 1 −       f 1 ′ 2 ) =    (   c + 3   ∫ 1  x    t 2 H ( t ) d t    x 2 ) 2


        f 1 ′ 2   x 4 =    ( c + 3   ∫ 1  x    t 2 H ( t ) d t ) 2 ( 1 −       f 1 ′ 2 )


        f 1 ′ 2   x 4 +    ( c + 3   ∫ 1  x    t 2 H ( t ) d t ) 2       f 1 ′ 2 =    ( c + 3   ∫ 1  x    t 2 H ( t ) d t ) 2


        f 1 ′ 2   x 4 +    ( c + 3   ∫ 1  x    t 2 H ( t ) d t ) 2       f 1 ′ 2 =    ( c + 3   ∫ 1  x    t 2 H ( t ) d t ) 2


        f 1 ′ 2 =      ( c + 3   ∫ 1  x    t 2 H ( t ) d t ) 2    x 4 +    ( c + 3   ∫ 1  x    t 2 H ( t ) d t ) 2


      f 1 ′  ( x ) = ±   c + 3   ∫ 1  x    t 2 H ( t ) d t     x 4 +    ( c + 3   ∫ 1  x    t 2 H ( t ) d t ) 2


      f 1 ′  ( x ) = ±   c + 3   ∫ 1  x    t 2 H ( t ) d t     x 4 +    ( c + 3   ∫ 1  x    t 2 H ( t ) d t ) 2


    x 0 ∈ I


    f 1  ( x )


    f 1  ( x ) = ±   ∫    x 0  x    c + 3   ∫ 1  x    t 2 H ( t ) d t     x 4 +    ( c + 3   ∫ 1  x    t 2 H ( t ) d t ) 2 d x                                                                                                                                                        


   |     f 1 ′ ( x ) | < 1 ,   ∀ x ∈ I  


    𝔼 1 4


  𝛾  ( x ,   y ,   z ) =  ( x  cosh ⁡  y  cosh ⁡  z , x  sinh ⁡  y , x  cosh ⁡  y  sinh ⁡  z , ±   ∫    x 0  x    c + 3   ∫ 1  x    t 2 H ( t ) d t     x 4 +    ( c + 3   ∫ 1  x    t 2 H ( t ) d t ) 2 d x )


  H = 0


    𝔼 1 4


  𝛾  ( x ,   y ,   z ) =  ( x  cosh ⁡  y  cosh ⁡  z , x  sinh ⁡  y , x  cosh ⁡  y  sinh ⁡  z , d ±   ∫    x 0  x    c    (   t 4 +   c 2 ) d t )


  x ≠ 0


   


  H = 0


  c + 3   ∫ 1  x    t 2 H ( t ) d t = c


      f 1 ′  ( x ) = ±   c    (   x 4 +   c 2 )


  H = 0


      x f 1  ′ ′ + 2     f 1 ′  ( 1 −       f 1 ′ 2 ) = 0


    𝔼  𝟏  𝟒


    𝔼 1 4


    𝔼 1 4


  I ⊂ ℝ


    f 2  ( x ) : I ⊂ ℝ → ℝ


  x ∈ ℝ −  { 0 }


  𝛽  ( x ) =  (   f 2 ( x ) , 0 , 0 , x )


   |     f 2 ′ ( x ) | > 1 ,   ∀ x ∈ I


   ( 1 ,   0 ,   0 ,   0 )


  φ  ( x ,   y ,   z )


  y ,   z ∈ ℝ


  φ  ( x ,   y ,   z ) =  [    1  0  0  0   0   cos ⁡  z  −  sin ⁡  y  sin ⁡  z  −  cos ⁡  y  sin ⁡  z   0  0   cos ⁡  y  −  sin ⁡  y   0   sin ⁡  z   sin ⁡  y  cos ⁡  z   cos ⁡  y  cos ⁡  z ]  [      f 2 ( x )   0   0   x ]


  φ  ( x ,   y ,   z ) =  (   f 2  ( x ) , − x  cos ⁡  y  sin ⁡  z , − x  sin ⁡  y , x  cos ⁡  y  cos ⁡  z )


  y ∈  ( −   𝜋 2 ,   𝜋 2 )


   cos ⁡  y > 0


  φ  ( x ,   y ,   z )


  x


  y


  z


   φ  x =   𝜕 φ  𝜕 x =  (     f 2 ′  ( x ) , −  cos ⁡  y  sin ⁡  z , −  sin ⁡  y ,  cos ⁡  y  cos ⁡  z )


   φ  y =   𝜕 φ  𝜕 y =  ( 0 , x  sin ⁡  y  sin ⁡  z , − x  cos ⁡  y , − x  sin ⁡  y  cos ⁡  z )


   φ  z =   𝜕 φ  𝜕 z =  ( 0 , − x  cos ⁡  y  cos ⁡  z , 0 , − x  cos ⁡  y  sin ⁡  z )


      f 2 ′  ( x ) =   𝜕   f 2  ( x )  𝜕 x


  φ  ( x ,   y ,   z )


   φ  x ,  φ  y


   φ  z


   φ  x ×  φ  y ×  φ  z = d e t  [    −   e 1    e 2    e 3    e 4       f 2 ′  ( x )  −  cos ⁡  y  sin ⁡  z  −  sin ⁡  y   cos ⁡  y  cos ⁡  z   0  x  sin ⁡  y  sin ⁡  z  − x  cos ⁡  y  − x  sin ⁡  y  cos ⁡  z   0  − x  cos ⁡  y  cos ⁡  z  0  − x  cos ⁡  y  sin ⁡  z ]


   φ  x ×  φ  y ×  φ  z = −  |    −  cos ⁡  y  sin ⁡  z  −  sin ⁡  y   cos ⁡  y  cos ⁡  z   x  sin ⁡  y  sin ⁡  z  − x  cos ⁡  y  − x  sin ⁡  y  cos ⁡  z   − x  cos ⁡  y  cos ⁡  z  0  − x  cos ⁡  y  sin ⁡  z |   e 1 −  |        f 2 ′  ( x )  −  sin ⁡  y   cos ⁡  y  cos ⁡  z   0  − x  cos ⁡  y  − x  sin ⁡  y  cos ⁡  z   0  0  − x  cos ⁡  y  sin ⁡  z |   e 2 +  |        f 2 ′  ( x )  −  cos ⁡  y  sin ⁡  z   cos ⁡  y  cos ⁡  z   0  x  sin ⁡  y  sin ⁡  z  − x  sin ⁡  y  cos ⁡  z   0  − x  cos ⁡  y  cos ⁡  z  − x  cos ⁡  y  sin ⁡  z |   e 3 −  |        f 2 ′  ( x )  −  cos ⁡  y  sin ⁡  z  −  sin ⁡  y   0  x  sin ⁡  y  sin ⁡  z  − x  cos ⁡  y   0  − x  cos ⁡  y  cos ⁡  z  0 |   e 4


   φ  x ×  φ  y ×  φ  z =   x 2 c o s y   e 1 −   x 2   c o s 2 y s i n z     f 2 ′  ( x )   e 2


                                                                                                                      −   x 2 c o s y s i n y     f 2 ′  ( x )   e 3 +     x 2   c o s 2 y c o s z     f 2 ′  ( x )   e 4


   ‖  φ  x ×  φ  y ×  φ  z ‖ =    x 4    cos 2 ⁡  y  (    cos 2 ⁡  y     f 2   ′ 2  ( x ) +    sin 2 ⁡  y     f 2   ′ 2  ( x ) − 1 )


                                                                    =   x 2  cos ⁡  y   (     f 2   ′ 2  ( x ) − 1 )


  y ∈  ( −   𝜋 2 ,   𝜋 2 )


   cos ⁡  y > 0


    N φ =    (   x 2  cos ⁡  y , −   x 2    cos 2 ⁡  y  sin ⁡  z     f 2 ′  ( x ) , −   x 2  cos ⁡  y  sin ⁡  y     f 2 ′  ( x ) ,   x 2    cos 2 ⁡  y  cos ⁡  z     f 2 ′  ( x ) )    x 2  cos ⁡  y   (     f 2   ′ 2  ( x ) − 1 )


    N φ =    ( 1 , −  cos ⁡  y  sin ⁡  z     f 2 ′  ( x ) , −  sin ⁡  y     f 2 ′  ( x ) ,  cos ⁡  y  cos ⁡  z     f 2 ′  ( x ) )    (     f 2   ′ 2 − 1 )


  𝜀 =   < N  φ ,   N φ >


  =    ( − 1 +    cos 2 ⁡  y    sin 2 ⁡  z     f 2   ′ 2 +    sin 2 ⁡  y     f 2   ′ 2 +    cos 2 ⁡  y    cos 2 ⁡  z     f 2   ′ 2 )      f 2   ′ 2 − 1


  =    ( − 1 +    cos 2 ⁡  y    sin 2 ⁡  z     f 2   ′ 2 +    sin 2 ⁡  y     f 2   ′ 2 +    cos 2 ⁡  y    cos 2 ⁡  z     f 2   ′ 2 )      f 2   ′ 2 − 1


  =       f 2   ′ 2    cos 2 ⁡  y  (    sin 2 ⁡  z +    cos 2 ⁡  z ) +    sin 2 ⁡  y     f 2   ′ 2 − 1      f 2   ′ 2 − 1


  =       f 2   ′ 2    cos 2 ⁡  y  (    sin 2 ⁡  z +    cos 2 ⁡  z ) +    sin 2 ⁡  y     f 2   ′ 2 − 1      f 2   ′ 2 − 1


  =       f 2   ′ 2 − 1      f 2   ′ 2 − 1


  =       f 2   ′ 2 − 1      f 2   ′ 2 − 1


  𝜀 = 1


    g 11 = <  φ  x ,  φ  x >


  =  〈  (     f 2 ′  ( x ) , −  cos ⁡  y  sin ⁡  z , −  sin ⁡  y ,  cos ⁡  y  cos ⁡  z , )  (     f 2 ′  ( x ) , −  cos ⁡  y  sin ⁡  z , −  sin ⁡  y ,  cos ⁡  y  cos ⁡  z ) 〉


  =  〈  (     f 2 ′  ( x ) , −  cos ⁡  y  sin ⁡  z , −  sin ⁡  y ,  cos ⁡  y  cos ⁡  z , )  (     f 2 ′  ( x ) , −  cos ⁡  y  sin ⁡  z , −  sin ⁡  y ,  cos ⁡  y  cos ⁡  z ) 〉


  = −     f 2   ′ 2  ( x ) +    cos 2 ⁡  y    sin 2 ⁡  z +    sin 2 ⁡  y +    cos 2 ⁡  y    cos 2 ⁡  z


  = −     f 2   ′ 2  ( x ) +    cos 2 ⁡  y    sin 2 ⁡  z +    sin 2 ⁡  y +    cos 2 ⁡  y    cos 2 ⁡  z


  =    cos 2 ⁡  y  (    sin 2 ⁡  z +    cos 2 ⁡  z ) +    sin 2 ⁡  y −     f 2   ′ 2  ( x )


  =    cos 2 ⁡  y  (    sin 2 ⁡  z +    cos 2 ⁡  z ) +    sin 2 ⁡  y −     f 2   ′ 2  ( x )


  =    cos 2 ⁡  y +    sin 2 ⁡  y −     f 2   ′ 2  ( x )


  =    cos 2 ⁡  y +    sin 2 ⁡  y −     f 2   ′ 2  ( x )


  = 1 −     f 2   ′ 2  ( x )


    g 12 = < φ ,  φ  y >


  =  〈  (     f 2 ′  ( x ) , −  cos ⁡  y  sin ⁡  z , −  sin ⁡  y ,  cos ⁡  y  cos ⁡  z , )  ( 0 , x  sin ⁡  y  sin ⁡  z , − x  cos ⁡  y , − x  sin ⁡  y  cos ⁡  z ) 〉


  =  〈  (     f 2 ′  ( x ) , −  cos ⁡  y  sin ⁡  z , −  sin ⁡  y ,  cos ⁡  y  cos ⁡  z , )  ( 0 , x  sin ⁡  y  sin ⁡  z , − x  cos ⁡  y , − x  sin ⁡  y  cos ⁡  z ) 〉


  = − x  cos ⁡  y  sin ⁡  y    sin 2 ⁡  z + x  cos ⁡  y  sin ⁡  y − x  cos ⁡  y  sin ⁡  y    cos 2 ⁡  z


  = − x  cos ⁡  y  sin ⁡  y    sin 2 ⁡  z + x  cos ⁡  y  sin ⁡  y − x  cos ⁡  y  sin ⁡  y    cos 2 ⁡  z


  = − x  cos ⁡  y  sin ⁡  y  (    sin 2 ⁡  z +    cos 2 ⁡  z ) + x  cos ⁡  y  sin ⁡  y


  = − x  cos ⁡  y  sin ⁡  y  (    sin 2 ⁡  z +    cos 2 ⁡  z ) + x  cos ⁡  y  sin ⁡  y


  = − x  cos ⁡  y  sin ⁡  y + x  cos ⁡  y  sin ⁡  y


  = − x  cos ⁡  y  sin ⁡  y + x  cos ⁡  y  sin ⁡  y


  = 0


    g 13 = <  φ  x ,  φ  z >


  =  〈  (     f 2 ′  ( x ) , −  cos ⁡  y  sin ⁡  z , −  sin ⁡  y ,  cos ⁡  y  cos ⁡  z )  ( 0 , − x  cos ⁡  y  cos ⁡  z , 0 , − x  cos ⁡  y  sin ⁡  z ) 〉


  =  〈  (     f 2 ′  ( x ) , −  cos ⁡  y  sin ⁡  z , −  sin ⁡  y ,  cos ⁡  y  cos ⁡  z )  ( 0 , − x  cos ⁡  y  cos ⁡  z , 0 , − x  cos ⁡  y  sin ⁡  z ) 〉


  = x    cos 2 ⁡  y  sin ⁡  z  cos ⁡  z + 0 − x    cos 2 ⁡  y  sin ⁡  z  cos ⁡  z


  = x    cos 2 ⁡  y  sin ⁡  z  cos ⁡  z + 0 − x    cos 2 ⁡  y  sin ⁡  z  cos ⁡  z


  = 0


    g 21 = <  φ  y ,  φ  x >


  =  〈  ( 0 , x  sin ⁡  y  sin ⁡  z , − x  cos ⁡  y , − x  sin ⁡  y  cos ⁡  z )  (     f 2 ′  ( x ) , −  cos ⁡  y  sin ⁡  z , −  sin ⁡  y ,  cos ⁡  y  cos ⁡  z ) 〉


  =  〈  ( 0 , x  sin ⁡  y  sin ⁡  z , − x  cos ⁡  y , − x  sin ⁡  y  cos ⁡  z )  (     f 2 ′  ( x ) , −  cos ⁡  y  sin ⁡  z , −  sin ⁡  y ,  cos ⁡  y  cos ⁡  z ) 〉


  = 0 − x  sin ⁡  y  cos ⁡  y    sin 2 ⁡  z + x  sin ⁡  y  cos ⁡  y − x  sin ⁡  y  cos ⁡  y    cos 2 ⁡  z


  = − x  sin ⁡  y  cos ⁡  y  (    sin 2 ⁡  z +    cos 2 ⁡  z ) + x  sin ⁡  y  cos ⁡  y


  = − x  sin ⁡  y  cos ⁡  y  (    sin 2 ⁡  z +    cos 2 ⁡  z ) + x  sin ⁡  y  cos ⁡  y


  = 0


    g 22 = <  φ  y ,  φ  y >


  =  〈  ( 0 , x  sin ⁡  y  sin ⁡  z , − x  cos ⁡  y , − x  sin ⁡  y  cos ⁡  z )  ( 0 , x  sin ⁡  y  sin ⁡  z , − x  cos ⁡  y , − x  sin ⁡  y  cos ⁡  z ) 〉


  =  〈  ( 0 , x  sin ⁡  y  sin ⁡  z , − x  cos ⁡  y , − x  sin ⁡  y  cos ⁡  z )  ( 0 , x  sin ⁡  y  sin ⁡  z , − x  cos ⁡  y , − x  sin ⁡  y  cos ⁡  z ) 〉


  = 0 +   x 2    sin 2 ⁡  y    sin 2 ⁡  z +   x 2    cos 2 ⁡  y +   x 2    sin 2 ⁡  y    cos 2 ⁡  z


  = 0 +   x 2    sin 2 ⁡  y    sin 2 ⁡  z +   x 2    cos 2 ⁡  y +   x 2    sin 2 ⁡  y    cos 2 ⁡  z


  =   x 2    sin 2 ⁡  y  (    sin 2 ⁡  z +    cos 2 ⁡  z ) +   x 2    cos 2 ⁡  y


  =   x 2    sin 2 ⁡  y  (    sin 2 ⁡  z +    cos 2 ⁡  z ) +   x 2    cos 2 ⁡  y


  =   x 2    sin 2 ⁡  y +   x 2    cos 2 ⁡  y


  =   x 2    sin 2 ⁡  y +   x 2    cos 2 ⁡  y


  =   x 2


    g 23 = <  φ  y ,  φ  z >


  =  〈  ( 0 , x  sin ⁡  y  sin ⁡  z , − x  cos ⁡  y , − x  sin ⁡  y  cos ⁡  z )  ( 0 , − x  cos ⁡  y  cos ⁡  z , 0 , − x  cos ⁡  y  sin ⁡  z ) 〉


  =  〈  ( 0 , x  sin ⁡  y  sin ⁡  z , − x  cos ⁡  y , − x  sin ⁡  y  cos ⁡  z )  ( 0 , − x  cos ⁡  y  cos ⁡  z , 0 , − x  cos ⁡  y  sin ⁡  z ) 〉


  = 0 −   x 2  sin ⁡  y  cos ⁡  y  sin ⁡  z  cos ⁡  z + 0 +   x 2  sin ⁡  y  cos ⁡  y  sin ⁡  z  cos ⁡  z


  = 0 −   x 2  sin ⁡  y  cos ⁡  y  sin ⁡  z  cos ⁡  z + 0 +   x 2  sin ⁡  y  cos ⁡  y  sin ⁡  z  cos ⁡  z


  = 0


    g 31 = <  φ  z ,  φ  x >


  =  〈  ( 0 , − x  cos ⁡  y  cos ⁡  z , 0 , − x  cos ⁡  y  sin ⁡  z )  (     f 2 ′  ( x ) , −  cos ⁡  y  sin ⁡  z , −  sin ⁡  y ,  cos ⁡  y  cos ⁡  z ) 〉


  =  〈  ( 0 , − x  cos ⁡  y  cos ⁡  z , 0 , − x  cos ⁡  y  sin ⁡  z )  (     f 2 ′  ( x ) , −  cos ⁡  y  sin ⁡  z , −  sin ⁡  y ,  cos ⁡  y  cos ⁡  z ) 〉


  = 0 + x    cos 2 ⁡  y  cos ⁡  z  sin ⁡  z + 0 − x    cos 2 ⁡  y  sin ⁡  z  cos ⁡  z


  = 0 + x    cos 2 ⁡  y  cos ⁡  z  sin ⁡  z + 0 − x    cos 2 ⁡  y  sin ⁡  z  cos ⁡  z


  = 0


    g 32 = <  φ  z ,  φ  y >


  =  〈  ( 0 , − x  cos ⁡  y  cos ⁡  z , 0 , − x  cos ⁡  y  sin ⁡  z )  ( 0 , x  sin ⁡  y  sin ⁡  z , − x  cos ⁡  y , − x  sin ⁡  y  cos ⁡  z ) 〉


  =  〈  ( 0 , − x  cos ⁡  y  cos ⁡  z , 0 , − x  cos ⁡  y  sin ⁡  z )  ( 0 , x  sin ⁡  y  sin ⁡  z , − x  cos ⁡  y , − x  sin ⁡  y  cos ⁡  z ) 〉


  = 0 −   x 2  sin ⁡  y  cos ⁡  y  sin ⁡  z  cos ⁡  z + 0 +   x 2  sin ⁡  y  cos ⁡  y  sin ⁡  z  cos ⁡  z


  = 0 −   x 2  sin ⁡  y  cos ⁡  y  sin ⁡  z  cos ⁡  z + 0 +   x 2  sin ⁡  y  cos ⁡  y  sin ⁡  z  cos ⁡  z


  = 0


  = 0


    g 33 = <  φ  z ,  φ  z >


  =  〈  ( 0 , − x  cos ⁡  y  cos ⁡  z , 0 , − x  cos ⁡  y  sin ⁡  z )  ( 0 , − x  cos ⁡  y  cos ⁡  z , 0 , − x  cos ⁡  y  sin ⁡  z ) 〉


  = 0 +   x 2    cos 2 ⁡  y    cos 2 ⁡  z + 0 +   x 2    cos 2 ⁡  y    sin 2 ⁡  z


  = 0 +   x 2    cos 2 ⁡  y    cos 2 ⁡  z + 0 +   x 2    cos 2 ⁡  y    sin 2 ⁡  z


  =   x 2    cos 2 ⁡  y  (    cos 2 ⁡  z +    sin 2 ⁡  z )


  =   x 2    cos 2 ⁡  y  (    cos 2 ⁡  z +    sin 2 ⁡  z )


  =   x 2    cos 2 ⁡  y


  =   x 2    cos 2 ⁡  y


   [   g  i j ]


   [        1 −   f 2 ′ 2  0  0   0    x 2  0   0  0    x 2    cos 2 ⁡  y ]


   φ  x x =     𝜕 2 φ  𝜕   x 2 =  (     f 2  ′ ′ , 0 , 0 , 0 )


   φ  x y =     𝜕 2 φ  𝜕 x 𝜕 y =  ( 0 ,  sin ⁡  y  sin ⁡  z , −  cos ⁡  y , −  sin ⁡  y  cos ⁡  z )


   φ  x z =     𝜕 2 φ  𝜕 x 𝜕 z =  ( 0 , −  cos ⁡  y  cos ⁡  z , 0 , −  cos ⁡  y  sin ⁡  z )


   φ  y x =     𝜕 2 φ  𝜕 y 𝜕 x =  ( 0 ,  sin ⁡  y  sin ⁡  z , −  cos ⁡  y , −  sin ⁡  y  cos ⁡  z )


   φ  y y =     𝜕 2 φ  𝜕   y 2 =  ( 0 , x  cos ⁡  y  sin ⁡  z , x  sin ⁡  y , − x  cos ⁡  y  cos ⁡  z )


   φ  y z =     𝜕 2 φ  𝜕 y 𝜕 z =  ( 0 , x  sin ⁡  y  cos ⁡  z , 0 , x  sin ⁡  y  sin ⁡  z )


   φ  z x =     𝜕 2 φ  𝜕 z 𝜕 x =  ( 0 , −  cos ⁡  y  cos ⁡  z , 0 , −  cos ⁡  y  sin ⁡  z )


   φ  z y =     𝜕 2 φ  𝜕 z 𝜕 y =  ( 0 , x  sin ⁡  y  cos ⁡  z , 0 , x  sin ⁡  y  sin ⁡  z )


   φ  z z =     𝜕 2 φ  𝜕   z 2 =  ( 0 , x  cos ⁡  y  sin ⁡  z , 0 , − x  cos ⁡  y  cos ⁡  z )


   h 11 =   <  φ  x x ,   N φ >  


  =  〈  (     f 2  ′ ′ , 0 , 0 , 0 ) ,  (  1    (     f 2   ′ 2 − 1 )    ( 1 , −  cos ⁡  y  sin ⁡  z     f 2 ′   , −  sin ⁡  y     f 2 ′     ,  cos ⁡  y  cos ⁡  z     f 2 ′ ) ) 〉


  = −       f 2  ′ ′    (     f 2   ′ 2 − 1 )  


   h 12 =   <  φ  x y ,   N φ >  


  =  〈  ( 0 ,  sin ⁡  y  sin ⁡  z , −  cos ⁡  y , −  sin ⁡  y  cos ⁡  z ) ,  (  1    (     f 2   ′ 2 − 1 )    ( 1 , −  cos ⁡  y  sin ⁡  z     f 2 ′   , −  sin ⁡  y     f 2 ′     ,  cos ⁡  y  cos ⁡  z     f 2 ′ ) ) 〉


  =  〈  ( 0 ,  sin ⁡  y  sin ⁡  z , −  cos ⁡  y , −  sin ⁡  y  cos ⁡  z ) ,  (  1    (     f 2   ′ 2 − 1 )    ( 1 , −  cos ⁡  y  sin ⁡  z     f 2 ′   , −  sin ⁡  y     f 2 ′     ,  cos ⁡  y  cos ⁡  z     f 2 ′ ) ) 〉


  =   0 −  cos ⁡  y  sin ⁡  y    sin 2 ⁡  z     f 2 ′ +  cos ⁡  y  sin ⁡  y     f 2 ′ −  cos ⁡  y  sin ⁡  y    cos 2 ⁡  z     f 2 ′    (     f 2   ′ 2 − 1 )  


  =   0 −  cos ⁡  y  sin ⁡  y    sin 2 ⁡  z     f 2 ′ +  cos ⁡  y  sin ⁡  y     f 2 ′ −  cos ⁡  y  sin ⁡  y    cos 2 ⁡  z     f 2 ′    (     f 2   ′ 2 − 1 )  


  =   −  cos ⁡  y  sin ⁡  y     f 2 ′  (    sin 2 ⁡  z +    cos 2 ⁡  z ) +  cos ⁡  y  sin ⁡  y     f 2 ′    (     f 2   ′ 2 − 1 )  


  =   −  cos ⁡  y  sin ⁡  y     f 2 ′  (    sin 2 ⁡  z +    cos 2 ⁡  z ) +  cos ⁡  y  sin ⁡  y     f 2 ′    (     f 2   ′ 2 − 1 )  


  = 0


   h 13 =   <  φ  x z ,   N φ >  


  =  〈  ( 0 , −  cos ⁡  y  cos ⁡  z , 0 , −  cos ⁡  y  sin ⁡  z ) ,  (  1    (     f 2   ′ 2 − 1 )    ( 1 , −  cos ⁡  y  sin ⁡  z     f 2 ′   , −  sin ⁡  y     f 2 ′     ,  cos ⁡  y  cos ⁡  z     f 2 ′ ) ) 〉


  =  〈  ( 0 , −  cos ⁡  y  cos ⁡  z , 0 , −  cos ⁡  y  sin ⁡  z ) ,  (  1    (     f 2   ′ 2 − 1 )    ( 1 , −  cos ⁡  y  sin ⁡  z     f 2 ′   , −  sin ⁡  y     f 2 ′     ,  cos ⁡  y  cos ⁡  z     f 2 ′ ) ) 〉


  =   0 +    cos 2 ⁡  y  cos ⁡  z  sin ⁡  z     f 2 ′ + 0 −    cos 2 ⁡  y  cos ⁡  z  sin ⁡  z     f 2 ′    (     f 2   ′ 2 − 1 )  


  =   0 +    cos 2 ⁡  y  cos ⁡  z  sin ⁡  z     f 2 ′ + 0 −    cos 2 ⁡  y  cos ⁡  z  sin ⁡  z     f 2 ′    (     f 2   ′ 2 − 1 )  


  = 0


   h 21 =   <  φ  y x ,   N φ >  


  =  〈  ( 0 ,  sin ⁡  y  sin ⁡  z , −  cos ⁡  y , −  sin ⁡  y  cos ⁡  z ) ,  (  1    (     f 2   ′ 2 − 1 )    ( 1 , −  cos ⁡  y  sin ⁡  z     f 2 ′   , −  sin ⁡  y     f 2 ′     ,  cos ⁡  y  cos ⁡  z     f 2 ′ ) ) 〉


  =   0 −  cos ⁡  y  sin ⁡  y    sin 2 ⁡  z     f 2 ′ +  cos ⁡  y  sin ⁡  y     f 2 ′ −  cos ⁡  y  sin ⁡  y    cos 2 ⁡  z     f 2 ′    (     f 2   ′ 2 − 1 )  


  =   0 −  cos ⁡  y  sin ⁡  y    sin 2 ⁡  z     f 2 ′ +  cos ⁡  y  sin ⁡  y     f 2 ′ −  cos ⁡  y  sin ⁡  y    cos 2 ⁡  z     f 2 ′    (     f 2   ′ 2 − 1 )  


  =   −  cos ⁡  y  sin ⁡  y     f 2 ′  (    sin 2 ⁡  z +    cos 2 ⁡  z ) +  cos ⁡  y  sin ⁡  y     f 2 ′    (     f 2   ′ 2 − 1 )  


  =   −  cos ⁡  y  sin ⁡  y     f 2 ′  (    sin 2 ⁡  z +    cos 2 ⁡  z ) +  cos ⁡  y  sin ⁡  y     f 2 ′    (     f 2   ′ 2 − 1 )  


  = 0


   h 22 =   <  φ  y y ,   N φ >  


  =  〈  ( 0 , x  cos ⁡  y  sin ⁡  z , x  sin ⁡  y , − x  cos ⁡  y  cos ⁡  z ) ,  (  1    (     f 2   ′ 2 − 1 )    ( 1 , −  cos ⁡  y  sin ⁡  z     f 2 ′   , −  sin ⁡  y     f 2 ′     ,  cos ⁡  y  cos ⁡  z     f 2 ′ ) ) 〉


  =  〈  ( 0 , x  cos ⁡  y  sin ⁡  z , x  sin ⁡  y , − x  cos ⁡  y  cos ⁡  z ) ,  (  1    (     f 2   ′ 2 − 1 )    ( 1 , −  cos ⁡  y  sin ⁡  z     f 2 ′   , −  sin ⁡  y     f 2 ′     ,  cos ⁡  y  cos ⁡  z     f 2 ′ ) ) 〉


  =   − x    cos 2 ⁡  y    sin 2 ⁡  z     f 2 ′ − x    sin 2 ⁡  y     f 2 ′ − x    cos 2 ⁡  y    cos 2 ⁡  z     f 2 ′    (     f 2   ′ 2 − 1 )  


  =   − x    cos 2 ⁡  y    sin 2 ⁡  z     f 2 ′ − x    sin 2 ⁡  y     f 2 ′ − x    cos 2 ⁡  y    cos 2 ⁡  z     f 2 ′    (     f 2   ′ 2 − 1 )  


  =   − x    cos 2 ⁡  y     f 2 ′  (    sin 2 ⁡  z +    cos 2 ⁡  z ) − x    sin 2 ⁡  y     f 2 ′    (     f 2   ′ 2 − 1 )  


  =   − x    cos 2 ⁡  y     f 2 ′  (    sin 2 ⁡  z +    cos 2 ⁡  z ) − x    sin 2 ⁡  y     f 2 ′    (     f 2   ′ 2 − 1 )  


  =   − x     f 2 ′  (    sin 2 ⁡  y +    cos 2 ⁡  y )    (     f 2   ′ 2 − 1 )  


  =   − x     f 2 ′  (    sin 2 ⁡  y +    cos 2 ⁡  y )    (     f 2   ′ 2 − 1 )  


  =   − x     f 2 ′    (     f 2   ′ 2 − 1 )     ,


  =   − x     f 2 ′    (     f 2   ′ 2 − 1 )     ,


   h 23 =   <  φ  y z ,   N φ >  


  =  〈  ( 0 , x  sin ⁡  y  cos ⁡  z , 0 , x  sin ⁡  y  sin ⁡  z ) ,  (  1    (     f 2   ′ 2 − 1 )    ( 1 , −  cos ⁡  y  sin ⁡  z     f 2 ′   , −  sin ⁡  y     f 2 ′     ,  cos ⁡  y  cos ⁡  z     f 2 ′ ) ) 〉


  =  〈  ( 0 , x  sin ⁡  y  cos ⁡  z , 0 , x  sin ⁡  y  sin ⁡  z ) ,  (  1    (     f 2   ′ 2 − 1 )    ( 1 , −  cos ⁡  y  sin ⁡  z     f 2 ′   , −  sin ⁡  y     f 2 ′     ,  cos ⁡  y  cos ⁡  z     f 2 ′ ) ) 〉


  =   0 − x  cos ⁡  y  sin ⁡  y  cos ⁡  z  sin ⁡  z     f 2 ′ + 0 + x  cos ⁡  y  sin ⁡  y  cos ⁡  z  sin ⁡  z     f 2 ′    (     f 2   ′ 2 − 1 )  


  = 0


   h 31 =   <  φ  z x ,   N φ >  


  =  〈  ( 0 , −  cos ⁡  y  cos ⁡  z , 0 , −  cos ⁡  y  sin ⁡  z ) ,  (  1    (     f 2   ′ 2 − 1 )    ( 1 , −  cos ⁡  y  sin ⁡  z     f 2 ′   , −  sin ⁡  y     f 2 ′     ,  cos ⁡  y  cos ⁡  z     f 2 ′ ) ) 〉


  =  〈  ( 0 , −  cos ⁡  y  cos ⁡  z , 0 , −  cos ⁡  y  sin ⁡  z ) ,  (  1    (     f 2   ′ 2 − 1 )    ( 1 , −  cos ⁡  y  sin ⁡  z     f 2 ′   , −  sin ⁡  y     f 2 ′     ,  cos ⁡  y  cos ⁡  z     f 2 ′ ) ) 〉


  =   0 +    cos 2 ⁡  y  cos ⁡  z  sin ⁡  z     f 2 ′ + 0 −    cos 2 ⁡  y  cos ⁡  z  sin ⁡  z     f 2 ′    (     f 2   ′ 2 − 1 )  


  =   0 +    cos 2 ⁡  y  cos ⁡  z  sin ⁡  z     f 2 ′ + 0 −    cos 2 ⁡  y  cos ⁡  z  sin ⁡  z     f 2 ′    (     f 2   ′ 2 − 1 )  


  = 0


   h 32 =   <  φ  z y ,   N φ >  


  =  〈  ( 0 , x  sin ⁡  y  cos ⁡  z , 0 , x  sin ⁡  y  sin ⁡  z ) ,  (  1    (     f 2   ′ 2 − 1 )    ( 1 , −  cos ⁡  y  sin ⁡  z     f 2 ′   , −  sin ⁡  y     f 2 ′     ,  cos ⁡  y  cos ⁡  z     f 2 ′ ) ) 〉


  =  〈  ( 0 , x  sin ⁡  y  cos ⁡  z , 0 , x  sin ⁡  y  sin ⁡  z ) ,  (  1    (     f 2   ′ 2 − 1 )    ( 1 , −  cos ⁡  y  sin ⁡  z     f 2 ′   , −  sin ⁡  y     f 2 ′     ,  cos ⁡  y  cos ⁡  z     f 2 ′ ) ) 〉


  =   0 − x  cos ⁡  y  sin ⁡  y  cos ⁡  z  sin ⁡  z     f 2 ′ + 0 + x  cos ⁡  y  sin ⁡  y  cos ⁡  z  sin ⁡  z     f 2 ′    (     f 2   ′ 2 − 1 )  


  =   0 − x  cos ⁡  y  sin ⁡  y  cos ⁡  z  sin ⁡  z     f 2 ′ + 0 + x  cos ⁡  y  sin ⁡  y  cos ⁡  z  sin ⁡  z     f 2 ′    (     f 2   ′ 2 − 1 )  


  = 0


  = 0


   h 33 =   <  φ  z z ,   N φ >  


  =  〈  ( 0 , x  cos ⁡  y  sin ⁡  z , 0 , − x  cos ⁡  y  cos ⁡  z ) ,  (  1    (     f 2   ′ 2 − 1 )    ( 1 , −  cos ⁡  y  sin ⁡  z     f 2 ′   , −  sin ⁡  y     f 2 ′     ,  cos ⁡  y  cos ⁡  z     f 2 ′ ) ) 〉


  =  〈  ( 0 , x  cos ⁡  y  sin ⁡  z , 0 , − x  cos ⁡  y  cos ⁡  z ) ,  (  1    (     f 2   ′ 2 − 1 )    ( 1 , −  cos ⁡  y  sin ⁡  z     f 2 ′   , −  sin ⁡  y     f 2 ′     ,  cos ⁡  y  cos ⁡  z     f 2 ′ ) ) 〉


  =   0 − x    cos 2 ⁡  y    sin 2 ⁡  z     f 2 ′ + 0 − x    cos 2 ⁡  y    cos 2 ⁡  z     f 2 ′    (     f 2   ′ 2 − 1 )  


  =   − x    cos 2 ⁡  y     f 2 ′  (    sin 2 ⁡  z +    cos 2 ⁡  z )    (     f 2   ′ 2 − 1 )  


  =   − x    cos 2 ⁡  y     f 2 ′  (    sin 2 ⁡  z +    cos 2 ⁡  z )    (     f 2   ′ 2 − 1 )  


  =   − x    cos 2 ⁡  y     f 2 ′    (     f 2   ′ 2 − 1 )  


  =   − x    cos 2 ⁡  y     f 2 ′    (     f 2   ′ 2 − 1 )  


   [  h  i j ] =  [    −       f 2  ′ ′  ( x )       f 2   ′ 2 − 1  0  0   0    − x     f 2 ′  ( x )       f 2   ′ 2 − 1  0   0  0    − x   c o s 2 y     f 2 ′  ( x )       f 2   ′ 2 − 1 ]                                                                                                                                                                            


   [   g  i j ] =  (     1 −   f 2 ′ 2 )  (   x 4    cos 2 ⁡  y )


   [   g  i j ]


   [   g  i j ] =  1   (     1 −   f 2 ′ 2 )  (   x 4    cos 2 ⁡  y )  [     (   x 4    cos 2 ⁡  y )  0  0   0   (     1 −   f 2 ′ 2 )  (   x 2    cos 2 ⁡  y )  0   0  0   (     1 −   f 2 ′ 2 )   x 2 ]


                  =  [     1      1 −   f 2 ′ 2  0  0   0   1    x 2  0   0  0   1    x 2    cos 2 ⁡  y ]


  d e t  [  h  i j ] =   −     f 2  ′ ′  ( x )       f 2   ′ 2 − 1       x 2   c o s 2 y     f 2 ′  ( x )     f 2 ′  ( x )       f 2   ′ 2 − 1      f 2   ′ 2 − 1 =   −   x 2   c o s 2 y     f 2  ′ ′  ( x )     f 2   ′ 2         f 2   ′ 2 − 1 3


   [  h  i j ] =   −        f 2   ′ 2 − 1 3    x 2    cos 2 ⁡  y     f 2  ′ ′  ( x )     f 2   ′ 2  [        x 2    cos 2 ⁡  y     f 2   ′ 2         f 2   ′ 2 − 1 2  0  0   0    x    cos 2 ⁡  y     f 2  ′ ′     f 2 ′         f 2   ′ 2 − 1 2  0   0  0    x     f 2  ′ ′     f 2 ′         f 2   ′ 2 − 1 2 ]


                    =  [      −      f 2   ′ 2 − 1      f 2  ′ ′  ( x )  0  0   0    −      f 2   ′ 2 − 1  x     f 2 ′  0   0  0    −      f 2   ′ 2 − 1  x    cos 2 ⁡  y     f 2 ′ ]                                                                                                                                    


   [  h  i j ] = −      f 2   ′ 2 − 1  [     1      f 2  ′ ′  ( x )  0  0   0   1  x     f 2 ′  0   0  0   1  x    cos 2 ⁡  y     f 2 ′ ]                                                                                                                                                                        


  S =  [     1  1 −     f 2   ′ 2  ( x )  0  0   0   1    x 2  0   0  0   1    x 2    cos 2 ⁡  y ]  [      −     f 2  ′ ′  ( x )       f 2   ′ 2 − 1  0  0   0    − x     f 2 ′  ( x )       f 2   ′ 2 − 1  0   0  0    − x    cos 2 ⁡  y     f 2 ′  ( x )       f 2   ′ 2 − 1 ]


        =  [      −     f 2  ′ ′  ( x )   ( 1 −     f 2   ′ 2 )      f 2   ′ 2 − 1  0  0   0    −     f 2 ′  ( x )  x      f 2   ′ 2 − 1  0   0  0    −     f 2 ′  ( x )  x      f 2   ′ 2 − 1 ]                                                                                                                                                                                      


  det ( S ) =  |      −     f 2  ′ ′  ( x )   ( 1 −     f 2   ′ 2 )      f 2   ′ 2 − 1  0  0   0    −     f 2 ′  ( x )  x      f 2   ′ 2 − 1  0   0  0    −     f 2 ′  ( x )  x      f 2   ′ 2 − 1 |


                            = −       f 2  ′ ′  ( x )   ( 1 −     f 2   ′ 2 )      f 2   ′ 2 − 1   x     f 2   ′ 2    x 3        f 2   ′ 2 − 1 2 =       f 2  ′ ′  ( x )     f 2   ′ 2    x 2  (     f 2   ′ 2 − 1 )        f 2   ′ 2 − 1 3


  K =       f 2  ′ ′  ( x )     f 2   ′ 2    x 2  (     f 2   ′ 2 − 1 )        f 2   ′ 2 − 1 3 =       f 2  ′ ′  ( x )     f 2   ′ 2    x 2    (     f 2   ′ 2 − 1 )   5 2


   |     f 2 ′ ( x ) | > 1 ,   ∀ x ∈ I


  𝛽  ( x ) =  (   f 2  ( x ) , 0 , 0 , x )


   ( 1 ,   0 ,   0 ,   0 )


  K =       f 2  ′ ′  ( x )     f 2   ′ 2    x 2    (     f 2   ′ 2 − 1 )   5 2


  i z  ( S ) =  (   −     f 2  ′ ′  ( x )   ( 1 −     f 2   ′ 2 )      f 2   ′ 2 − 1 −   2     f 2 ′  ( x )  x      f 2   ′ 2 − 1 )


  =   − 1       f 2   ′ 2 − 1  (       f 2  ′ ′  ( x )   ( 1 −     f 2   ′ 2 ) +   2     f 2 ′  ( x )  x )


   |     f 2 ′ ( x ) | > 1 ,   ∀ x ∈ I


  𝛽  ( x ) =  (   f 2  ( x ) , 0 , 0 , x )


   ( 1 ,   0 ,   0 ,   0 )


  H =  1  3      f 2   ′ 2 − 1  (       f 2  ′ ′  ( x )   (     f 2   ′ 2 − 1 ) −   2     f 2 ′  ( x )  x ) =       x     f 2  ′ ′ + 2     f 2 ′  ( 1 −     f 2   ′ 2 )  3 x (       f 2   ′ 2 − 1 )   3 2  


      f 2    ( x )  


  K =       f 2  ′ ′  ( x )     f 2   ′ 2    x 2    (     f 2   ′ 2 − 1 )   5 2


    f 2  ( x )  


  C =         f 2 ′ 3    x 6   (       f 2 ′ 2 − 1 )   3 2


  C


    C ′ =   3       x 6   f 2 ′ 2     f 2  ′ ′   (       f 2 ′ 2 − 1 )   3 2 −     6   x 5   f 2 ′ 3    (       f 2 ′ 2 − 1 )   3 2 −   3 x 6   (       f 2 ′ 2 − 1 )   1 2     f 2  ′ ′       f 2 ′ 4    x 12   (       f 2 ′ 2 − 1 ) 3


  =   3       x 6   f 2 ′ 2     f 2  ′ ′   (       f 2 ′ 2 − 1 )   3 2 −     6   x 5   f 2 ′ 3    (       f 2 ′ 2 − 1 )   3 2 −   3 x 6   (       f 2 ′ 2 − 1 )   1 2     f 2  ′ ′       f 2 ′ 4    x 12   (       f 2 ′ 2 − 1 ) 3


  =   3       x 6   f 2 ′ 2     f 2  ′ ′   (       f 2 ′ 2 − 1 )   3 2 −     6   x 5   f 2 ′ 3    (       f 2 ′ 2 − 1 )   3 2 −   3 x 6   (       f 2 ′ 2 − 1 )   1 2     f 2  ′ ′       f 2 ′ 4    x 12   (       f 2 ′ 2 − 1 ) 3


    C ′ =   3   x 6    (       f 2 ′ 2 − 1 )   1 2       f 2 ′ 2     f 2  ′ ′  [  (       f 2 ′ 2 − 1 ) −       f 2 ′ 2 ]    x 12   (       f 2 ′ 2 − 1 ) 3 −       6   f 2 ′ 3   x 5    (       f 2 ′ 2 − 1 )   3 2    x 12   (       f 2 ′ 2 − 1 ) 3


    C ′ = −   3       f 2 ′ 2     f 2  ′ ′    x 6    (       f 2 ′ 2 − 1 )   5 2 −       6   f 2 ′ 3    x 7    (       f 2 ′ 2 − 1 )   3 2


  K =       f 2  ′ ′  ( x )     f 2   ′ 2    x 2    (       f 2 ′ 2 − 1 )   5 2  


  C =         f 2 ′ 3    x 6   (       f 2 ′ 2 − 1 )   3 2


    C ′ = −   3 K    x 4 −   6 C  x


    C ′ =   − 3 K − 6   x 3 C    x 4


    C ′ +   6 C  x = −   3 K    x 4


    x 6


    x 6   C ′ + 6   x 5 C =   − 3 x 2 K


  (   x 6 C ) ′


     (   x 6 C ) ′ =   − 3 x 2 K


    x 6 C = c −   ∫ 1  x    3 t 2 K ( t ) d t


  c


      x 6


  C =   c − 3   ∫ 1  x    t 2 K ( t ) d t    x 6


  C =         f 2 ′ 3    x 6   (       f 2 ′ 2 − 1 )   3 2


          f 2 ′ 3    x 6   (       f 2 ′ 2 − 1 )   3 2 =   c − 3   ∫ 1  x    t 2 K ( t ) d t    x 6


    x 6


          f 2 ′ 3    (       f 2 ′ 2 − 1 )   3 2 = c − 3   ∫ 1  x    t 2 K ( t ) d t


        f 2 ′         f 2 ′ 2 − 1 =    ( c − 3   ∫ 1  x    t 2 K ( t ) d t )  1 / 3


    f 2 ′


          f 2 ′ 2        f 2 ′ 2 − 1 =    ( c − 3   ∫ 1  x    t 2 K ( t ) d t )  2 / 3


        f 2 ′ 2 =    ( c − 3   ∫ 1  x    t 2 K ( t ) d t )  2 / 3 (       f 2 ′ 2 − 1 )


        f 2 ′ 2    ( c − 3   ∫ 1  x    t 2 K ( t ) d t )  2 / 3 −       f 2 ′ 2 =    ( c − 3   ∫ 1  x    t 2 K ( t ) d t )  2 / 3


        f 2 ′ 2    ( c − 3   ∫ 1  x    t 2 K ( t ) d t )  2 / 3 −       f 2 ′ 2 =    ( c − 3   ∫ 1  x    t 2 K ( t ) d t )  2 / 3


        f 2 ′ 2 =      ( c − 3   ∫ 1  x    t 2 K ( t ) d t )  2 / 3     ( c − 3   ∫ 1  x    t 2 K ( t ) d t )  2 / 3 − 1


        f 2 ′ 2 =      ( c − 3   ∫ 1  x    t 2 K ( t ) d t )  2 / 3     ( c − 3   ∫ 1  x    t 2 K ( t ) d t )  2 / 3 − 1


    f 2 ′ =     d   f 2  d x


      f 2 ′  ( x ) =      ( c − 3   ∫ 1  x    t 2 K ( t ) d t )  1 / 3      ( c − 3   ∫ 1  x    t 2 K ( t ) d t )  2 / 3 − 1


    x 0 ∈ I


    f 2  ( x )


    f 2  ( x ) =   ∫    x 0  x       ( c − 3   ∫ 1  x    t 2 K ( t ) d t )  1 / 3      ( c − 3   ∫ 1  x    t 2 K ( t ) d t )  2 / 3 − 1 d x                                                                                                                                                                                                        


     ( c − 3   ∫ 1  x    t 2 K ( t ) d t )  2 / 3 > 1


   |     f 2 ′ ( x ) | > 1 ,   ∀ x ∈ I


   |    ( c − 3   ∫ 1  x    t 2 K ( t ) d t )  2 / 3 | > 1


    𝔼 1 4


  φ  ( x ,   y ,   z ) =  (   ∫    x 0  x       ( c − 3   ∫ 1  x    t 2 K ( t ) d t )  1 / 3      ( c − 3   ∫ 1  x    t 2 K ( t ) d t )  2 / 3 − 1 d x , − x  cos ⁡  y  sin ⁡  z , − x  sin ⁡  y , x  cos ⁡  y  cos ⁡  z )


  K =   0


    𝔼 1 4


  φ  ( x ,   y ,   z ) =  (     c   1 3    (   c   2 3 − 1 ) x   +   b , − x  cos ⁡  y  sin ⁡  z , − x  sin ⁡  y , x  cos ⁡  y  cos ⁡  z )


  x   ≠   0


  y   ∈   ( − 𝜋 / 2 ,   𝜋 / 2 )


   |     f 2 ′ | > 1


      f 2 ′ ≠ 0


  K =   0


      f 2  ′ ′


    f 2


     (     c   1 3    (   c   2 3 − 1 ) ) 2 =     c   2 3   (   c   2 3 ) − 1 > 1


  H =   2     f 2 ′  ( 1 −     f 2   ′ 2 ) + x     f 2  ′ ′  3 x   (       f 2 ′ 2 − 1 )   3 2


    f 2  ( x )  


  D =       f 2 ′ ( x )  x        f 2 ′ 2 − 1


  D


    D ′ =       x f 2  ′ ′        f 2 ′ 2 − 1 −     f 2 ′        f 2 ′ 2 − 1 − x  1 2 (         f 2 ′ 2 − 1 )    − 1 2 2       f 2 ′ 2     f 2  ′ ′    x 2 (       f 2 ′ 2 − 1 )


  =   x     f 2  ′ ′        f 2 ′ 2 − 1 −     f 2 ′        f 2 ′ 2 − 1 −       f 2 ′ 2 x (         f 2 ′ 2 − 1 )    − 1 2     f 2  ′ ′    x 2 (       f 2 ′ 2 − 1 )


  =   x     f 2  ′ ′        f 2 ′ 2 − 1 −     f 2 ′        f 2 ′ 2 − 1 −       f 2 ′ 2 x (         f 2 ′ 2 − 1 )    − 1 2     f 2  ′ ′    x 2 (       f 2 ′ 2 − 1 )


    D ′ =       x f 2  ′ ′  (       f 2 ′ 2 − 1 ) −     f 2 ′  (       f 2 ′ 2 − 1 ) −       f 2 ′ 2 x     f 2  ′ ′    x 2   (       f 2 ′ 2 − 1 )   3 2


  =   x     f 2  ′ ′ (       f 2 ′ 2 − 1 −       f 2 ′ 2 ) −     f 2 ′ (       f 2 ′ 2 − 1 )    x 2   (       f 2 ′ 2 − 1 )   3 2


  =   x     f 2  ′ ′ (       f 2 ′ 2 − 1 −       f 2 ′ 2 ) −     f 2 ′ (       f 2 ′ 2 − 1 )    x 2   (       f 2 ′ 2 − 1 )   3 2


    D ′ =     −   f 2  ′ ′ x −     f 2 ′ (       f 2 ′ 2 − 1 )    x 2   (       f 2 ′ 2 − 1 )   3 2      


  H =   2     f 2 ′  ( 1 −     f 2   ′ 2 ) + x     f 2  ′ ′  3 x   (       f 2 ′ 2 − 1 )   3 2


  D =       f 2 ′ ( x )  x        f 2 ′ 2 − 1


    D ′ = −   3 H  x −   3 D  x


    D ′ +   3 D  x = −   3 H  x


    x 3


    x 3   D ′ + 3   x 2   D


  − 3   x 2 H


    (   x 3 D ) ′


    (   x 3 D ) ′ = − 3   x 2 H


    x 3 D = c −   ∫ 1  x    3 t 2 H ( t ) d t


  c


      x 3


  D =   c − 3   ∫ 1  x    t 2 H ( t ) d t    x 3


  D =       f 2 ′ ( x )  x        f 2 ′ 2 − 1


        f 2 ′ ( x )  x        f 2 ′ 2 − 1 =   c − 3   ∫ 1  x    t 2 H ( t ) d t    x 3


  x


        f 2 ′ ( x )         f 2 ′ 2 − 1 =   c − 3   ∫ 1  x    t 2 H ( t ) d t    x 2


    f 2 ′


          f 2 ′ 2  (       f 2 ′ 2 − 1 ) =    (   c − 3   ∫ 1  x    t 2 H ( t ) d t    x 2 ) 2


          f 2 ′ 2  (       f 2 ′ 2 − 1 ) =      ( c − 3   ∫ 1  x    t 2 H ( t ) d t ) 2    x 4


                            f 2 ′ 2   x 4 =    ( c − 3   ∫ 1  x    t 2 H ( t ) d t ) 2 (       f 2 ′ 2 − 1 )


     ( c − 3   ∫ 1  x    t 2 H ( t ) d t ) 2       f 2 ′ 2 −       f 2 ′ 2   x 4 =    ( c − 3   ∫ 1  x    t 2 H ( t ) d t ) 2


     ( c − 3   ∫ 1  x    t 2 H ( t ) d t ) 2       f 2 ′ 2 −       f 2 ′ 2   x 4 =    ( c − 3   ∫ 1  x    t 2 H ( t ) d t ) 2


                  f 2 ′ 2 =      ( c − 3   ∫ 1  x    t 2 H ( t ) d t ) 2     ( c − 3   ∫ 1  x    t 2 H ( t ) d t ) 2 −   x 4


                  f 2 ′ 2 =      ( c − 3   ∫ 1  x    t 2 H ( t ) d t ) 2     ( c − 3   ∫ 1  x    t 2 H ( t ) d t ) 2 −   x 4


                        f 2 ′  ( x ) = ±   c − 3   ∫ 1  x    t 2 H ( t ) d t      ( c − 3   ∫ 1  x    t 2 H ( t ) d t ) 2 −   x 4


                        f 2 ′  ( x ) = ±   c − 3   ∫ 1  x    t 2 H ( t ) d t      ( c − 3   ∫ 1  x    t 2 H ( t ) d t ) 2 −   x 4


    x 0 ∈ I


    f 2  ( x )


    f 2  ( x ) = ±   ∫    x 0  x    c − 3   ∫ 1  x    t 2 H ( t ) d t      ( c − 3   ∫ 1  x    t 2 H ( t ) d t ) 2 −   x 4 d x  


     ( c − 3   ∫ 1  x    t 2 H ( t ) d t ) 2 >   x 4


   |     f 2 ′ ( x ) | > 1 ,   ∀ x ∈ I


     ( c − 3   ∫ 1  x    t 2 H ( t ) d t ) 2 >   x 4


    𝔼 1 4


  φ  ( x ,   y ,   z ) =  ( ±   ∫    x 0  x    c − 3   ∫ 1  x    t 2 H ( t ) d t      ( c − 3   ∫ 1  x    t 2 H ( t ) d t ) 2 −   x 4 d x , − x  cos ⁡  y  sin ⁡  z , − x  sin ⁡  y , x  cos ⁡  y  cos ⁡  z )


  H =   0


    𝔼 1 4


  φ  ( x ,   y ,   z ) =  ( d ±   ∫    x 0  x    c    (   c 2 −   t 4 ) d t , − x  cos ⁡  y  sin ⁡  z , − x  sin ⁡  y , x  cos ⁡  y  cos ⁡  z )


  0 <  | x | <   | c |


  H =   0


      f 2 ′ ( x )   = ±   c    (   c 2 −   x 4 )


     ( c ) 2 >   x 4  


    𝔼  𝟏  𝟒


    𝔼 1 4


    𝔼 1 4


  I ⊂ ℝ


    f 3  ( x ) : I ⊂ ℝ → ℝ


  x ∈ ℝ −  { 0 }


  𝜃  ( x ) =  ( x ,   f 3 ( x ) , 0 , 0 )


   |     f 3 ′ ( x ) | < 1 ,       f 3 ( x ) ≠ x  


  ∀ x ∈ I


   ( 1 ,   1 ,   0 ,   0 )


  𝛿  ( x ,   y ,   z )


  y ,   z ∈ ℝ


  𝛿  ( x ,   y ,   z ) =  [        y 2 +   z 2 2 + 1  −     y 2 +   z 2 2  y  z       y 2 +   z 2 2  1 −     y 2 +   z 2 2  y  z   y  − y  1  0   z  − z  0  1 ]  [    x     f 3 ( x )   0   0 ]


  𝛿  ( x ,   y ,   z ) =  (     (     y 2 +   z 2 2 + 1 ) x −     y 2 +   z 2 2   f 3  ( x ) ,     y 2 +   z 2 2 x +  ( 1 −     y 2 +   z 2 2 )   f 3  ( x ) ,   x y −   f 3  ( x ) y , x z −   z f 3  ( x ) )                              


  𝛿  ( x ,   y ,   z )


  x


  y


  z


    𝛿  x =   𝜕 𝛿  𝜕 x =  (        y 2 +   z 2 2 + 1 −     y 2 +   z 2 2     f 3 ′  ( x ) ,     y 2 +   z 2 2 +  ( 1 −     y 2 +   z 2 2 )     f 3 ′  ( x ) ,   y −     f 3 ′  ( x ) y , z −     f 3 ′  ( x ) z )


            =  (     (     y 2 +   z 2 2 )  ( 1 −     f 3 ′  ( x ) ) + 1 ,  (     y 2 +   z 2 2 )  ( 1 −     f 3 ′  ( x ) ) +     f 3 ′  ( x ) ,   y  ( 1 −     f 3 ′  ( x ) ) , z  ( 1 −     f 3 ′  ( x ) ) )        


    𝛿  y =   𝜕 𝛿  𝜕 y =  ( y x − y   f 3  ( x ) , y x − y   f 3  ( x ) , x −   f 3  ( x ) , 0 )


    𝛿  z =   𝜕 𝛿  𝜕 z =  ( z x − z   f 3  ( x ) , z x − z   f 3  ( x ) , 0 , x −   f 3  ( x ) )


      f 3 ′  ( x ) =   𝜕   f 3  ( x )  𝜕 x


  𝛿  ( x ,   y ,   z )


    𝛿  x ,   𝛿  y


    𝛿  z


    𝛿  x ×   𝛿  y ×   𝛿  z = d e t  [    −   e 1    e 2    e 3    e 4    (     y 2 +   z 2 2 )  ( 1 −     f 3 ′  ( x ) ) + 1   (     y 2 +   z 2 2 )  ( 1 −     f 3 ′  ( x ) ) +     f 3 ′  ( x )  y  ( 1 −     f 3 ′  ( x ) )  z  ( 1 −     f 3 ′  ( x ) )   y x − y   f 3  ( x )  y x − y   f 3  ( x )  x −   f 3  ( x )  0   z x − z   f 3  ( x )  z x − z   f 3  ( x )  0  x −   f 3  ( x ) ]


    𝛿  x ×   𝛿  y ×   𝛿  z = −  |     (     y 2 +   z 2 2 )  ( 1 −     f 3 ′  ( x ) ) +     f 3 ′  ( x )  y  ( 1 −     f 3 ′  ( x ) )  z  ( 1 −     f 3 ′  ( x ) )   y x − y   f 3  ( x )  x −   f 3  ( x )  0   z x − z   f 3  ( x )  0  x −   f 3  ( x ) |   e 1 −  |     (     y 2 +   z 2 2 )  ( 1 −     f 3 ′  ( x ) ) + 1  y  ( 1 −     f 3 ′  ( x ) )  z  ( 1 −     f 3 ′  ( x ) )   y x − y   f 3  ( x )  x −   f 3  ( x )  0   z x − z   f 3  ( x )  0  x −   f 3  ( x ) |   e 2 +  |     (     y 2 +   z 2 2 )  ( 1 −     f 3 ′  ( x ) ) + 1   (     y 2 +   z 2 2 )  ( 1 −     f 3 ′  ( x ) ) +     f 3 ′  ( x )  z  ( 1 −     f 3 ′  ( x ) )   y x − y   f 3  ( x )  y x − y   f 3  ( x )  0   z x − z   f 3  ( x )  z x − z   f 3  ( x )  x −   f 3  ( x ) |   e 3 −  |     (     y 2 +   z 2 2 )  ( 1 −     f 3 ′  ( x ) ) + 1   (     y 2 +   z 2 2 )  ( 1 −     f 3 ′  ( x ) ) +     f 3 ′  ( x )  y  ( 1 −     f 3 ′  ( x ) )   y x − y   f 3  ( x )  y x − y   f 3  ( x )  x −   f 3  ( x )   z x − z   f 3  ( x )  z x − z   f 3  ( x )  0 |   e 4


    𝛿  x ×   𝛿  y ×   𝛿  z = (   x −   f 3  ( x ) ) 2  (  (   1 −   f 3 ′  ( x ) )  (     y 2 +   z 2 2 ) −     f 3 ′  ( x ) )   e 1 + (   x −   f 3  ( x ) ) 2  (  (     y 2 +   z 2 2 )  (   1 −   f 3 ′  ( x ) ) − 1 )     e 2   + y (   x −   f 3  ( x ) ) 2  (   1 −   f 3 ′  ( x ) )     e 3


                                                              + z    ( x −   f 3  ( x ) ) 2  (   1 −   f 3 ′  ( x ) )   e 4                        


   ‖   𝛿  x ×   𝛿  y ×   𝛿  z ‖ =  (   x −   f 3  ( x ) ) 4 ( 1 −     f 3   ′ 2  ( x ) ) = (   x −   f 3  ( x ) ) 2  1 −     f 3   ′ 2


    N  𝛿 =   (   x −   f 3  ( x ) ) 2  (  (   1 −   f 3 ′  ( x ) )  (     y 2 +   z 2 2 ) −     f 3 ′  ( x ) )   e 1  (   x −   f 3  ( x ) ) 2  1 −     f 3   ′ 2


                  +   (   x −   f 3  ( x ) ) 2  (  (     y 2 +   z 2 2 )  (   1 −   f 3 ′  ( x ) ) − 1 )     e 2  (   x −   f 3  ( x ) ) 2  1 −     f 3   ′ 2


                  +   (   x −   f 3  ( x ) ) 2  (  (     y 2 +   z 2 2 )  (   1 −   f 3 ′  ( x ) ) − 1 )     e 2  (   x −   f 3  ( x ) ) 2  1 −     f 3   ′ 2


                  +   y (   x −   f 3  ( x ) ) 2  (   1 −   f 3 ′  ( x ) )     e 3  (   x −   f 3  ( x ) ) 2  1 −     f 3   ′ 2


                  +   y (   x −   f 3  ( x ) ) 2  (   1 −   f 3 ′  ( x ) )     e 3  (   x −   f 3  ( x ) ) 2  1 −     f 3   ′ 2


                  +   z  ( (   x −   f 3  ( x ) ) 2  (   1 −   f 3 ′  ( x ) ) )   e 4  (   x −   f 3  ( x ) ) 2  1 −     f 3   ′ 2


                  +   z  ( (   x −   f 3  ( x ) ) 2  (   1 −   f 3 ′  ( x ) ) )   e 4  (   x −   f 3  ( x ) ) 2  1 −     f 3   ′ 2


    N  𝛿 =     y 2 +   z 2 −     f 3 ′  (   y 2 +   z 2 + 2 ) ,   y 2 +   z 2 −     f 3 ′  (   y 2 +   z 2 ) − 2 , 2 y  ( 1 −     f 3 ′ ) , 2 z  ( 1 −     f 3 ′ )  2  1 −     f 3   ′ 2                    


  𝜀 =   < N  𝛿 ,   N  𝛿 >


  =      −     ( y 2 +   z 2 −     f 3 ′  (   y 2 +   z 2 + 2 ) ) 2 +    (   y 2 +   z 2 −     f 3 ′  (   y 2 +   z 2 ) − 2 ) 2   + 4   y 2    ( 1 −     f 3 ′ ) 2 + 4   z 2    ( 1 −     f 3 ′ ) 2  4  ( 1 −     f 3   ′ 2 )


  =      −     ( y 2 +   z 2 −     f 3 ′  (   y 2 +   z 2 + 2 ) ) 2 +    (   y 2 +   z 2 −     f 3 ′  (   y 2 +   z 2 ) − 2 ) 2   + 4   y 2    ( 1 −     f 3 ′ ) 2 + 4   z 2    ( 1 −     f 3 ′ ) 2  4  ( 1 −     f 3   ′ 2 )


  =         (   y 2 +   z 2 ) 2  ( 1 −     f 3   ′ 2 ) + 4     f 3 ′  (   y 2 +   z 2 ) − 4     f 3   ′ 2  (   y 2 +   z 2 ) − 4     f 3   ′ 2 − 4  (   y 2 +   z 2 )   + 4 −    (   y 2 +   z 2 ) 2  ( 1 −     f 3   ′ 2 ) + 4     f 3 ′  (   y 2 +   z 2 ) + 4   ( 1 −     f 3 ′ ) 2  (   y 2 +   z 2 )  4 ( 1 −     f 3   ′ 2 )


  =         (   y 2 +   z 2 ) 2  ( 1 −     f 3   ′ 2 ) + 4     f 3 ′  (   y 2 +   z 2 ) − 4     f 3   ′ 2  (   y 2 +   z 2 ) − 4     f 3   ′ 2 − 4  (   y 2 +   z 2 )   + 4 −    (   y 2 +   z 2 ) 2  ( 1 −     f 3   ′ 2 ) + 4     f 3 ′  (   y 2 +   z 2 ) + 4   ( 1 −     f 3 ′ ) 2  (   y 2 +   z 2 )  4 ( 1 −     f 3   ′ 2 )


  𝜀 = 1


    g 11 =  〈   𝛿  x ,   𝛿  x 〉


                  =  〈     (     (     y 2 +   z 2 2 )  ( 1 −     f 3 ′  ( x ) ) + 1 ,  (     y 2 +   z 2 2 )  ( 1 −     f 3 ′  ( x ) ) +     f 3 ′  ( x ) ,   y  ( 1 −     f 3 ′  ( x ) ) , z  ( 1 −     f 3 ′  ( x ) ) ) ,    (     (     y 2 +   z 2 2 )  ( 1 −     f 3 ′  ( x ) ) + 1 ,  (     y 2 +   z 2 2 )  ( 1 −     f 3 ′  ( x ) ) +     f 3 ′  ( x ) ,   y  ( 1 −     f 3 ′  ( x ) ) , z  ( 1 −     f 3 ′  ( x ) ) ) 〉


                  =  〈     (     (     y 2 +   z 2 2 )  ( 1 −     f 3 ′  ( x ) ) + 1 ,  (     y 2 +   z 2 2 )  ( 1 −     f 3 ′  ( x ) ) +     f 3 ′  ( x ) ,   y  ( 1 −     f 3 ′  ( x ) ) , z  ( 1 −     f 3 ′  ( x ) ) ) ,    (     (     y 2 +   z 2 2 )  ( 1 −     f 3 ′  ( x ) ) + 1 ,  (     y 2 +   z 2 2 )  ( 1 −     f 3 ′  ( x ) ) +     f 3 ′  ( x ) ,   y  ( 1 −     f 3 ′  ( x ) ) , z  ( 1 −     f 3 ′  ( x ) ) ) 〉


              = −  (   y 2 +   z 2 )  ( 1 −     f 3 ′  ( x ) )  ( 1 −     f 3 ′  ( x ) ) + +   y 2    ( 1 −     f 3 ′  ( x ) ) 2 +   z 2    ( 1 −     f 3 ′  ( x ) ) 2 − 1


                =       f 3 ′ 2  ( x ) − 1


 


  


                  =  〈        (     y 2 +   z 2 2 )  ( 1 −     f 3 ′  ( x ) ) + 1 ,  (     y 2 +   z 2 2 )  ( 1 −     f 3 ′  ( x ) ) +     f 3 ′  ( x ) ,   y  ( 1 −     f 3 ′  ( x ) ) , z  ( 1 −     f 3 ′  ( x ) )    ( y x − y   f 3  ( x ) , y x − y   f 3  ( x ) , x −   f 3  ( x ) , 0 ) 〉


                  =  〈        (     y 2 +   z 2 2 )  ( 1 −     f 3 ′  ( x ) ) + 1 ,  (     y 2 +   z 2 2 )  ( 1 −     f 3 ′  ( x ) ) +     f 3 ′  ( x ) ,   y  ( 1 −     f 3 ′  ( x ) ) , z  ( 1 −     f 3 ′  ( x ) )    ( y x − y   f 3  ( x ) , y x − y   f 3  ( x ) , x −   f 3  ( x ) , 0 ) 〉


                  =  ( − y x + y   f 3  ( x ) )  ( 1 −     f 3 ′  ( x ) ) + y  ( 1 −     f 3 ′  ( x ) )  ( x −   f 3  ( x ) ) − y  ( x −   f 3  ( x ) )  ( 1 −     f 3 ′  ( x ) ) + y  ( 1 −     f 3 ′  ( x ) )  ( x −   f 3  ( x ) )


                  =  ( − y x + y   f 3  ( x ) )  ( 1 −     f 3 ′  ( x ) ) + y  ( 1 −     f 3 ′  ( x ) )  ( x −   f 3  ( x ) ) − y  ( x −   f 3  ( x ) )  ( 1 −     f 3 ′  ( x ) ) + y  ( 1 −     f 3 ′  ( x ) )  ( x −   f 3  ( x ) )


  =  ( − y x + y   f 3  ( x ) )  ( 1 −     f 3 ′  ( x ) ) + y  ( 1 −     f 3 ′  ( x ) )  ( x −   f 3  ( x ) )


  =  ( − y x + y   f 3  ( x ) )  ( 1 −     f 3 ′  ( x ) ) + y  ( 1 −     f 3 ′  ( x ) )  ( x −   f 3  ( x ) )


  = 0 ,


    g 13 =  〈   𝛿  x ,   𝛿  z 〉


  =  〈     (     y 2 +   z 2 2 )  ( 1 −     f 3 ′  ( x ) ) + 1 ,  (     y 2 +   z 2 2 )  ( 1 −     f 3 ′  ( x ) ) +     f 3 ′  ( x ) ,   y  ( 1 −     f 3 ′  ( x ) ) , z  ( 1 −     f 3 ′  ( x ) ) ,    ( z x − z   f 3  ( x ) , z x − z   f 3  ( x ) , 0 , x −   f 3  ( x ) ) 〉


  =  〈     (     y 2 +   z 2 2 )  ( 1 −     f 3 ′  ( x ) ) + 1 ,  (     y 2 +   z 2 2 )  ( 1 −     f 3 ′  ( x ) ) +     f 3 ′  ( x ) ,   y  ( 1 −     f 3 ′  ( x ) ) , z  ( 1 −     f 3 ′  ( x ) ) ,    ( z x − z   f 3  ( x ) , z x − z   f 3  ( x ) , 0 , x −   f 3  ( x ) ) 〉


  =  ( − z x + z   f 3  ( x ) )  ( 1 −     f 3 ′  ( x ) ) + z  ( 1 −     f 3 ′  ( x ) )  ( x −   f 3  ( x ) )


  = 0 ,


    g 21 =  〈   𝛿  y ,   𝛿  x 〉  


  =  〈     ( y x − y   f 3  ( x ) , y x − y   f 3  ( x ) , x −   f 3  ( x ) , 0 ) ,    (     y 2 +   z 2 2 )  ( 1 −     f 3 ′  ( x ) ) + 1 ,  (     y 2 +   z 2 2 )  ( 1 −     f 3 ′  ( x ) ) +     f 3 ′  ( x ) , y  ( 1 −     f 3 ′  ( x ) ) , z  ( 1 −     f 3 ′  ( x ) ) 〉


  =  〈     ( y x − y   f 3  ( x ) , y x − y   f 3  ( x ) , x −   f 3  ( x ) , 0 ) ,    (     y 2 +   z 2 2 )  ( 1 −     f 3 ′  ( x ) ) + 1 ,  (     y 2 +   z 2 2 )  ( 1 −     f 3 ′  ( x ) ) +     f 3 ′  ( x ) , y  ( 1 −     f 3 ′  ( x ) ) , z  ( 1 −     f 3 ′  ( x ) ) 〉


  =  ( − y x + y   f 3  ( x ) )  ( 1 −     f 3 ′  ( x ) ) + y  ( 1 −     f 3 ′  ( x ) )  ( x −   f 3  ( x ) )


  =  ( − y x + y   f 3  ( x ) )  ( 1 −     f 3 ′  ( x ) ) + y  ( 1 −     f 3 ′  ( x ) )  ( x −   f 3  ( x ) )


  = 0 ,


    g 22 =  〈   𝛿  y ,   𝛿  y 〉


  =  〈  ( y x − y   f 3  ( x ) , y x − y   f 3  ( x ) , x −   f 3  ( x ) , 0 ) ,  ( y x − y   f 3  ( x ) , y x − y   f 3  ( x ) , x −   f 3  ( x ) , 0 ) 〉


  =  〈  ( y x − y   f 3  ( x ) , y x − y   f 3  ( x ) , x −   f 3  ( x ) , 0 ) ,  ( y x − y   f 3  ( x ) , y x − y   f 3  ( x ) , x −   f 3  ( x ) , 0 ) 〉


                  = −   x 2   y 2 + 2 x   y 2   f 3  ( x ) −   y 2     f 3 2  ( x ) +   x 2   y 2 − 2 x   y 2   f 3  ( x )


                  = −   x 2   y 2 + 2 x   y 2   f 3  ( x ) −   y 2     f 3 2  ( x ) +   x 2   y 2 − 2 x   y 2   f 3  ( x )


                        +   y 2     f 3 2  ( x ) +   x 2 − 2 x   f 3  ( x ) +     f 3 2  ( x )


                        +   y 2     f 3 2  ( x ) +   x 2 − 2 x   f 3  ( x ) +     f 3 2  ( x )


    =  ( x −   f 3  ( x ) ) 2


    g 23 =  〈   𝛿  y ,   𝛿  z 〉


  =  〈  ( y x − y   f 3  ( x ) , y x − y   f 3  ( x ) , x −   f 3  ( x ) , 0 ) ,  ( z x − z   f 3  ( x ) , z x − z   f 3  ( x ) , 0 , x −   f 3  ( x ) ) 〉


  =  〈  ( y x − y   f 3  ( x ) , y x − y   f 3  ( x ) , x −   f 3  ( x ) , 0 ) ,  ( z x − z   f 3  ( x ) , z x − z   f 3  ( x ) , 0 , x −   f 3  ( x ) ) 〉


  =  ( − y x + y   f 3  ( x ) ) z  ( x −   f 3  ( x ) ) + y  ( x −   f 3  ( x ) ) z  ( x −   f 3  ( x ) )


  =  ( − y x + y   f 3  ( x ) ) z  ( x −   f 3  ( x ) ) + y  ( x −   f 3  ( x ) ) z  ( x −   f 3  ( x ) )


  = 0 ,


    g 31 =  〈   𝛿  z ,   𝛿  x 〉


  =  〈     ( z x − z   f 3  ( x ) , z x − z   f 3  ( x ) , 0 , x −   f 3  ( x ) ) ,      (     y 2 +   z 2 2 )  ( 1 −     f 3 ′  ( x ) ) + 1 ,  (     y 2 +   z 2 2 )  ( 1 −     f 3 ′  ( x ) ) +     f 3 ′  ( x ) , y  ( 1 −     f 3 ′  ( x ) ) , z  ( 1 −     f 3 ′  ( x ) ) 〉


  =  〈     ( z x − z   f 3  ( x ) , z x − z   f 3  ( x ) , 0 , x −   f 3  ( x ) ) ,      (     y 2 +   z 2 2 )  ( 1 −     f 3 ′  ( x ) ) + 1 ,  (     y 2 +   z 2 2 )  ( 1 −     f 3 ′  ( x ) ) +     f 3 ′  ( x ) , y  ( 1 −     f 3 ′  ( x ) ) , z  ( 1 −     f 3 ′  ( x ) ) 〉


  =  ( − z x + z   f 3  ( x ) )  ( 1 −     f 3 ′  ( x ) ) +  ( z x − z   f 3  ( x ) )  ( 1 −     f 3 ′  ( x ) )


  =  ( − z x + z   f 3  ( x ) )  ( 1 −     f 3 ′  ( x ) ) +  ( z x − z   f 3  ( x ) )  ( 1 −     f 3 ′  ( x ) )


  = 0 ,


    g 32 =  〈   𝛿  z ,   𝛿  y 〉


  =  〈  ( z x − z   f 3  ( x ) , z x − z   f 3  ( x ) , 0 , x −   f 3  ( x ) ) ,    ( y x − y   f 3  ( x ) , y x − y   f 3  ( x ) , x −   f 3  ( x ) , 0 ) 〉


  =  〈  ( z x − z   f 3  ( x ) , z x − z   f 3  ( x ) , 0 , x −   f 3  ( x ) ) ,    ( y x − y   f 3  ( x ) , y x − y   f 3  ( x ) , x −   f 3  ( x ) , 0 ) 〉


  =  ( − z x + z   f 3  ( x ) )  ( x y − y   f 3  ( x ) ) +  ( z x − z   f 3  ( x ) )  ( x y − y   f 3  ( x ) )


  =  ( − z x + z   f 3  ( x ) )  ( x y − y   f 3  ( x ) ) +  ( z x − z   f 3  ( x ) )  ( x y − y   f 3  ( x ) )


  = 0


    g 33 =  〈   𝛿  z ,   𝛿  z 〉


  =  〈  ( z x − z   f 3  ( x ) , z x − z   f 3  ( x ) , 0 , x −   f 3  ( x ) ) ,    ( z x − z   f 3  ( x ) , z x − z   f 3  ( x ) , 0 , x −   f 3  ( x ) ) 〉


  =  〈  ( z x − z   f 3  ( x ) , z x − z   f 3  ( x ) , 0 , x −   f 3  ( x ) ) ,    ( z x − z   f 3  ( x ) , z x − z   f 3  ( x ) , 0 , x −   f 3  ( x ) ) 〉


  =   −  ( z x − z   f 3  ( x ) ) 2 +    ( z x − z   f 3  ( x ) ) 2 +    ( x −   f 3  ( x ) ) 2


  =   −  ( z x − z   f 3  ( x ) ) 2 +    ( z x − z   f 3  ( x ) ) 2 +    ( x −   f 3  ( x ) ) 2


  =    ( x −   f 3  ( x ) ) 2


   [   g  i j ]


   [          f 3 ′ 2 − 1  0  0   0     ( x −   f 3 ) 2  0   0  0     ( x −   f 3 ) 2 ]


                          𝛿  x x =     𝜕 2 𝛿  𝜕   x 2 =  ( −  (     y 2 +   z 2 2 )     f 3  ′ ′ ,     f 3  ′ ′ −     y 2 +   z 2 2     f 3  ′ ′ , −     f 3  ′ ′ y , −     f 3  ′ ′ z )


    𝛿  x y =     𝜕 2 𝛿  𝜕 x 𝜕 y =  ( y − y     f 3 ′ , y − y     f 3 ′ , 1 −     f 3 ′ , 0 )


    𝛿  x z =     𝜕 2 𝛿  𝜕 x 𝜕 z =  ( z − z     f 3 ′ , z − z     f 3 ′ , 0 , 1 −     f 3 ′ )


    𝛿  y x =     𝜕 2 𝛿  𝜕 y 𝜕 x =  ( y − y     f 3 ′ , y − y     f 3 ′ , 1 −     f 3 ′ , 0 )


    𝛿  y y =     𝜕 2 𝛿  𝜕   y 2 =  ( x −   f 3 , x −   f 3 , 0 , 0 )


    𝛿  y z =     𝜕 2 𝛿  𝜕 y 𝜕 z =  ( 0 , 0 , 0 , 0 )


    𝛿  z x =     𝜕 2 𝛿  𝜕 z 𝜕 x =  ( z − z     f 3 ′ , z − z     f 3 ′ , 0 , 1 −     f 3 ′ )


    𝛿  z y =     𝜕 2 𝛿  𝜕 z 𝜕 y =  ( 0 , 0 , 0 , 0 )


    𝛿  z z =     𝜕 2 𝛿  𝜕   z 2 =  ( x −   f 3 , x −   f 3 , 0 , 0 )


   h 11 =   <   𝛿  x x ,   N  𝛿 >  


  =  〈     ( −  (     y 2 +   z 2 2 )     f 3  ′ ′ ,     f 3  ′ ′ −     y 2 +   z 2 2     f 3  ′ ′ , −     f 3  ′ ′ y , −     f 3  ′ ′ z ) ,    (     y 2 +   z 2 −     f 3 ′  (   y 2 +   z 2 + 2 ) ,   y 2 +   z 2 −     f 3 ′  (   y 2 +   z 2 ) − 2 , 2 y  ( 1 −     f 3 ′ ) , 2 z  ( 1 −     f 3 ′ )  2  1 −     f 3   ′ 2 ) 〉


  =  〈     ( −  (     y 2 +   z 2 2 )     f 3  ′ ′ ,     f 3  ′ ′ −     y 2 +   z 2 2     f 3  ′ ′ , −     f 3  ′ ′ y , −     f 3  ′ ′ z ) ,    (     y 2 +   z 2 −     f 3 ′  (   y 2 +   z 2 + 2 ) ,   y 2 +   z 2 −     f 3 ′  (   y 2 +   z 2 ) − 2 , 2 y  ( 1 −     f 3 ′ ) , 2 z  ( 1 −     f 3 ′ )  2  1 −     f 3   ′ 2 ) 〉


  = −       f 3  ′ ′       1 −   f 3 ′ 2  


   h 12 =   <   𝛿  x y ,   N  𝛿 >  


  =  〈  ( y − y     f 3 ′ , y − y     f 3 ′ , 1 −     f 3 ′ , 0 )   ,  (     y 2 +   z 2 −     f 3 ′  (   y 2 +   z 2 + 2 ) ,   y 2 +   z 2 −     f 3 ′  (   y 2 +   z 2 ) − 2 , 2 y  ( 1 −     f 3 ′ ) , 2 z  ( 1 −     f 3 ′ )  2  1 −     f 3   ′ 2 ) 〉


  =  〈  ( y − y     f 3 ′ , y − y     f 3 ′ , 1 −     f 3 ′ , 0 )   ,  (     y 2 +   z 2 −     f 3 ′  (   y 2 +   z 2 + 2 ) ,   y 2 +   z 2 −     f 3 ′  (   y 2 +   z 2 ) − 2 , 2 y  ( 1 −     f 3 ′ ) , 2 z  ( 1 −     f 3 ′ )  2  1 −     f 3   ′ 2 ) 〉


  =   2     f 3 ′ y  ( 1 −     f 3 ′ ) − 2 y  ( 1 −     f 3 ′ ) + 2 y    ( 1 −     f 3 ′ ) 2  2      1 −   f 3 ′ 2  


  =   2     f 3 ′ y  ( 1 −     f 3 ′ ) − 2 y  ( 1 −     f 3 ′ ) + 2 y    ( 1 −     f 3 ′ ) 2  2      1 −   f 3 ′ 2  


  =   − 2 y    ( 1 −     f 3 ′ ) 2 + 2 y    ( 1 −     f 3 ′ ) 2  2      1 −   f 3 ′ 2  


  =   − 2 y    ( 1 −     f 3 ′ ) 2 + 2 y    ( 1 −     f 3 ′ ) 2  2      1 −   f 3 ′ 2  


  = 0


   h 13 =   <   𝛿  x z ,   N  𝛿 >


  =  〈  ( z − z     f 3 ′ , z − z     f 3 ′ , 0 , 1 −     f 3 ′ )   ,  (     y 2 +   z 2 −     f 3 ′  (   y 2 +   z 2 + 2 ) ,   y 2 +   z 2 −     f 3 ′  (   y 2 +   z 2 ) − 2 , 2 y  ( 1 −     f 3 ′ ) , 2 z  ( 1 −     f 3 ′ )  2  1 −     f 3   ′ 2 ) 〉


  =  〈  ( z − z     f 3 ′ , z − z     f 3 ′ , 0 , 1 −     f 3 ′ )   ,  (     y 2 +   z 2 −     f 3 ′  (   y 2 +   z 2 + 2 ) ,   y 2 +   z 2 −     f 3 ′  (   y 2 +   z 2 ) − 2 , 2 y  ( 1 −     f 3 ′ ) , 2 z  ( 1 −     f 3 ′ )  2  1 −     f 3   ′ 2 ) 〉


  =   2 z  ( 1 −     f 3 ′ )     f 3 ′ − 2 z  ( 1 −     f 3 ′ ) + 2 z    ( 1 −     f 3 ′ ) 2  2      1 −   f 3 ′ 2  


  =   2 z  ( 1 −     f 3 ′ )     f 3 ′ − 2 z  ( 1 −     f 3 ′ ) + 2 z    ( 1 −     f 3 ′ ) 2  2      1 −   f 3 ′ 2  


  =   − 2 z    ( 1 −     f 3 ′ ) 2 + 2 z    ( 1 −     f 3 ′ ) 2  2      1 −   f 3 ′ 2  


  =   − 2 z    ( 1 −     f 3 ′ ) 2 + 2 z    ( 1 −     f 3 ′ ) 2  2      1 −   f 3 ′ 2  


  = 0


   h 21 =   <   𝛿  y x ,   N  𝛿 >  


  =  〈  ( y − y     f 3 ′ , y − y     f 3 ′ , 1 −     f 3 ′ , 0 )   ,  (     y 2 +   z 2 −     f 3 ′  (   y 2 +   z 2 + 2 ) ,   y 2 +   z 2 −     f 3 ′  (   y 2 +   z 2 ) − 2 , 2 y  ( 1 −     f 3 ′ ) , 2 z  ( 1 −     f 3 ′ )  2  1 −     f 3   ′ 2 ) 〉


  =  〈  ( y − y     f 3 ′ , y − y     f 3 ′ , 1 −     f 3 ′ , 0 )   ,  (     y 2 +   z 2 −     f 3 ′  (   y 2 +   z 2 + 2 ) ,   y 2 +   z 2 −     f 3 ′  (   y 2 +   z 2 ) − 2 , 2 y  ( 1 −     f 3 ′ ) , 2 z  ( 1 −     f 3 ′ )  2  1 −     f 3   ′ 2 ) 〉


  =   2 y  ( 1 −     f 3 ′ )  (     f 3 ′ − 1 ) + 2 y    ( 1 −     f 3 ′ ) 2  2      1 −   f 3 ′ 2  


  =   − 2 y    ( 1 −     f 3 ′ ) 2 + 2 y    ( 1 −     f 3 ′ ) 2  2      1 −   f 3 ′ 2  


  =   − 2 y    ( 1 −     f 3 ′ ) 2 + 2 y    ( 1 −     f 3 ′ ) 2  2      1 −   f 3 ′ 2  


  = 0


   h 22 =   <   𝛿  y y ,   N  𝛿 >


  =  〈  ( x −   f 3 , x −   f 3 , 0 , 0 )   ,  (     y 2 +   z 2 −     f 3 ′  (   y 2 +   z 2 + 2 ) ,   y 2 +   z 2 −     f 3 ′  (   y 2 +   z 2 ) − 2 , 2 y  ( 1 −     f 3 ′ ) , 2 z  ( 1 −     f 3 ′ )  2  1 −     f 3   ′ 2 ) 〉


  =  〈  ( x −   f 3 , x −   f 3 , 0 , 0 )   ,  (     y 2 +   z 2 −     f 3 ′  (   y 2 +   z 2 + 2 ) ,   y 2 +   z 2 −     f 3 ′  (   y 2 +   z 2 ) − 2 , 2 y  ( 1 −     f 3 ′ ) , 2 z  ( 1 −     f 3 ′ )  2  1 −     f 3   ′ 2 ) 〉


  =   2  ( x −   f 3 )  (     f 3 ′ − 1 )  2      1 −   f 3 ′ 2  


  =   2  ( x −   f 3 )  (     f 3 ′ − 1 )  2      1 −   f 3 ′ 2  


  =    ( x −   f 3 )  (     f 3 ′ − 1 )       1 −   f 3 ′ 2   ,


  =    ( x −   f 3 )  (     f 3 ′ − 1 )       1 −   f 3 ′ 2   ,


   h 23 =   <   𝛿  y z ,   N  𝛿 >  


   h 23 =   <   𝛿  y z ,   N  𝛿 >  


  =  〈  ( 0 , 0 , 0 , 0 )   ,  (     y 2 +   z 2 −     f 3 ′  (   y 2 +   z 2 + 2 ) ,   y 2 +   z 2 −     f 3 ′  (   y 2 +   z 2 ) − 2 , 2 y  ( 1 −     f 3 ′ ) , 2 z  ( 1 −     f 3 ′ )  2  1 −     f 3   ′ 2 ) 〉


  =  〈  ( 0 , 0 , 0 , 0 )   ,  (     y 2 +   z 2 −     f 3 ′  (   y 2 +   z 2 + 2 ) ,   y 2 +   z 2 −     f 3 ′  (   y 2 +   z 2 ) − 2 , 2 y  ( 1 −     f 3 ′ ) , 2 z  ( 1 −     f 3 ′ )  2  1 −     f 3   ′ 2 ) 〉


  = 0


   h 31 =   <   𝛿  z x ,   N  𝛿 >


  =  〈  ( z − z     f 3 ′ , z − z     f 3 ′ , 0 , 1 −     f 3 ′ )   ,  (     y 2 +   z 2 −     f 3 ′  (   y 2 +   z 2 + 2 ) ,   y 2 +   z 2 −     f 3 ′  (   y 2 +   z 2 ) − 2 , 2 y  ( 1 −     f 3 ′ ) , 2 z  ( 1 −     f 3 ′ )  2  1 −     f 3   ′ 2 ) 〉


  =  〈  ( z − z     f 3 ′ , z − z     f 3 ′ , 0 , 1 −     f 3 ′ )   ,  (     y 2 +   z 2 −     f 3 ′  (   y 2 +   z 2 + 2 ) ,   y 2 +   z 2 −     f 3 ′  (   y 2 +   z 2 ) − 2 , 2 y  ( 1 −     f 3 ′ ) , 2 z  ( 1 −     f 3 ′ )  2  1 −     f 3   ′ 2 ) 〉


  =   2  ( z −   z   f 3 ′ )  (     f 3 ′ − 1 ) + 2 z    ( 1 −     f 3 ′ ) 2  2      1 −   f 3 ′ 2  


  =   2  ( z −   z   f 3 ′ )  (     f 3 ′ − 1 ) + 2 z    ( 1 −     f 3 ′ ) 2  2      1 −   f 3 ′ 2  


  =   − 2 z    ( 1 −     f 3 ′ ) 2 + 2 z    ( 1 −     f 3 ′ ) 2  2      1 −   f 3 ′ 2  


  =   − 2 z    ( 1 −     f 3 ′ ) 2 + 2 z    ( 1 −     f 3 ′ ) 2  2      1 −   f 3 ′ 2  


  = 0


   h 32 =   <   𝛿  z y ,   N  𝛿 >


  =  〈  ( 0 , 0 , 0 , 0 )   ,  (     y 2 +   z 2 −     f 3 ′  (   y 2 +   z 2 + 2 ) ,   y 2 +   z 2 −     f 3 ′  (   y 2 +   z 2 ) − 2 , 2 y  ( 1 −     f 3 ′ ) , 2 z  ( 1 −     f 3 ′ )  2  1 −     f 3   ′ 2 ) 〉


  =  〈  ( 0 , 0 , 0 , 0 )   ,  (     y 2 +   z 2 −     f 3 ′  (   y 2 +   z 2 + 2 ) ,   y 2 +   z 2 −     f 3 ′  (   y 2 +   z 2 ) − 2 , 2 y  ( 1 −     f 3 ′ ) , 2 z  ( 1 −     f 3 ′ )  2  1 −     f 3   ′ 2 ) 〉


  = 0


  = 0


 


  


  =  〈  ( x −   f 3 , x −   f 3 , 0 , 0 )   ,  (     y 2 +   z 2 −     f 3 ′  (   y 2 +   z 2 + 2 ) ,   y 2 +   z 2 −     f 3 ′  (   y 2 +   z 2 ) − 2 , 2 y  ( 1 −     f 3 ′ ) , 2 z  ( 1 −     f 3 ′ )  2  1 −     f 3   ′ 2 ) 〉


  =  〈  ( x −   f 3 , x −   f 3 , 0 , 0 )   ,  (     y 2 +   z 2 −     f 3 ′  (   y 2 +   z 2 + 2 ) ,   y 2 +   z 2 −     f 3 ′  (   y 2 +   z 2 ) − 2 , 2 y  ( 1 −     f 3 ′ ) , 2 z  ( 1 −     f 3 ′ )  2  1 −     f 3   ′ 2 ) 〉


  =      −  ( x −   f 3 )  (   y 2 +   z 2 ) +  ( x −   f 3 )  (   y 2 +   z 2 )     f 3 ′ + 2  ( x −   f 3 )     f 3 ′ +    ( x −   f 3 )  (   y 2 +   z 2 ) − 2  ( x −   f 3 ) −  ( x −   f 3 )  (   y 2 +   z 2 )     f 3 ′  2      1 −   f 3 ′ 2  


  =      −  ( x −   f 3 )  (   y 2 +   z 2 ) +  ( x −   f 3 )  (   y 2 +   z 2 )     f 3 ′ + 2  ( x −   f 3 )     f 3 ′ +    ( x −   f 3 )  (   y 2 +   z 2 ) − 2  ( x −   f 3 ) −  ( x −   f 3 )  (   y 2 +   z 2 )     f 3 ′  2      1 −   f 3 ′ 2  


  =    ( x −   f 3 )  (     f 3 ′ − 1 )       1 −   f 3 ′ 2  


  =    ( x −   f 3 )  (     f 3 ′ − 1 )       1 −   f 3 ′ 2  


   [  h  i j ] =  1   1 −       f 3 ′ 2  [    −     f 3  ′ ′  0  0   0   ( x −   f 3 )  (     f 3 ′ − 1 )  0   0  0   ( x −   f 3 )  (     f 3 ′ − 1 ) ]                                                                                     ( 5 . 11 )


   [   g  i j ] =  (       f 3 ′ 2 − 1 )    ( x −   f 3 ) 4


   [   g  i j ]


   [   g  i j ] =  1   (       f 3 ′ 2 − 1 )    ( x −   f 3 ) 4  [       ( x −   f 3 ) 4  0  0   0   (       f 3 ′ 2 − 1 )    ( x −   f 3 ) 2  0   0  0   (       f 3 ′ 2 − 1 )    ( x −   f 3 ) 2 ]


              =  [     1        f 3 ′ 2 − 1  0  0   0   1     ( x −   f 3 ) 2  0   0  0   1     ( x −   f 3 ) 2 ]


  d e t  [  h  i j ] = −      ( x −   f 3 ) 2  1 −       f 3 ′ 2     f 3  ′ ′     (   1 +   f 3 ′ ) 2


   [  h  i j ] = −      (   1 +   f 3 ′ ) 2     ( x −   f 3 ) 2  1 −       f 3 ′ 2     f 3  ′ ′    [         ( x −   f 3 ) 2    (     f 3 ′ − 1 ) 2  1 −       f 3 ′ 2  0  0   0    −  ( x −   f 3 )  (     f 3 ′ − 1 )     f 3  ′ ′  1 −       f 3 ′ 2  0   0  0    −  ( x −   f 3 )  (     f 3 ′ − 1 )     f 3  ′ ′  1 −       f 3 ′ 2 ]


  =  [      −    (   1 +   f 3 ′ ) 2    ( x −   f 3 ) 2    (     f 3 ′ − 1 ) 2     ( x −   f 3 ) 2  1 −       f 3 ′ 2     f 3  ′ ′ ( 1 −       f 3 ′ 2 )  0  0   0       (   1 +   f 3 ′ ) 2  ( x −   f 3 )  (     f 3 ′ − 1 )     f 3  ′ ′     ( x −   f 3 ) 2  1 −       f 3 ′ 2     f 3  ′ ′ ( 1 −       f 3 ′ 2 )  0   0  0       (   1 +   f 3 ′ ) 2  ( x −   f 3 )  (     f 3 ′ − 1 )     f 3  ′ ′     ( x −   f 3 ) 2  1 −       f 3 ′ 2     f 3  ′ ′ ( 1 −       f 3 ′ 2 ) ]


                                                                                                                                     


   [  h  i j ] =  [      −  1 −       f 3 ′ 2      f 3  ′ ′  0  0   0    −  (   1 +   f 3 ′ )   ( x −   f 3 )  1 −       f 3 ′ 2  0   0  0    −  (   1 +   f 3 ′ )   ( x −   f 3 )  1 −       f 3 ′ 2 ]                                                                                              


  S =    [     1        f 3 ′ 2 − 1  0  0   0   1     ( x −   f 3 ) 2  0   0  0   1     ( x −   f 3 ) 2 ]    [    −       f 3  ′ ′   1 −       f 3 ′ 2  0  0   0     ( x −   f 3 )  (     f 3 ′ − 1 )   1 −       f 3 ′ 2  0   0  0     ( x −   f 3 )  (     f 3 ′ − 1 )   1 −       f 3 ′ 2 ]


    =  [    −       f 3  ′ ′      (   f 3 ′ 2 − 1 )  1 −       f 3 ′ 2  0  0   0     ( x −   f 3 )  (     f 3 ′ − 1 )     ( x −   f 3 ) 2  1 −       f 3 ′ 2  0   0  0     ( x −   f 3 )  (     f 3 ′ − 1 )     ( x −   f 3 ) 2  1 −       f 3 ′ 2 ]


    =  [    −       f 3  ′ ′      (   f 3 ′ 2 − 1 )  1 −       f 3 ′ 2  0  0   0     ( x −   f 3 )  (     f 3 ′ − 1 )     ( x −   f 3 ) 2  1 −       f 3 ′ 2  0   0  0     ( x −   f 3 )  (     f 3 ′ − 1 )     ( x −   f 3 ) 2  1 −       f 3 ′ 2 ]


  =  1   1 −       f 3 ′ 2    [    −       f 3  ′ ′      (   f 3 ′ 2 − 1 )  0  0   0     ( x −   f 3 )  (     f 3 ′ − 1 )     ( x −   f 3 ) 2  0   0  0     ( x −   f 3 )  (     f 3 ′ − 1 )     ( x −   f 3 ) 2 ]


                                                     


  det ( S ) =  |    −       f 3  ′ ′      (   f 3 ′ 2 − 1 )  1 −       f 3 ′ 2  0  0   0     (     f 3 ′ − 1 )   ( x −   f 3 )  1 −       f 3 ′ 2  0   0  0     (     f 3 ′ − 1 )   ( x −   f 3 )  1 −       f 3 ′ 2 |


  = −       f 3  ′ ′      (   f 3 ′ 2 − 1 )  1 −       f 3 ′ 2      (     f 3 ′ − 1 )   ( x −   f 3 )  1 −       f 3 ′ 2    (     f 3 ′ − 1 )   ( x −   f 3 )  1 −       f 3 ′ 2


  K =       f 3  ′ ′     ( x −   f 3 ) 2    (   1 +   f 3 ′ ) 2  1 −       f 3 ′ 2


   |     f 3 ′ ( x ) | < 1   v e     f 3 ( x ) ≠ x   ∀ x ∈ I


  𝜃  ( x ) =  ( x ,   f 3 ( x ) ,   0 , 0 )


   ( 1 ,   1 ,   0 ,   0 )  


  K =       f 3  ′ ′     ( x −   f 3 ) 2    (   1 +   f 3 ′ ) 2  1 −       f 3 ′ 2


  i z  ( S ) = −       f 3  ′ ′      (   f 3 ′ 2 − 1 )  1 −       f 3 ′ 2 +   2  ( x −   f 3 )  (     f 3 ′ − 1 )     ( x −   f 3 ) 2  1 −       f 3 ′ 2


                    =   2  ( 1 −       f 3 ′ 2 )  (     f 3 ′ − 1 ) +  ( x −   f 3 )     f 3  ′ ′     ( x −   f 3 ) ( 1 −       f 3 ′ 2 )   3 2                                                                                                                                                                    


                    =   2  ( 1 −       f 3 ′ 2 )  (     f 3 ′ − 1 ) +  ( x −   f 3 )     f 3  ′ ′     ( x −   f 3 ) ( 1 −       f 3 ′ 2 )   3 2                                                                                                                                                                    


   |     f 3 ′ ( x ) | < 1   v e     f 3 ( x ) ≠ x   ∀ x ∈ I


  𝜃  ( x ) =  ( x ,   f 3 ( x ) ,   0 , 0 )


   ( 1 ,   1 ,   0 ,   0 )  


  H =   2  ( 1 −       f 3 ′ 2 )  (     f 3 ′ − 1 ) +  ( x −   f 3 )     f 3  ′ ′  3    ( x −   f 3 ) ( 1 −       f 3 ′ 2 )   3 2  


    f 3  ( x )


  K =       f 3  ′ ′     ( x −   f 3 ) 2    (   1 +   f 3 ′ ) 2  1 −       f 3 ′ 2


  w = x −   f 3                  


    d w  d x = 1 −     f 3 ′                                                                                                                                                                                                  


   |     f 3 ′  ( x ) | < 1


    d w  d x > 0


    f 3  ( x ) ≠ x


  w ≠ 0


  u =    1 −     f 3 ′  1 +     f 3 ′                  


      f 3 ′ =   1 −   u 2  1 +   u 2 ,     1 −     f 3 ′ =   2   u 2  1 +   u 2 ,     1 +     f 3 ′ =  2  1 +   u 2                                                                                                                    


    d  d x =   d w  d x   d  d w =  ( 1 −     f 3 ′ )   d  d w                                                                                                                                                                            


    d  d x =   2   u 2  1 +   u 2     d  d w


  u


  w


  1 −     f 3  ′ 2 =  ( 1 −     f 3 ′ )  ( 1 +     f 3 ′ ) =   2   u 2  1 +   u 2  2  1 +   u 2 =   4   u 2     ( 1 +   u 2 ) 2


   1 −     f 3  ′ 2 =   2 u  1 +   u 2 ,                                                                                                                                                                                                                


     ( 1 −     f 3  ′ 2 )   3 2 =   8   u 3     ( 1 +   u 2 ) 3 ,


     ( 1 +     f 3 ′ ) 2  1 −     f 3  ′ 2 =  4     ( 1 +   u 2 ) 2   2 u  1 +   u 2 =   8 u     ( 1 +   u 2 ) 3


     ( 1 +     f 3 ′ ) 2  1 −     f 3  ′ 2 =  4     ( 1 +   u 2 ) 2   2 u  1 +   u 2 =   8 u     ( 1 +   u 2 ) 3


      f 3  ′ ′ =   d     f 3 ′  d x =   2   u 2  1 +   u 2   d  d w  (   1 −   u 2  1 +   u 2 ) =   2   u 2  1 +   u 2   d u  d w   d  d u  (   1 −   u 2  1 +   u 2 ) =   2   u 2  1 +   u 2  (   − 4 u     ( 1 +   u 2 ) 2 )   d u  d w


      f 3  ′ ′ = −   8   u 3     ( 1 +   u 2 ) 3     d u  d w                                                                                                                                                      


  K =       f 3  ′ ′    w 2    ( 1 +     f 3 ′ ) 2  1 −     f 3  ′ 2 =   −   8   u 3     ( 1 +   u 2 ) 3   d u  d w    w 2   8 u     ( 1 +   u 2 ) 3


  K = −     u 2    w 2     d u  d w                    


  − 3   w 2 K = 3   u 2   d u  d w =   d  (   u 3 )  d w                                                                                                                                                                                                  


    u 3 =   c 1 − 3   ∫    w 0  w    s 2 K  ( s )   d s  


    c 1


    w 0


  u > 0


  u =    (   c 1 − 3   ∫    w 0  w    s 2 K  ( s )   d s )   1 3                                                                                                                                                                                                                  


    d   f 3  d w =   d   f 3  d x   d x  d w =       f 3 ′  1 −     f 3 ′ =     1 −   u 2  1 +   u 2    2   u 2  1 +   u 2 =   1 −   u 2  2   u 2                                                                                                                                                                  


    f 3 =  1 2 ∫  (  1    u 2 − 1 ) d w +   c 2                                                                                                                      


    c 2


   |     f 3 ′  ( x ) | < 1


    f 3  ( x ) ≠ x


  𝜃  ( x ) =  ( x ,   f 3  ( x ) , 0 , 0 )


  K


  𝛿  ( w , y , z ) =  (  (     y 2 +   z 2 2 + 1 ) w +   f 3 ,       y 2 +   z 2 2 w +   f 3 ,   w y ,   w z )                                      


    f 3 =  1 2  ∫   (    (   c 1 − 3   ∫    w 0  w    s 2 K  ( s )   d s )  −  2 3 − 1 ) d w +   c 2


  w = x −   f 3


    c 1 − 3   ∫    w 0  w    s 2 K  ( s )   d s > 0


    c 1


    c 2


  K = 0


    𝔼 1 4


  𝛿  ( w , y , z ) =  (  (     y 2 +   z 2 2 +       c 1    − 2 3 + 1 2 ) w +   c 3 , (       y 2 +   z 2 2 +       c 1    − 2 3 − 1 2 ) w +   c 3 ,   w y ,   w z )


  w =   2 ( x −   c 3 )  1 +     c 1    − 2 3


    𝔼 1 4


  K = 0


    f 3 = (       c 1    − 2 3 − 1 2 ) w +   c 3


    f 3


  H =   2  ( 1 −       f 3 ′ 2 )  (     f 3 ′ − 1 ) +  ( x −   f 3 )     f 3  ′ ′  3    ( x −   f 3 ) ( 1 −       f 3 ′ 2 )   3 2


  H =   2  ( 1 −       f 3 ′ 2 )  (     f 3 ′ − 1 ) +  ( x −   f 3 )     f 3  ′ ′  3    ( x −   f 3 ) ( 1 −       f 3 ′ 2 )   3 2


            =   2   4   u 2     ( 1 +   u 2 ) 2   − d w  d x + w  ( −   8   u 3     ( 1 +   u 2 ) 3     d u  d w )  3 w   8   u 3     ( 1 +   u 2 ) 3


              =   −   8   u 2     ( 1 +   u 2 ) 2   2   u 2  1 +   u 2 + w  ( −   8   u 3     ( 1 +   u 2 ) 3     d u  d w )  3 w   8   u 3     ( 1 +   u 2 ) 3


              =   −   8   u 2     ( 1 +   u 2 ) 2   2   u 2  1 +   u 2 + w  ( −   8   u 3     ( 1 +   u 2 ) 3     d u  d w )  3 w   8   u 3     ( 1 +   u 2 ) 3


              =   −   16   u 4     ( 1 +   u 2 ) 3 + w  ( −   8   u 3     ( 1 +   u 2 ) 3     d u  d w )  3 w   8   u 3     ( 1 +   u 2 ) 3


    d u  d w +   2 u  w = − 3 H                                  


    w 2


    w 2   d u  d w + 2 w u = − 3   w 2 H


    d  (   w 2 u )  d w = − 3   w 2 H                                                                                                                                                          


    w 2 u =   c 4 − 3   ∫    w 0  w    s 2 H  ( s )   d s


    c 4


    w 2


  u =     c 4 − 3   ∫    w 0  w    s 2 H  ( s )   d s    w 2                                                                                                                                                                                            


  u > 0


    w 2


  u


    f 3 =  1 2  ∫   (  1     (     c 4 − 3   ∫    w 0  w    s 2 H  ( s )   d s    w 2 ) 2 − 1 ) d w +   c 2


   |     f 3 ′  ( x ) | < 1


    f 3  ( x ) ≠ x


  𝜃  ( x ) =  ( x ,   f 3  ( x ) , 0 , 0 )


  H


  𝛿  ( w , y , z ) =  (  (     y 2 +   z 2 2 + 1 ) w +   f 3 ,       y 2 +   z 2 2 w +   f 3 ,   w y ,   w z )


    f 3 =  1 2 ∫  (     w 4     (   c 4 − 3   ∫    w 0  w    s 2 H  ( s )   d s ) 2 − 1 ) d w +   c 2


  w = x −   f 3


    c 4


  H = 0


    𝔼 1 4


  𝛿  ( w , y , z ) =  (  (     y 2 +   z 2 + 1 2 ) w +     w 5  10     c 4 2 +   c 2 ,  (     y 2 +   z 2 − 1 2 ) w +     w 5  10     c 4 2 +   c 2 ,   w y ,   w z )


    𝔼 1 4


    H = 0


    f 3 =     w 5  10     c 4 2 −  w 2 +   c 2


    f 3


    𝔼 1 4


  𝛼  ( x ) =  ( x , 0 , 0 ,   f 1  ( x ) )


   ( 0 , 0 , 0 , 1 )


  K =       f 1  ′ ′     f 1  ′ 2    x 2    ( 1 −     f 1  ′ 2 )   5 2 ,     H =   x     f 1  ′ ′ + 2     f 1 ′  ( 1 −     f 1  ′ 2 )  3 x    ( 1 −     f 1  ′ 2 )   3 2


  𝛽  ( x ) =  (   f 2  ( x ) , 0 , 0 , x )


   ( 1 , 0 , 0 , 0 )


  K =       f 2  ′ ′     f 2  ′ 2    x 2    (     f 2  ′ 2 − 1 )   5 2 ,     H =   x     f 2  ′ ′ + 2     f 2 ′  ( 1 −     f 2  ′ 2 )  3 x    (     f 2  ′ 2 − 1 )   3 2


  𝜃  ( x ) =  ( x ,   f 3  ( x ) , 0 , 0 )


   ( 1 , 1 , 0 , 0 )


  K =       f 3  ′ ′     ( x −   f 3 ) 2    ( 1 +     f 3 ′ ) 2  1 −     f 3  ′ 2 ,     H =   2  ( 1 −     f 3  ′ 2 )  (     f 3 ′ − 1 ) +  ( x −   f 3 )     f 3  ′ ′  3  ( x −   f 3 )    ( 1 −     f 3  ′ 2 )   3 2


  w = x −   f 3  ( x )


  u =   ( 1 −     f 3 ′ ) /  ( 1 +     f 3 ′ )


   ( 0 , 0 , 0 , 1 )


   ( 1 , 0 , 0 , 0 )


   ( 1 , 1 , 0 , 0 )


   ( x , 0 , 0 ,   f 1 )


   (   f 2 , 0 , 0 , x )


   ( x ,   f 3 , 0 , 0 )


   |     f 1 ′ | < 1


   |     f 2 ′ | > 1


   |     f 3 ′ | < 1 ,     f 3 ≠ x


  S O  ( 1 , 2 )


  S O  ( 3 )


    g 11


      f 1  ′ 2 − 1


  1 −     f 2  ′ 2


      f 3  ′ 2 − 1


    g 22


    x 2


    x 2


     ( x −   f 3 ) 2


    g 33


    x 2  cosh 2 y


    x 2  cos 2 y


     ( x −   f 3 ) 2


  𝜀 =  ⟨ N , N ⟩


  1


  1


  1


    𝔼 1  n


    𝔼 2 4

