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ONSOZ

Dénel yiizeyler ve donel hiperyiizeyler, diferansiyel geometrinin en koklii ¢aligma alanlarindan biridir.
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spacelike, timelike ve lightlike olmak {izere {i¢ ayr1 nedensel karakter kazanir; bu da her bir durumun ayr1 bir
izometri altgrubu ve ayr1 bir yoriinge geometrisi ile ele alinmasini zorunlu kilar. Bu tez ¢alismasinda ii¢ eksen
durumunun tek bir yontemle ve karsilastirilabilir bigimde incelenmesi hedeflenmis, egrilikten profil egrisine
gecisin acik bir integral gdsterimiyle verilmesi amaglanmistir. Calismanin en zorlayict yonii, 6zellikle
lightlike eksen durumunda ortaya ¢ikan dejenerelik kosullarinin ve uygun degisken degisiminin belirlenmesi
olmustur.
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OZET

Dort Boyutlu Minkowski Uzayinda Donel Hiperylizeyler

Nurdan USLU
Yiksek Lisans Tezi

BINGOL UNiVERSITESI
Fen Bilimleri Enstitiisi

Matematik Anabilim Dali
Eyliil 2026, Sayfa: viii + 77

Alt1 bolimden olusan bu tezin ilk bolimiinde giris kismina yer verilmis, konuyla ilgili
degerlendirmeler yapilarak bu alana 6nciiliikk eden ¢alismalar tanitilmistir.

Tkinci boliimde sonraki boliimlerde kullanilacak olan bazi temel kavramlar sunulmustur.

Ugiincii  béliimde, 4-boyutlu Minkowski uzayinda bir egrinin spacelike eksen etrafinda
dondiiriilmesiyle olusturulan donel hiperyiizeyler ele alinmistir. Olusturulan bu hiperyiizeylerin Gauss ve
ortalama egrilikleri hesaplanmis, bunlarla ilgili 6nemli sonuglar elde edilmistir.

Doérdiinci  boliimde 4-boyutlu  Minkowski uzayinda bir egrinin timelike eksen etrafinda
dondiiriilmesiyle olusturulan donel hiperyiizeyler ele alinmistir. Olusturulan bu hiperyiizeylerin Gauss ve
ortalama egrilikleri hesaplanarak 6nemli sonuglar elde edilmistir.

Besinci boliimde 4-boyutlu Minkowski uzayinda bir egrinin lightlike eksen etrafinda dondiiriilmesiyle
olusturulan donel hiperyiizeyler ele alinmigstir. Olusturulan bu hiperyiizeylerin Gauss ve ortalama egrilikleri
hesaplanmis ve elde edilen sonuglar sunulmustur.

Altinci boliimde ise hiperyiizeyler genel olarak 6zetlenmis olup ¢alisma ile ilgili sonug ve Onerilere
yer verilmistir.

Anahtar Kelimeler: 4-boyutlu Minkowski uzayi, Donel hiperyiizey, Gauss egriligi, Ortalama egrilik, Profil
egrisi
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ABSTRACT

Rotational Hypersurfaces in Four Dimensional Minkowski Space
Nurdan USLU
Master's Thesis

BINGOL UNIVERSITY
Graduate School of Natural and Applied Sciences

Department of Mathematics
September 2026, Pages: viii + 77

This thesis consists of six chapters. In the first chapter, an introduction is provided, evaluations related
to the subject are made, and pioneering studies in this field are presented.

In the second chapter, fundamental concepts to be used in the subsequent chapters are introduced.

In the third chapter, rotational hypersurfaces in the 4-dimensional Minkowski space are examined,
focusing on hypersurfaces generated by rotating a curve around a spacelike axis. The Gauss and mean
curvatures of these generated hypersurfaces are calculated, and significant results are obtained.

In the fourth chapter, rotational hypersurfaces generated by rotating a curve around a timelike axis are
analyzed. The Gauss and mean curvatures of these hypersurfaces are computed, yielding important results.

In the fifth chapter, rotational hypersurfaces generated by rotating a curve around a lightlike axis are
investigated. The Gauss and mean curvatures of these hypersurfaces are calculated, and the findings are
presented.

In the sixth chapter, the obtained hypersurfaces are summarized in general, and conclusions and
suggestions related to the study are presented.

Keywords: 4-dimensional Minkowski space, Rotational hypersurface, Gauss curvature, Mean curvature,
Profile curve

vii



SIMGELER VE KISALTMALAR

Simgeler

R : Reel sayilar kiimesi

E* : 4-boyutlu Oklid uzay1

Ef : 4-boyutlu Minkowski uzay1

%4 : Gergel vektor uzay1

g : Simetrik bilineer form

X : Vektorel carpim

q : Indeks

n : Boyut

(,) : I¢ carpim

.1 : Vekt6riin normu

a : Minkowski uzayinda profil egrisi

B : Minkowski uzayinda profil egrisi

6 : Minkowski uzayinda profil egrisi

f1(x) : Minkowski uzayinda spacelike eksenli profil fonksiyonu
f2(x) : Minkowski uzayinda timelike eksenli profil fonksiyonu

f5 (%) : Minkowski uzayinda lightlike eksenli profil fonksiyonu

y : Minkowski uzayinda hiperyiizey

® : Minkowski uzayinda hiperyiizey

é : Minkowski uzayinda hiperyiizey

N, : Minkowski uzayinda y hiperyiizeyin normal birim vektor alani
N, :Minkowski uzayinda ¢ hiperylizeyin normal birim vektér alani
N :Minkowski uzayinda & hiperylizeyin normal birim vektor alani

: Minkowski uzayinda birinci temel formlarin matrisi

: Minkowski uzayinda ikinci temel formlarin matrisi

[g¥] : Minkowski uzayinda birinci temel formlarin matrisinin tersi
[AY] : Minkowski uzayinda ikinci temel formlarin matrisinin tersi
S : Minkowski uzayinda hiperyiizeyin sekil operatori

iz(S) : Minkowski uzayinda hiperyiizeyin sekil operatdriiniin izi

K : Minkowski uzayinda hiperyiizeyin Gauss egriligi

H : Minkowski uzayinda hiperyiizeyin ortalama egriligi

£ : Birim normal vektor alaninin nedensel karakter isareti
Kisaltmalar

ABD : Anabilim Dal1

FBE : Fen Bilimleri Enstitiisti
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1. GiRis

Dénel yiizeylerin incelenmesi, klasik yiizey teorisinin en eski ve en verimli konularimdan
biridir. Oklid 3-uzayinda bir profil egrisinin sabit bir eksen etrafinda déndiiriilmesiyle elde edilen
yiizeyler, hem birinci ve ikinci temel formlarimin kapali formda hesaplanabilmesi hem de egrilik
kosullarinin profil egrisi lizerinde adi diferansiyel denklemlere indirgenebilmesi nedeniyle, genel
ylizey teorisinin sinanabildigi dogal bir zemin olusturur [1, 2]. Bu yaklasimin ilk biiyiik basarisi,
sabit ortalama egrilikli donel yiizeylerin tam olarak siniflandirilmast olmustur; diizlem, kiire,
silindir, katenoid, unduloid ve nodoid ailelerinden olusan bu siniflandirma, egrilik kosulundan
profil egrisine gecis yonteminin ne kadar giiclii oldugunu gostermistir [3]. Donel yiizeyler iizerine
yapilan calismalarin biiylik boliimii bugiin de bu iki yonli iliskiyi, yani verilen bir yiizeyin
egriliklerinin hesaplanmasini ve verilen bir egrilik kosulundan yiizeyin geri elde edilmesini
merkeze almaktadir.

Klasik teorinin daha yiiksek boyutlara taginmasi, sabit egrilikli uzaylarda donel
hiperyiizeylerin sistematik bicimde ele alinmasiyla belirleyici bir asamaya ulasmistir [4]. Bu
yaklasimda donel hiperyiizey kavrami, bir profil egrisinin donme eksenini sabit birakan izometri
altgrubunun yoriingeleri boyunca taginmasi olarak tanimlanir; bdylece kavram yiizeylerden
hiperyiizeylere dogal bicimde genellenir. 4-boyutlu Oklid uzay1 6zelinde ise yiizey ve hiperyiizey
teorisinin temel degigsmezleri ayrintili olarak incelenmis ve bu boyuta 6zgii geometrik olgularin ele
almabildigi bir ¢er¢eve kurulmustur [5]. Boyutun artmasiyla sekil operatoriiniin ii¢ asal egrilige
sahip olmasi, Gauss egriligi ile ortalama egrilik arasindaki iligkinin klasik duruma gore daha zengin
bir yap1 kazanmasina yol acar; dolayisiyla 4-boyutlu ortamda elde edilen sonuglar, 3-boyutlu
duruma indirgenerek okunamaz.

4-boyutlu Minkowski uzay1 Ef’te gecildiginde durum niteliksel olarak degisir. Lorentz
metrigi pozitif tanimh olmadigindan bu uzayda vektorler ve altuzaylar spacelike, timelike ve
lightlike olmak iizere ii¢ ayr1 nedensel karaktere sahip olabilir [6, 7]. Bunun dogrudan bir sonucu
olarak, Oklid durumunda tek tip olan dénme ekseni kavrami Minkowski uzayinda ii¢ ayr1 duruma
ayrisir ve her durumda ekseni sabit birakan izometri altgrubu farkli bir yap1 gosterir: spacelike bir
eksen i¢in bu altgrup SO(1,2), timelike bir eksen i¢cin SO(3), lightlike bir eksen i¢in ise parabolik
(null) donmelerden olusan iki parametreli degismeli bir gruptur. Buna baglh olarak ii¢ durumdaki
yoriingeler de sirasiyla hiperboloit, kiire ve paraboloit tipi birbirinden farkli geometrik yapilar
olusturur; dolayisiyla elde edilen hiperyiizeyler birbirine izometrik degildir. Ayrica Minkowski
uzayinda bir hiperyilizeyin indirgenmis metrigi dejenere olabileceginden, birinci temel formun
tersinin varligr ve birim normal vektdr alaninin tanmimlanabilirligi ek kosullarin saglanmasini

gerektirir [8, 9].



Minkowski uzayinda donel ve helikoidal hiperyiizeyler iizerine yapilan ¢alismalar, bu ii¢
durumun farkliligini ¢esitli agilardan ortaya koymustur. Dursun, Lorentz-Minkowski uzayinda
sabit ortalama egrilikli donel hiperyiizeyleri ele almis ve eksenin nedensel karakterine gore ortaya
¢ikan durumlari ayr1 ayr1 incelemistir [10]. Giiler, Ef’te helikoidal hiperyiizeyleri inceleyerek bu
hiperyiizeylerin temel formlarini, sekil operatoriinii ve egriliklerini kapali formda elde etmis;
boylece 4-boyutlu Lorentz ortaminda hiperyiizey egriliklerinin dogrudan hesaplanmasina dayanan
bir yontem ortaya koymustur [11]. Gililer ve Kisi ise timelike eksenli Dini tipi helikoidal
hiperyiizeyleri ele alarak eksen tipinin sonuglar tizerindeki belirleyici etkisini gostermistir [12]. Bu
caligmalarin ortak bir 6zelligi, ¢ogunlukla tek bir eksen tipini veya tek bir hiperyiizey ailesini
merkeze almalaridir; iic nedensel eksen durumunun aymi yontemle ve tek bir gercevede
karsilagtirmali olarak ele alindig1 ¢aligmalarin sayisi ise siirhidir.

Donel hiperyiizeyler baglaminda 6ne ¢ikan bir diger problem, egrilik ile profil egrisi
arasindaki iligkinin ters yonde kurulmasidir. Verilen bir hiperyilizeyin Gauss ve ortalama
egriliklerinin hesaplanmasi dogrudan bir islem olmakla birlikte, 6nceden belirlenmis bir Gauss
egriligi veya ortalama egrilik fonksiyonunu iireten profil egrisinin bulunmasi, genel olarak dogrusal
olmayan ikinci mertebeden bir adi diferansiyel denklemin ¢dziilmesini gerektirir. Oklid 3-uzayinda
bu problemin sabit egrilik durumundaki ¢ézliimii Delaunay tipi yiizeylere, ortalama egriligin sifir
oldugu durum ise minimal yiizeylere karsilik gelir [3]. Lorentz ortaminda ayni problem, ortalama
egriligin sifir oldugu durumda maksimal hiperyiizeyler kavramina gotiiriir ve nedensel karakter
kisitlar1 nedeniyle Oklid durumundan farkli ¢ziim aileleri ortaya cikar [13]. Bu tezde s6z konusu
ters problem, uygun bir degisken degisimi yardimiyla dogrusal birinci mertebeden bir diferansiyel
denkleme indirgenmekte ve integral carpanit yoOntemiyle profil egrisi bir integral gosterimi
bi¢iminde elde edilmektedir.

Elde edilen sonuglarin anlamlandirilabilmesi acisindan Oklid durumuyla karsilastirma da
onem tasir. Altin, Kazan ve Karadag, 4-boyutlu Oklid uzayinda yogunluklu ortamda Monge
hiperyiizeylerini inceleyerek bu boyuttaki hiperylizey egriliklerinin agirlikli bigimlerini elde
etmislerdir [ 14]. Minkowski 3-uzayinda donel ve helikoidal yiizeyler iizerine yapilan ¢alismalar da
benzer bir ayrismanin daha diisiik boyutta zaten mevcut oldugunu gostermektedir [15]. Ayrica
konuyla ilgili ayrintili incelemeler i¢in literatiirdeki diger ¢calismalara da bagvurulabilir [19-33].

Bu tezin amaci, 4-boyutlu Minkowski uzayinda bir profil egrisinin spacelike, timelike ve
lightlike eksenler etrafinda dondiiriilmesiyle elde edilen donel hiperylizeyleri tek bir ¢cergevede ve
ayni yontemle incelemektir. Bu dogrultuda her {i¢ durum icin ekseni sabit birakan uygun dénme
matrisi belirlenerek hiperylizey parametrelendirilmekte; birim normal vektor alani, birinci ve ikinci
temel form matrisleri ile sekil operatorii hesaplanmakta ve buradan Gauss ile ortalama egrilikler
profil egrisine bagh kapali ifadeler bigiminde elde edilmektedir. Ayrica spacelike, timelike ve

lightlike eksen durumlarinda, verilen bir Gauss egriligi veya ortalama egrilik fonksiyonu i¢in profil



egrisini belirleyen integral gosterimleri tiiretilmektedir. Calismanin literatiire katkisi, {ic nedensel
eksen tipinin karsilastirilabilir bir bicimde bir arada sunulmasi ve egrilikten profil egrisine gecisin

acik bir formiille verilmesidir.



2. TEMEL KAVRAMLAR

Bu boliimde 4-boyutlu Minkowski uzayi ile ilgili temel tanimlar verilecektir.
Tanim 2.1.

V bir gercel vektdr uzay olmak iizere

g:VxV->R

— —

doéniisimiiVa,b € RveV X,y ,z €V i¢in
i) 9, y) =97, x)
i) glax’ +by,z) =ag(x,z) + bg(y',z)
ii) g, ay’ +bz) =ag(x,y) + bg(x’,2)

sartlar1 sagliyorsa g doniisiimiine V' gergel vektor uzayi tizerinde simetrik bilineer form denir
[8,9,16].

Tanim 2.2.

V bir gercel vektdr uzayi lizerinde simetrik bilineer form g olsun.

i) Sifirdan farkli bir y* € V vektori, VX € V igin g(x,y") = 0 esitligini sagliyorsa, g
formuna V {izerinde dejenere form denir.

Bu tanima gére g dejenere degilse Vy €V i¢in g(x,¥) = 0 olmas1 X’ = 0 olmasin
gerektirir.

ii) (Skaler Carpim): Dejenere olmayan simetrik bilineer forma skaler carpim adi verilir.

iii) Her 0 =y € V igin g(¥’,¥") > 0 ise g simetrik bilineer formuna pozitif tanimli, eger
her 0 #y €V igin g(3",y) < 0 ise g simetrik bilineer formuna negatif tanimh denir [6,9].

Tanim 2.3.

g, V gergel vektor uzay: iizerinde bir skaler ¢arpim olsun. W, g skaler ¢carpimin iizerinde
negatif tanimli oldugu V’nin en biiyiik boyutlu alt uzay1 ise W alt uzaymin boyutuna g skaler
carpimin indeksi denir ve q ile gosterilir.

g skaler carpimin indeksi q ise
0<q<boylV)

sart1 saglanir. Ayrica V skaler ¢arpim uzayinin indeksi, V iizerinde taniml1 g skaler carpimin
indeksi olarak tanimlanir [16].

Kisitlanmis form gosterimiyle;

glw:WxW >R

negatif tanimli olacak sekildeki en biiyiik boyutlu W alt uzayi i¢in ¢ = boy(W) dir [6].



Tamm 2.4.

n-boyutlu g-indeksli yar1i-Oklidyen uzayi Ef uzaymm bir dik koordinat sistemi

(X1, X2, X3, v ven e v, Xpp) Olmak tlizere
q n
ds? = —deiz + Z dx;
i=1 i=q+1

olarak tanimlanan dejenere olmayan metrik ile donatilmis n-boyutlu uzaydir.

EF uzaymin skaler ¢arpimini g ile gosterelim. Ozel olarak n = 4 ve ¢ = 1 alinirsa 4-boyutlu

Minkowski uzay1 elde edilir. Bu uzay Lorentz-Minkowski uzay1 olarak da adlandirilir ve genellikle

Ef ile gosterilir [6, 9].

skaler

olsun.

Tanmm 2.5.

Ef uzayinda X = (xq,x,,%3,%,) ve ¥ = (Y1, Y2, V3, Va) vektorleri icin i¢ carpim (Lorentz
garpimi);

(,¥) = —x1y1 + %2Y2 + X3Y3 + X4V
seklindedir.

Tanim 2.6.

y € Ef \ {0} olmak iizere;

)g(y,y) > 0isey ‘ye spacelike vektor,
i) g(¥,y") < 0isey ‘ye timelike vektor,
iii) g(¥’,¥") = 0 ise y’ ‘ye lightlike vektor
denir [6-8].

Tamm 2.7.

x € Ef \ {0} olmak iizere, Ef uzayinda X vektdriiniin normu

X1l = V1g(x, %)
olarak tanimlanir.
Eger ||x’|| = 1 ise x” vektoriine birim vektor denir [6].
Tanmm 2.8.

X, E} 4-boyutlu Minkowski uzaymin bir altuzay: ve (, )|y, X iizerine indirgenmis metrik

i) (%, ¥)| pozitif taniml1 ise Xe spacelike altuzay,

ii) (X, ¥)| y indeksi 1 olan dejenere olmayan bir metrik ise X e timelike altuzay,
iii) (¥, y)|  dejenere ise X e lightlike altuzay

denir [17].



Tanim 2.9.
x,y € Ef olmak iizere X ve y vektorlerinin dik olmast igin gerek ve yeter sart;
gx,y)=0

olmasidir.

Tanim 2.10.

Ef uzayinda herhangi ii¢ vektdr X = (x1,%,%3,%4), ¥ = (V1, V2, Y3, Va) Ve

Z = (24,24, 73, 2,) olmak lizere,

—€e1 € €3 €
X1 X2 X3 X

Vi Y2 Y3 Ya
Z1 2y Z3z Z4

vektoriine, X,y ve z vektorlerinin Lorentzian vektorel ¢arpimi denir [6].

Tamm 2.11.

a: I c R - E7 seklinde tamimli diferansiyellenebilir bir doniisiime, 4-boyutlu Minkowski
uzayinda bir egri denir [6,7,16].

Tamm 2.12.

a: I c R - Ef bir egri olsun. a’(s) # 0 olmak iizere, V s € I igin a egrisinin hiz vektorii
a'(s) sirasiyla spacelike, timelike veya null vektor ise a egrisine sirasiyla spacelike, timelike veya
null egri denir [7].

Tamm 2.13.

U < R3 acik bir kiime olmak iizere

y: U —>Ef
(ulfuZ'u3) - Y(ullu2lu3)
= (V1(u1,u2,u3),Vz(u1,u2,u3)' y3(u1,uz,ug),y4(u1,u2,u3))

doniisiimii EF uzayinda bir hiperyiizey parametrelemesi olsun. Yuy X Yu, X Vu, null

olmamak {iizere, y hiperyiizeyinin birim normal vektor alani

_ Yug X Yu, X Yu,
||yu1 x Vuz x yu3||

N

seklinde tanimlanir.
Tanim 2.14.
U c R? acik kiimesinden E} uzaymna tamimli y(uq,u,,uz) hiperyiizeyi verilsin. Bu

hiperyiizeyin 1. temel formunun matrisi;

9gi11 Y12 Y13
[gij] =921 Y22 Y23
931 932 Y33



seklindedir. Burada metrik katsayilari i, j € {1,2,3} olmak tizere;

gij = (yui'yuj )
ile ifade edilir. Kismi tirevler ise y,,, = % seklinde tanimlanir.

Tamm 2.15.
U c R3 acik kiimesinden ET uzayma tanimli y (uq, u,, u3) hiperyiizeyi ve bu hiperyiizeyin
birim normal vektor alan1 N verilsin. Bu hiperyiizeyin 2. temel formunun matrisi;
hi1 hiz h13]

[hij]:[hm haz  has
h31 hsy; hss

seklindedir. Burada 2. temel form katsayilari i, € {1,2,3} olmak {izere;

hij = (yuiuj'Ny>

o e e - d o :
ile ifade edilir. Birinci mertebeden kismi tiirevler y,;, = —y ve ikinci mertebeden kismi

ou;
tirevler =% bicimindedi
trevler vy = Suow; ici I.
Tanmim 2.16.
A1 A Asz
A= [Ai j] =431 A;; Ajz| dejenere olmayan bir matris olsun. Bu matrisin tersi;
Az Azy Az

A22A33 - A23A32 A13A32 - A12A33 A12A23 - A13A22
A23A31 - A21A33 A11A33 - A13A31 A13A21 - A11A23
A21A32 - A22A31 A12A31 - A11A32 A11A22 - A12A21

A= ——
olarak ifade edilir. Burada [Ai j] matrisinin determinanti;
det[Al-j] = —Ay3432431 + A12433431 + A1342143; — A11A3435, — A3 A2, 433 +
A11432433
seklindedir [17,18].
Tanim 2.17.

E? Minkowski uzayida bir hiperyiizeyin sekil operatoriiniin matrisi

$ = [ay] = [97][hy]
olarak hesaplanir. Burada [gij]ve [hij] sirastyla hiperylizeyin 1. ve 2. temel form

matrislerini, [gij ] matrisi ise [gl- j] 1. temel form matrisinin ters matrisini temsil etmektedir.
Tamm 2.18.

E? Minkowski uzayinda bir hiperyiizeyin Gauss egriligi ve ortalama egriligi sirastyla;



—s det[hij]

- det[gij]
ve
3eH = iz(S)

seklindedir. K biiyiikliigii literatiirde Gauss-Kronecker egriligi olarak da adlandirilir. Burada

e=(N,N,) “dir[6,11, 12].



3. [EPTE BiR PROFIL EGRISININ SPACELIKE EKSEN
ETRAFINDA DONDURULMESIYLE OLUSTURULAN DONEL
HiPERYUZEYLER

Bu boliimde, Ef’te bir profil egrisinin spacelike bir eksen etrafinda dondiiriilmesiyle
olusturulan donel hiperyiizeyler incelenmektedir. S6z konusu hiperyiizeylerin birim normal vektor
alani, birinci ve ikinci temel form matrisleri ile sekil operatdrii hesaplanarak Gauss ve ortalama
egriliklerine dair geometrik sonuglara ulasilmaktadir. Boliim genel hatlaryla; hiperyiizeyin
parametrelendirilmesi, egriliklerin hesaplanmasi ve bu egriliklere bagli olarak profil egrisinin

belirlenmesi olmak {izere ii¢ alt baglik altinda sunulmaktadir.

3.1. Spacelike Eksenli Hiperyiizeyin insas1

Bu alt béliimde, E7’te spacelike bir eksen etrafinda dénen donel hiperyiizeylerin insasi
detayli olarak ele alinmaktadir. Burada ilk olarak profil egrisi tanimlanmakta, ardindan uygun
donme matrisi ile hiperyiizey parametrelendirilmekte ve hiperyiizeyi karakterize eden kismi tiirev
vektorleri elde edilmektedir.

Ik olarak, hiperyiizeyi olusturacak olan profil egrisini tanimlayalim. I € R araliginda
tanimli, en az iki kez tiirevlenebilir bir f; (x): I € R - R fonksiyonu ve x € R — {0} olmak tizere,

profil egrisi

a(x) = (x,0,0,£,(x))
seklinde olsun. Bu boliim boyunca
|f1'(x)| <1,vVxel

kabulii gegerlidir. Bu profil egrisinin (0, 0, 0, 1) spacelike ekseni etrafinda dondiiriilmesiyle olusan

y(x,y, z) hiperyiizeyi y, z € R olmak iizere;

coshycoshz sinhycoshz sinhz

o011 x
_ sinhy coshy 0 0 0
vy, 2) = coshysinhz sinhysinhz coshz O\ [ 0 \
0 0 o 1l

olarak ifade edilir. Bu matris ¢arpimi sonucunda donel hiperylizeyin parametrizasyonu
y(x,y,2z) = (x coshycoshz,xsinhy,x coshysinhz, f; (x)) (3.1)

seklinde elde edilir. Denklem (3.1) ile verilen y(x,y,z) doénel hiperyiizeyin x, y ve z

parametrelerine gore birinci mertebeden kismi tiirev vektorleri, sirastyla,



Yx = (coshy coshz,sinhy,coshysinhz, f;'(x)), (3.2)

Yy = (xsinhy coshz,x coshy, x sinhy sinh z, 0) (3.3)
ve
y, = (x coshysinhz,0,x coshycoshz,0) (3.9
' _ dfikx) _ oy(xy.z) _ Oy(xy.z) _ oy(xyz) ..
olarak hesaplanir. Burada f; (x) = e T g W E T e =T dir.

(3.1) ile verilen hiperyiizeyin birim normal vektor alanini elde etmek amaciyla yukarida

hesaplanan yy, vy, ve y, kismi tiirev vektorlerinin vektorel garpimi

—61 62 83 64

_ coshycoshz  sinhy  coshysinhz f;'(X)
Ya X ¥y X ¥z = det xsinhycoshz xcoshy xsinhysinhz 0
xcoshysinhz 0 xcoshycoshz 0

seklindedir. Buradan

sinhy  coshysinhz  f;'(x)
Yx XYy XYz = —|xcoshy xsinhysinhz 0 |es
0 xcoshycoshz 0
coshycoshz  coshysinhz  f;'(X)

— |xsinhycoshz xsinhysinhz 0 |ey
xcoshysinhz xcoshycoshz 0
coshycoshz  sinhy f;' (%)

+ |xsinhycoshz xcoshy 0 Jes
xcoshysinhz 0 0

coshycoshz  sinhy  coshysinhz
— |xsinhycoshz xcoshy xsinhysinhz
xcoshysinhz 0 xcoshycoshz

€4

olarak elde edilir. Burada gerekli diizenlemeler yapilirsa

—x?cosh?ycoshz f;' (%), —(x%sinhycoshy) fl'(x),>

, 35
—x2%cosh?ysinhz f;' (x), —x%coshy (3-5)

Vxxyyxyzz<

olur. (3.5) ile verilen vektorel carpiminin, E} Lorentz uzaymdaki normu

12 2 .
—f1 " cosh?ycosh?z + f;'” sinh?
[V X vy X ¥e|| = x4cosh2y< f o y . f y)
+f; cosh? ysinh?z + 1

= x? coshy\[—fl'zcoshzy (cosh? z — sinh? z) + f1,2 sinh?y + 1

= x%coshy /1 — £ (3.5)

10



olur. (3.5) ve (3.6) esitlikleri Tanim 2.13’de yerine yazilirsa (3.1) ile verilen hiperyiizeyin birim

normal vektori

N = (—x?cosh?ycoshz f;', —x?sinhycoshyf,', —x?cosh?ysinhz f,, —x?coshy )

¥
x2 coshy ’1 — 7"

_ (~fi' coshycoshz,—f;"sinhy ,—f;" coshy sinhz ,—1)

olup gerekli diizenlemeler yapilirsa,

=-—1 (fi coshycoshz, f,"sinhy , f;" coshy sinhz ,1) (3.7

\,1—f1,2

seklinde bulunur. (3.7) esitliginde verilen birim normal vektoriin i¢ carpimi alinirsa

£ =< Ny,Ny >

—f,"% cosh?y cosh? z + f,'* sinh? y + f,'* cosh? y sinh? z + 1

)
1-f
_ _f1’2 cosh? y (cosh? z — sinh? z) + fl’2 sinh?y + 1
= >
1-f
)

_1-f
= —

1-f
olup buradan

il (3.8)

oldugu agiktir,

Simdi (3.1) esitligiyle verilen hiperyiizeyin birinci temel form katsayilarin1 hesaplayalim.
(3.2), (3.3) ve (3.4) kismi tiirev vektorleri ve Tanim 2.14 kullanilirsa hiperyiizeyin birinci temel

form katsayilari, sirasiyla,
911 = Vo Vi)
=((coshy coshz,sinhy,coshysinhz,f;"), (coshy coshz,sinhy, coshysinhz, f;"))

= —cosh? y cosh? z + sinh?y + cosh? y sinh? z + f;'*
= —cosh? y (cosh? z —sinh? z) + sinh?y + f,'*
= —cosh?y + sinh?y + f,"*

=—1 +f1,29
912 = (Vx'yy>

11



= ((coshy cosh z,sinhy,coshysinhz, f;"), (x sinhy cosh z, x cosh y, x sinh y sinh z, 0))

= —x sinh y cosh y cosh? z + x sinh y coshy + x sinh y cosh y sinh? z

=—x sinh y cosh y (cosh? z —sinh? z) + x sinhy cosh y
0,

913 = (Vx V)

=((cosh ycoshz,sinhy, coshysinhz, fl')(x coshysinhz,0,x coshycoshz,0))

= —x cosh? ysinhzcoshz + 0 + x cosh? y sinh z cosh z

=0,

921 = ¥y Vx)

= ((x sinhy coshz,x coshy, x sinhy sinh z, 0)(cosh y coshz, sinhy, coshy sinh z, ;"))
= —x cosh? z cosh y sinh y + x sinh y coshy + x sinh y cosh y sinh? z

= —x cosh y sinh y (cosh? z — sinh? z) + x sinh y coshy

=0,

922 = ¥y, Vy)

= ((x sinhy coshz,x coshy,x sinh y sinhz, 0)(x sinhy cosh z, x coshy, x sinhy sinh z, 0))
= —x?2sinh? y cosh? z + x2 cosh? y + x2 sinh? y sinh? z

= —x2 sinh? y (cosh? z — sinh? z) + x2 cosh? y

= x?(cosh? y — sinh? y)

=x2,

923 = (Vy: Yz)

= ((x sinhy coshz,x coshy,xsinhysinhz,0)(x coshysinhz,0,x coshycoshz,0))

= —x? sinhy cosh y cosh zsinh z + 0 + x2 sinh y cosh y sinh z cosh z

=0,

931 = (Vz: yx)

= ((x coshysinhz, 0, x coshycoshz,0) (cosh y cosh z,sinhy, coshysinhz, fl'(x)))

= —x cosh? y sinh z cosh z + 0 + x cosh? y sinh z cosh z
=0,

932 = (Vu Vy)

12



= (x coshysinhz,0,x coshycoshz,0)(xsinhycoshz,xcoshy,xsinhysinhz,0)
= —x?sinhy cosh y cosh zsinh z + 0 + x2 sinh y cosh y cosh z sinh z

=0

ve

933 =< Yz, Yz >

(x coshysinhz,0,x coshy coshz,0)(x coshysinhz,0,xcoshycoshz,0)

= —x2 cosh? ysinh? z + 0 + x2 cosh? y cosh? z

x2 cosh? y (cosh? z — sinh? z)

= x?cosh?y

olarak bulunur. Bu hesaplamalar yardimiyla donel hiperyiizeyin birinci temel form katsayilar

matrisi
£%-1 0 0
[9:]= 0 x? 0 (3.9)
0 0 x2cosh?y

seklinde yazilir. Denklem (3.2), (3.3) ve (3.4) ile verilen birinci mertebeden kismi tiirevlerden

yararlanarak donel hiperyiizeyin ikinci mertebeden kismi tiirev vektorleri

92 "
Yax = a_x}z/ = (O'O'O'fl )9

Yay = aa;—a]; = (sinh y cosh z, cosh y, sinh y sinh z, 0),

Yez = % = (sinhz coshy, 0, coshy cosh z, 0),

Yyx = aay% = (sinhy cosh z, coshy, sinhy sinh z, 0),

Yyy = Ziy]; = (x coshy coshz,xsinhy,x coshysinhz,0), (3.10)
Yyz = ;;—ayz = (x sinhysinhz,0,x sinhy cosh z, 0),

Yox = ;Zz—a]; = (sinhzcoshy, 0, coshycoshz,0),

Yoy = 6622;; = (xsinhysinhz, 0, x sinhy cosh z, 0),

ve

Yoz = 327]2/ = (x coshycoshz,0,x coshysinhz,0)

13



olarak hesaplanir. Tanim 2.15 ile (3.7) ve (3.10) esitliklerinden hiperyiizeyin ikinci temel form

katsayilari, sirasiyla,

hyy =< Vxx,Ny >

1
=((0,0,0,£,"),| ——====(f1"coshy coshz,f;,"sinhy , f;" coshysinhz ,1) |)
2
1-fi

h12 =<< ny, N]/ >

(sinhy cosh z, cosh y, sinh y sinh z, 0),

—

_ fi'sinhy coshy cosh? z — f;"sinhy coshy — f;"sinhy coshy sinh? z — 0

(fi coshycoshz, f,"sinhy , f;" coshy sinhz ,1) )

12

1-fi

_ f1' sinhy coshy (cosh? z — sinh? z) — f;' coshy sinh y

12

1-f

=0,

h13 =< Vxz Ny >

(sinhz coshy, 0,coshy coshz,0),

= 1
( ——(fl'coshycoshz,fl'sinhy,fl'coshysinhz ,1) )

12
1-f

_ fi' sinhzcoshzcosh?y + 0 — f; coshzsinh z cosh? y — 0

12

1-f

14



(sinhy coshz, coshy,sinh ysinh z, 0),

————(f1' coshycoshz, f;"sinhy , f;" coshysinhz ,1) )
2
1-f

_ f1' sinhy coshy cosh?z — f;' coshysinhy — f;" coshy sinh y sinh? z + 0

12
1-fi

_ fi' sinhy coshy (cosh? z — sinh® z) — f;" cosh y sinhy

1-hf

12

haz =<vyy, Ny >

_ xf; cosh? y cosh? z — xf; sinh® y — xf;" cosh® y sinh? z — 0

12
1-f

(x coshycoshz,xsinhy,xcoshysinhz,0),

(fl' coshycoshz, f;"sinhy , f;' coshysinhz ,1)\)

_ xfi' cosh? y (cosh? z — sinh? z) — xf; sinh? y

1’1_f112

h23 =< yyz, N]/ >

(x sinhysinhz,0,x sinhy coshz,0),

————(f1' coshycoshz, f;"sinhy , f;" coshysinhz ,1) )
12
1-f

15



_ xf,' sinhysinh zcoshycoshz + 0 — xf;" sinhy sinh z coshy coshz — 0

/1—f1’2

hsq =< sz:Ny >

(sinhz coshy, 0,coshy coshz,0),

= 1
( ————(f1' coshycoshz, f;"sinhy , f;" coshysinhz ,1) )

12
1-fi

_ fi' sinhzcoshzcosh?y + 0 — f; coshzsinh z cosh? y + 0

12

1-fi

h32 =<< sz, N]/ >

(x sinhysinhz,0,x sinhy coshz,0),

—

_ xf;'sinhysinhzcoshy coshz + 0 — xf;  sinhy sinh z coshy coshz + 0

(fi coshycoshz, f,"sinhy , f;" coshy sinhz ,1) )

12

1-fi

veE

h33 =<VYzzr Ny >

(x coshycoshz,0,xcoshysinhz,0),

————(f1' coshycoshz, f;"sinhy , f;" coshysinhz ,1) )
12
1-f

16



_ xfi' cosh? y cosh? z + 0 — xf; cosh? y sinh® z — 0

/1—f1’2

_ xf;' cosh? y (cosh? z — sinh? z)

[2
1-fi
_ xfi cosh®y
1-£"
seklinde bulunur. Bu hesaplamalar sonucunda hiperyiizeyin ikinci temel formunun katsayilar
matrisi
_ fl = 0 0
1-f,
xfi
[hy]=| © 7 0 G.11)
—J1
xfy cosh?y
0 0 e
\,1—f1 _
seklinde yazilir.

3.2. Spacelike Eksenli Hiperyiizeyde Egriliklerin Hesaplanmasi

Bu alt bolimde, bir dnceki boliimde elde edilen birinci ve ikinci temel form matrisleri
kullanilarak (3.1) donel hiperyiizeyin sekil operatorii ile Gauss ve ortalama egrilik hesaplanacaktir.

Denklem (3.9) ile verilen birinci temel form matrisinin determinanti
’2
det[gij] = (f1 - 1) (x* cosh? y)

olarak bulunur. Birinci temel form matrisi [gi ]-] ‘nin tersi

(x* cosh? y) 0
[9] = — 1 0 (f1'2 — 1) (x? cosh? y) 0
(fl' - 1) (x* cosh? y) 0 0 (fl,z 3 1) o2

17



= 0 0

fi 1
1
=l 0 = 0 (3.12)
1
0 x2 cosh?y.

seklinde elde edilir. Benzer sekilde, Denklem (3.11) ile verilen ikinci temel form matrisinin

determinanti

1 xf;,  xf; cosh? x2cosh?y f,"2f,"
Yy _ Yih 1

det[h;;] = — -
o \/1—f1'2\/1—f1'2 \/1-,3'2 1—f1'23

olarak hesaplanir. ikinci temel form matrisinin tersi

]

xfi,' xf, cosh?y

12 12
B N PR, P
/ _ g2 —f,""  xf, cosh?
1-£f 0 f f1 y 0

== 12 .1 12 12
x?cosh?y fi'" fi Jl—f1 Jl—f1

0 0

- 3
—xfy'xf;' cosh? yx’l—fllz

5 0 0
x2 cosh? Yf1’2f1”\ 1_f1,2

3
2
1-fi"" fi'"'xf;" cosh?y

2
2 2
xZcosh?yfy’ f1”\ll—f1’
3
1 flz fllel
NEmst 1 1
0 0 5
2 2 12 .11 12
x?cosh?yf; fi ' 1-f1 |

olarak bulunur. Gerekli diizenlemeler yapildiginda,

18



-1
— 0 0
fi

[hi] = /1—f1'2 0 x} 0 (3.13)
0

0

xfy' cosh?y

oldugu aciktir. Tanim 2.17°de (3.12) ve (3.11) esitlikleri yerlerine yazilirsa (3.1) ile verilen
hiperyiizeyin sekil operatorii

1 7] 1 12
~ 0 0 —fi
oot )
S= 0 = 0 2
X 1 1 _fl
0 0 —/—— ! 2
x? cosh? y| 0 0 w
[2
1-f1
3 fi 0 0
12 [2
(i —DJy1-fi
X !
_ 0 L 0
x2 ;1_f1,2
xf, cosh?
0 0 fi y
x2 cosh? y /1 —f1'2_
-5 0 o0
(i -D
1 ’
= = 0 Lo (3.14)
J1-fi' * ,
0 0o o
X

olarak elde edilir. Bu donel hiperylizeyin sekil operatorii matrisinin determinant1 hesaplandiginda

19



_ fi 0 0
12 [2
(i —DJY1-f
xf1’
det(s) = ° e ’
x -1
xf, cosh?
0 0 f y
x2cosh?y /1 — £

xfy' xfy' cosh?y

' —1)/1 -’ 2 x2 |1 i xzcoshzy 1- f1

elde edilir. Burada Tanim 2.18’den (3.1) ile verilen donel hiperyiizeyin Gauss egriligi

fl”fl 2
x2(1-£,'Hz

seklinde elde edilir. Boylece asagidaki teoremi verebiliriz.

Teorem 3.1.

| fl'(x)| < 1,Vx € I olmak tlizere a(x) = (x, 0,0, f; (x)) profil egrisinin (0, 0, 0, 1) spacelike
ekseni etrafinda dondiiriilmesiyle olusan (3.1) hiperyiizeyin Gauss egriligi

12
AR
=N N 3.15
x2(1-f;,")2 G.19)
dir.

(3.14) ile verilen sekil operatdriiniin izi

i2(5) = — h L 2%h

AP oD fi-A7 x(1-p"

_xA 2R A=A
x(1- £

olarak hesaplanir. Boylece Tanim 2.18’den yararlanarak asagidaki teoremi verebiliriz.
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Teorem 3.2.
|fi'®)| < 1,vx € lolmak iizere a(x) = (x,0,0,f;(x)) profil egrisinin (0,0,0,1)
spacelike ekseni etrafinda dondiiriilmesiyle olusan (3.1) hiperyiizeyin ortalama egriligi

" 1 12
fi +2f1 (-1 )

g=2% T U7h ) 3.16
s (3.16)

dir.

3.3. Spacelike Eksenli Hiperyiizeyde Gauss ve Ortalama Egriliklere Gore Profil
Egrisinin Belirlenmesi
Bu alt boliimde, spacelike eksen etrafinda donel hiperyiizeylerin Gauss ve ortalama
egriliklerine bagli olarak elde edilen dogrusal olmayan diferansiyel denklemler parametre
degisimleriyle profil egrisini karakterize eden f; (x) fonksiyonu elde edilerek standart bir integral

problemine doniistiirilmiistiir.

3.3.1. Gauss Egriligine Gore Coziim

Teorem 3.1°den spacelike eksen etrafinda donel bir hiperyiizeyin Gauss egriligi K 'nin, profil

egrisi f; (x)'e bagl ifadesi

"2
ke NN
T o0 12\5/
x*(1—=fi )72
seklindedir. Bu dogrusal olmayan diferansiyel denklemi ¢ozerek f; (x) fonksiyonunu belirlemek

amaciyla

13

fi
=72 3.17
a7 (3.17)

degisken degisimi tanimlansin. Bu tanimlanan A ifadesinin tiirevi alinirsa

3
12) /2 + 3x6(1 _ f1/2)1/2f1/4f111

B R R et A (R
) x12(1-f;°)?

!

3
C3RPR 6 e (1= 1) e - ) e
xi2(1- f;)3

elde edilir. Burada gerekli diizenlemeler yapilirsa

32 (1 —fl’z)l/ AR (A7) + AT A7 (1 f1'2)3/ i

A= 12 1243 12 123
xP(1 =11 ) xP(1-fi)
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3= R ent(i-p7)

x© x7

olur. Son olarak

Sh (3.18)

", 1?2 3

fihi fi

olarak hesaplanir. K = m ved = m esitlikleri (3.18) esitliginde yerine yazilirsa
, 3K 64
x*t  x

oldugu goriiliir. Son esitlikte gerekli diizenlemeler yapilirsa

3K —6x°4

/
A o

olacak sekilde bir diferansiyel denklem elde edilir. Diferansiyel denklemi standart lineer

diferansiyel denklem formuna getirmek i¢in yeniden diizenlenirse

64 3K
A+—=

x  x*
olur. Bu denklemi ¢dzmek igin integral arpani olan x° ile her iki tarafi ¢arparsak
xSA" + 6x°A = 3x°K

esitligi elde edilir. Esitligin sol tarafi, carpimin tiirevi kurali geregi (x®4)’ ifadesine esittir. Bu

durumda esitlik

(x®A4)' = 3x°K

sekline doniigiir. Elde edilen esitligin her iki tarafinin integrali alinirsa
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X
x®A=c +f 3t2K (t)dt
1

elde edilir. Burada c integral sabitidir. Son olarak, esitligin her iki tarafi x® ifadesine boliinerek

K +3 [ 2K (t)dt

x6

13

ifadesi bulunmus olur. Son bulunan esitlikle A = esitliginden yararlanilirsa

_Jr
x6(1-£,"H2

717 c+3 [ 2K (t)dt
xé(1- ;"2 xe

esitligi elde edilir. Esitligin her iki tarafindaki x® terimleri sadelestirildiginde denklem

i’ x
SEEL SR +3f t2K (t)dt
RIS R

halini alir. Her iki tarafin kiipkokii alinirsa

I} x 1/3
S <c + 3f tzK(t)dt>
12 1
1-fi

olur. Profil egrisinin tiirevi olan f;’ fonksiyonunu yalniz birakmak igin esitligin her iki tarafin karesi

alinirsa,

12

fi _< x )2/3
= 3 K(t)d
1—f1’2 c+ flt (t)dt

elde edilir. Burada gerekli diizenlemeler yapilirsa
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x 2/3
£’ (c + 3f tZK(t)dt> a-£"9
1
x 2/3 x 2/3
f1’2 + <C + 3[ tzK(t)dt> f1,2 = (C + 3f tzK(t)dt>
1 1

o (c+3[ ekmdr)””
1 =
1+ (c+3 [ e2k(t)dt)"”

+3 (2K (0)de)
) - 3L TKOD)

\/1 +(c+3 fftzK(t)dt)z/3

olarak bulunur. Boylece x, € I olmak iizere profil egrisini belirleyen f; (x) fonksiyonu

x  (c+3 fl"tzl((t)alt)l/3
LG =], —dx (3.19)
\/1+(c+3f1xt2K(t)dt)

olarak bulunur. Bunun sonucunda Gauss egriligine gore genel parametrizasyon asagidaki teorem
ile verilebilir.

Teorem 3.3.

| fll(x)| < 1,Vx € I olmak iizere E} te spacelike eksene gore dénel hiperyiizey (3.1) Gauss
egriligine bagl olarak

x (c+3fFe2k@yar)”
y(x,y,2z) =| xcoshycoshz,xsinhy,xcoshysinhz, fx L

0 J1+(c+3 N tZK(t)dt)2/3

dx
seklinde parametrize edilir.

Sonug 3.1.

K =0 alindiginda [Ej’te spacelike eksen etrafinda dondiiriilerek olusturulan donel
hiperyiizey
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( B )
y(x,y,z) = xcoshy coshz,xsinhy,xcoshysinhz,c—x +b
\ () )

seklinde olup burada b keyfi bir sabit olup x # 0 dir.

ispat.

(3.15) geregi K = % oldugundan K = 0 kosulu f;"’ f1'2 = (0 demektir. f;
x2(1-f,' )72

fonksiyonunun sifirdan farkli oldugu her agik alt aralikta f;"" = 0 olur; siireklilik geregi bu alt

s
/(1+c2/3)

Dolayisiyla f; dogrusaldir. Ayni sonug (3.19)’dan da okunur. K = 0 araliginda integral kaybolur

aralik tanim araligmin tamamudir. ;" = 0 hali ise = 0 alinarak ayni ailede yer alir.

ve f;' sabit ¢ikar.

3.3.2. Ortalama Egrilige Gore Coziim

Teorem 3.2°den spacelike eksen etrafinda donel bir hiperylizeyin ortalama egriligi H’nin,

profil egrisi f; (x)'e bagl ifadesi

H = xfi +2f, (1-f,' )
sx(1-f' )2

seklindedir. Bu dogrusal olmayan diferansiyel denklemi ¢ozerek f; (x) fonksiyonunu belirlemek

amaciyla

p=—10 (3.20)

xJ1-£"" )

degisken degisimi tanimlansin. Bu tanimlanan B ifadesinin tiirevi alinirsa

- T A AN A R A WU

x2(1=f'%)

elde edilir. Burada gerekli diizenlemeler yapilirsa,
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A=A A A=A R

B
x2(1—f,'H

A=A+ -Aa-A)
(1= fi")2

olur. Son olarak

" ’ 12
BI — xfl _fl (1_f1 ) 3.21
x2(1-f,' 2 (3.21)

olur.

" 1ea 12 1
H = xfi +2fi A-f1 ) ve B = fi (%)

3x(1—f1'2)3/2 B X ’1—f1’2(x)

esitlikleri (3.21) esitliginde yerine yazilirsa,

seklinde bir diferansiyel denklem elde edilir. Diferansiyel denklemi standart lineer diferansiyel

denklem formuna getirmek i¢in yeniden diizenlenirse

olur. Bu denklemi ¢dzmek igin integral carpani olan x3 ile her iki tarafi carparsak
x3B' 4+ 3x? B =3x%H
esitligi elde edilir. Esitligin sol tarafi, ¢arpimin tiirevi kurali geregi (x3B)’ ifadesine esittir. Bu

durumda esitlik,

(x3B)' = 3x%H

sekline doniisiir. Elde edilen esitligin her iki tarafinin integrali alinirsa
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X
x3B =c +f 3t2H(t)dt
1
elde edilir. Burada c integral sabitidir. Son olarak, esitligin her iki tarafi x3 ifadesine boliinerek

5 ¢ +3 [ t2H(t)dt

3
ifadesi bulunmus olur. Son bulunan esitlikle B = %
x(1-f' 72
esitliginden yararlanilirsa
7! c+3 [ t2H(t)dt
x(1—fi''2 <

esitligi elde edilir. Esitligin her iki tarafi x ile ¢arpildiginda denklem

! _c+3 [ 2 H(t)dt
a-p"H"% x?

olur. Profil egrisinin tiirevi olan f’ fonksiyonunu yalniz birakmak igin esitligin her iki tarafinin

karesi alinirsa,

£ c+3 [ 2 H(Ddt\
a-£" x?
olur. Gerekli diizenlemeler yapilirsa
2 x ? 2
filx* = (c + 3f tZH(t)dt> a-f1
1

afesfemonf o v
flxt+(c+3 | t2H@®dt) "5 =(c+3 | 2H®dt
1 1
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2 (e 3/ tZH(t)dt)2
b ey (c +3 [ e2H(t)de)”

c+3 [ t2H(t)dt

fi'tr) == >
\/x“' +(c+3 [ t2H(t)dt)

olarak bulunur. Bu sekilde x, € I olmak iizere profil egrisini belirleyen f; (x) fonksiyonu

x c+3 [} t2H(t)dt

fi(x) = ifx

dx (3.22)

0 \/x4+(c+3 flxt2H(t)dt)2

olarak bulunur. Bunun sonucunda ortalama egrilige gore genel parametrizasyon asagidaki teorem

ile verilebilir.
Teorem 3.4.

| fl'(x)| < 1,Vx € lolmak {izere Ej’te spacelike eksene gére donel hiperyiizey (3.1)

ortalama egriligine bagli olarak

c+3 [ t2H()dt

y(x,y,z) = | xcoshy coshz,xsinhy,x coshysinhz, + f;o\[ - :
x*+(c+3 [] t2H(t)dt)

seklinde parametrize edilir.
Sonug 3.2.

H = 0 alinirsa E$ ’te spacelike eksen etrafinda dondiiriilerek olusturulan donel hiperyiizey
y(x,v,2) = <x coshycoshz,xsinhy,xcoshysinhzd +

x c
—d
—LO V(% + ¢?) t>

olup x # 0 dir.
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ispat.
(3.22)’de H = 0 aliursa integral kaybolur ve ¢ + 3 flx t2H(t)dt = c sabit kalir. Buradan

c

i) = im

elde edilir; bir kez daha integre edilerek iddia bulunur. Bu ifadenin H = 0 denklemini, yani

xfi" +2f, (1 - fl'z) = 0 esitligini sagladig1 goriiliir
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4. EP’TE BiR PROFIL EGRIiSiNiN TIMELIKE EKSEN ETRAFINDA
DONDURULMESIYLE OLUSTURULAN DONEL
HiPERYUZEYLER

Bu béliimde, E7 ’te bir profil egrisinin timelike eksen etrafinda dondiiriilmesiyle elde edilen
donel hiperyiizeyler incelenmektedir. Insa edilen hiperyiizeyin birim normal vektdr alani, birinci
ve ikinci temel form matrisleri ile sekil operatorii elde edilerek ardindan Gauss egriligi ve ortalama
egriligi hesaplanmakta ve geometrik sonuclara ulasilmaktadir. Bu boliim genel hatlaryla;
hiperylizeyin insasi, egriliklerin hesaplanmasi ve egriliklere bagli olarak profil egrisinin

belirlenmesi olmak {izere ii¢ alt baglik altinda sunulmaktadir.

4.1. Timelike Eksenli Hiperyiizeyin Insasi

Bu alt béliimde, 4-boyutlu Lorentz-Minkowski uzay1r Ef’te timelike bir eksen etrafinda
donen donel hiperyiizeylerin insas1 detayli olarak ele alinmaktadir. Insa siireci; profil egrisinin
tanimlanmasi, uygun donme matrisi ile yiizeyin parametrelendirilmesi ve yiizeyi karakterize eden
kismi tiirev vektorlerinin hesaplanmasi adimlarindan olugmaktadir.

Ik olarak, hiperyiizeyi olusturacak olan profil egrisini tanimlayalim. I € R araliginda
tanimli, en az iki kez tiirevlenebilir bir f,(x): I € R — R fonksiyonu ve x € R — {0} olmak {izere,

profil egrisi

B(x) = (f2 (X),0,0, X)

seklinde olsun. Bu boliim boyunca

|f2'(x)| >1,Vx el

kabulii gegerlidir. Bu profil egrisinin (1,0, 0, 0) timelike ekseni etrafinda dondiiriilmesiyle olusan

@(x,y, z) hiperylizeyi, uygun bir ortogonal donme matrisi kullanilarak y, z € R olmak {izere;

1 0 0 0 fo(x)
|0 cosz —sinysinz —cosysinz 0
¢Cx,y,2) = 0 0 cosy —siny 0
0 sinz sinycosz COSY COS Z X



olarak ifade edilir. Bu matris ¢arpimi sonucunda dénel hiperyiizeyin parametrizasyonu
o(x,v,2z) = (f(x),—xcosysinz,—xsiny, x cosy cos z) 4.1)
seklinde elde edilir. Burada y € (— %, g) olup cosy > 0 dir.

Denklem (4.1) ile verilen @(x,y,z) donel hiperylizeyin x, y ve z parametrelerine gore

birinci mertebeden kismi tiirev vektorleri

O, = ‘3—‘5 = (£, (x),— cosysinz,—siny, cosy cos z), 4.2)

@y = Z—‘; = (0,xsinysinz, —x cosy,—x siny cos z) (4.3)
ve

¢, = z—f = (0,—x cosy cosz,0,—x cos y sin z) (4.4)

olarak hesaplanir ve burada £, (x) = aj;z—)(cx) dir.

@(x,y,z) hiperylizeyin birim normal vektér alanimi elde etmek amaciyla yukarida

hesaplanan @y, @,, ve @, kismi tiirevlerin vektorel garpimi

€ ) €3 €4
f,'(x) —cosysinz —siny COSY COS Z
Px X Py X @7 = det 0 xsinysinz —xcosy —xsinycosz
0 —X COSy COS Z 0 —xcosysinz

seklinde hesaplanir. Bu determinant acildiginda, vektorel carpim

—cosysinz —siny COSy CoSZz
@y X @y, X @, =—| xsinysinz —xcosy —xsinycosz|e;
—X COSy COS Z 0 —xcosysinz
' (x) —siny COS Y COS Z
—| 0 —XCO0Sy —xsinycosz|e,
0 0 —xcosysinz
£ (x) —cosysinz COSY COS Z
+]1 O xsinysinz  —xsinycosz|es
0 —XCOSYCOSZ —XCosysinz
f,'(x) —cosysinz —siny
-1 0 xsinysinz —xcosy|e,
0 —X COSY COS Z 0
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olarak elde edilir. Burada gerekli diizenlemeler yapilirsa

Px X @y X @, = x*cosye; — x?cos?ysinzf,' (x)e,

—x2cosysinyf, (x)es + x%cos?ycoszf,' (x)e, 4.5)

dir. (4.5) ile verilen vektdrel carpimin normu,

x % 0y x @ul) = [t cos?y (cos?y £ () + siney £ ()~ 1)
=x2cosy |(£"()-1) (4.6)
(y € (— %,g) olup cosy > 0 oldugundan)

oldugu goriiliir. (4.5) ve (4.6) esitlikleri Tanim 2.13’de yerine yazilirsa (4.1) hiperyiizeyinin birim

normal vektori,

(x2 cosy,—x%cos?ysinzf, (x),—x?cosysiny f,'(x), x? cos? y cos zfz'(x))

Ny =

x?cosy (fz'z(x) - 1)

olup gerekli diizenlemeler yapilirsa,

N(p _ (1,— cosysinzf,' (x),—sinyf,’ (x),cosy cos zfz'(x)) (4.7)

(=)

seklinde hesaplanir. (4.7) esitliginde verilen birim normal vektoriiniin i¢ ¢arpimi alinirsa
€ =< Ny Ny >

2 2 2
(—1 + cos?ysin?zf,"” +sin?yf," +cos?ycoszf,’ )

72

fo -1
- £, cos?y (sin?z + cos?z) +sin?y f,” — 1
= P
fo -1
12
_fp —1
-1
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oldugu goriiliir. Buradan
e=1 (4.8)

oldugu aciktir. Simdi (4.1) esitligiyle verilen hiperylizeyin birinci temel form katsayilarini
hesaplayalim. Tanim 2.14 ile kismi tiirev vektorleri (4.2), (4.3) ve (4.4) kullanilarak hiperyiizeyin

birinci temel form katsayilar1 sirasiyla,

911 =< Qx, Px >

=((f2'(x),— cosysinz,—siny,cosycosz, )(f,' (x),— cosysinz, —siny, cosy cos z))
2
= —f," (x) + cos? ysin?® z + sin® y + cos? y cos? z

2
cos?y (sin®z + cos?z) +sin®y — £, (x)

cos?y +sin?y — £, (x)

=1-£" (),

J12 =< @, @y >

=((f2'(x),— cosysinz,—siny,cosycosz, )(0,xsinysinz, —x cosy, —x sin y cos z))
= —x cosysinysin®z + x cos y siny — x cos y siny cos? z

= —xcosysiny (sin?z + cos?z) + xcosysiny

= —xcosysiny +xcosysiny

=0,

913 =< @y, 9z >
= ((fz'(x),—cosysinz, —siny,cosycosz)(O, —xcosycosz,0,—xcosysinz))
= xcos?ysinzcosz + 0 — x cos? ysinz cos z

=0,

921 =< Py, @y >

= ((0,xsinysinz, —x cosy,—xsiny cos z)(f,' (x),— cos y sinz, — siny, cos y cos z))
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=0 —xsinycosysin?z + xsinycosy — x siny cosy cos? z

= —xsinycosy (sin? z + cos? z) + x siny cos y

=0,

22 =< @y, Py >

=((0,xsinysinz,—xcosy,—xsiny cosz)(0,xsinysinz,—xcosy,—xsiny cos z))
=0+ x2sin? ysin?z + x? cos?y + x% sin? y cos? z

= x?sin? y (sin® z + cos? z) + x? cos?® y

=x?%sin®y + x? cos?y

= XZ,

923 =< @y, 9, >
= ((0,xsinysinz,—xcosy,—xsiny cosz)(0,—x cosycosz,0,—x cosysinz))

2

=0 —x2sinycosysinzcosz + 0+ x? siny cos y sinz cos z

=0,

931 =< Pz, Py >
= ((0,—xcosycosz,0,—x cosysinz)(fz'(x),— cosysinz,—siny,cosy cos z))
=0+ xcos?ycoszsinz+ 0 — xcos?ysinzcosz

=0,

932 =< @z, @y >
= ((0,—xcosycosz,0,—xcosysinz)(0,xsinysinz,—xcosy,—xsinycosz))
=0—x?sinycosysinzcosz + 0 + x%siny cosysinzcosz

=0

veE

933 =< @z, @ >
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= ((0,—xcosycosz,0,—xcosysinz)(0,—xcosycosz,0,—xcosysinz))
=0+ x2cos?ycos?z+ 0+ x2cos?ysin®z
= x2 cos? y (cos? z + sin? z)

2

=x2cos?y

olarak hesaplanir. Bu hesaplamalar yardimiyla donel hiperyiizeyin birinci temel form katsayilar

matrisi
1-£7 0 0
l9:1]= 0 x? 0 (4.9)
0 0 x2cos’y
dir.

Denklem (4.2), (4.3) ve (4.4) ile verilen birinci mertebeden kismi tiirevlerden yararlanarak

donel hiperyiizeyin ikinci mertebeden kismi tiirev vektorleri

2 "
Pxx = 52 = (£2",0,0,0)

%o . . .
Py =55, = (0,sinysinz,—cosy,—siny cos z)

Oyy = ;;;‘Z = (0,—cosycosz,0,—cosysinz)
Pyx =aa;—aq;: (0,sinysinz,—cosy,—siny cos z)
@yy =327(5= (0,xcosysinz,xsiny,—xcosycosz) (4.10)
Qy; = :;g)z = (0,xsinycosz,0,xsinysinz)
Oy = ;ZZ;; = (0,—cosycosz,0,—cosysinz)
@zy = ;;;; = (0,xsinycosz,0,xsinysinz)
_ 9%

®zz = 57 = (0,xcosysinz, 0, —x cos y cos z)

seklindedir. Tanim 2.15 ile (4.7) ve (4.10) esitliklerinden hiperyiizeyin ikinci temel form katsayilar

sirastyla

hyy =< (Pxx'Nq) >
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n 1 . ! . I !
=((f2 ,0,0,0), —(1,—cosysmzf2 ,—siny f, ,cosycoszfz) )
(" -1)

2
(7"-1)

]

hi; =< (pxy,N(p >
=((0,sinysinz,—cosy,—sinycosz),| ————==(1,—cosysinzf,',—siny f,' ,cosycoszf,') |}

0 —cosysinysin?zf, + cosysiny f,' — cosysinycos?zf,’

‘ (r" 1)

- cosysiny f,' (sin? z + cos? z) + cos y siny f5’

(" ~1)

hyz =< (sz’Ncp >

= ((0,—cosycosz,0,—cosysinz),| ———(1,—cosysinzf,' ,—sinyf,’ ,cosycoszf,') |)
y y y y y

)

0+ cos?ycoszsinzf, +0—cos?ycoszsinzf,

(=" -1)
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1
=((0,sinysinz,—cosy,—sinycosz),| ————==(1,—cosysinzf,',—siny f,’ ,cosycoszf,") |}
J&"-1)
0 —cosysinysin?zf, + cosysiny f,' — cosysinycos?z f,’

(=" ~1)

_ —cosysiny f,'(sin® z + cos? z) + cosy siny f,’

(" -1)

h22 =< (pyy,th >

=((0,xcosysinz,xsiny,—xcosycosz),| ————=(1,—cosysinzf,’,—sinyf,’ ,cosycoszf,") |}

—xcos?ysin®zf, —xsin?yf,' —xcos?ycos?zf,

(=" -1)
—xcos?y f,'(sin? z + cos?z) — xsin?y f;,’
(=" -1)
—xf,' (sin? y + cos?y)
(=" ~1)
—xfy

(=" -1)

)

h23 =< (Pyz’Ncp >

(1, —cosysinzf, ,—sinyf,’ ,cosy coszfz')\')
_ 1)

=((0,xsinycosz,0,xsinysinz), (

12

(2
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0 —xcosysinycoszsinzf, + 0+ xcosysinycoszsinzf,’

(=" -1)

hz; =< (sz,N<p >

(1, —cosysinzf, ,—sinyf,’ ,Cosycoszfz')W)
_ 1)

= ((0,—cosycosz,0,— cosysinz), (

72

(£,

. ! . !
0+ cos?ycoszsinzf, +0— cos?ycoszsinzf,

(=)

hz; =< (pzy'Ngo >

= ((0,xsinycosz,0,xsinysinz), ( (1, —cosysinzf, ,—sinyf,’ ,cosy coszfz')\')

J(="-1)

0 —xcosysinycoszsinzf, + 0+ xcosysinycoszsinzf,’

(" -1)

Ve

h33 =< (pzz’th >

=((0,xcosysinz,0,—xcosycosz),| ———=(1,—cosysinzf, ,—sinyf," ,cosycoszf,’) |)
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0—xcos?ysin?zf,' +0—xcos?ycos?zf,

(" -1)

—xcos?y f5' (sin? z + cos? z)

D

—xcos?yf,’

(" -1)

olarak hesaplanir. Bu hesaplamalar sonucunda hiperyiizeyin ikinci temel form katsayilar matrisi

_ £ ) 0 0
lez—l
—xf' (x)
_ 0 =22 0
[hij] = P @.11)
0 0 —xcoszgzlfz'(x)
£

dir.

4.2. Timelike Eksenli Hiperyiizeyde Egriliklerin Hesaplanmasi

Bu boliimde, bir 6nceki bolimde elde edilen birinci ve ikinci temel form matrisleri
kullanilarak donel hiperyiizeyin sekil operatorii ve temel egrilikleri hesaplanacaktir. Denklem (4.9)

ile verilen birinci temel form matrisinin determinanti
2
det[g;;] = (1 -f' )(x4 cos?y)

olarak bulunur. Birinci temel form matrisi [ Ji j] ‘nin tersi

(x* cos?y) 0 0
i1 — 1 0 1—f'2 (x? cos?y) 0
R s o) R
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1-f,
=lo = o (4.12)
0 0 !

seklinde elde edilir. Benzer sekilde (4.11) ile verilen ikinci temel form matrisinin determinanti

—£,"(0) x%cos?yf, (Of, (1) —xcos?yf," (O,
- 3
\/f2’2_1 \/lez_l\/lez_l £ -1

olarak hesaplanir. Ikinci temel form matrisinin tersi

det[hij] =

x2cos?y f,"
—yfzz 0 0
/2
R A
2 2 "
— £ =1 xcos“yfy f.
(h] = 1/f2 0 22 Yk B 0
" 12
x%cos?y fr (x)f2 fz'z—l
x n !
0 0 fa fe i
/2
for =1
i p
-z -1 . .
fzu(x)
’ /2
= - fZ -1
0 —_— 0
xfz
—JRt -1
0 0 —_—
xcos?yf, |

olarak bulunur. Gerekli diizenlemeler yapildiginda,
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1
£ () 0 0
[hi] = - /fz'z ~1| o X;Z, 0 (4.13)
1
0 0 xcos2yf,

oldugu aciktir. Tamim 2.17°de (4.12) ve (4.11) esitlikleri yerlerine yazilirsa (4.1) ile verilen

hiperyiizeyin sekil operatorii

r_ n x
f2 (%) 0 0
1 2 _
~ 0 0 f2 1
1=f2 (0 —xf,'(x)
0 — 0
S = 0 — 0 2
x f —1
1
0 0 X2 COSZy_ 0 0 —x cos? yfo (x)
£ -1
-£" (%)
0 0
(1—f2’2)\ff2’2—1
—£' (x)
0 —2 o 0
- 4.14
x1/f2’2—1 ( )
—f' (%)
0 0 —2 o
X fz’z—l_

olarak elde edilir. Bu donel hiperyiizeyin sekil operatdrii matrisinin determinanti hesaplanacak

olursa
—f2" (%) 0 0
(1-£") " -1

0 —le(x) 0

det(S) = 3
x /fz' -1
0 0 —f2' (%)
x /fz'z -1
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12

£ () xf: £

- 2 =
T

oldugu goriiliir. Boylece Tanim 2.18’den (4.1) ile verilen donel hiper yiizeyin Gauss egriligi

K = fz,,(x)lez — fzu(x)lez

3 5
O

seklinde elde edilir. Boylece asagidaki teoremi verebiliriz.

Teorem 4.1.

|f2'(x)| > 1,Vx € I olmak iizere 8(x) = (f,(x), 0,0, x) profil egrisinin (1,0, 0, 0) timelike
ekseni etrafinda dondiiriilmesiyle olugan hiperylizeyin Gauss egriligi

" 12
K = L)fzs/ (4.15)
,2 2
()
dir.

(4.15) ile verilen sekil operatoriiniin izi

iz(S) = —f2 () _ 2f5 (%)

(1 —lez)\/lez -1 x\/lez -1

-1 2100 2f,' ()
2 + X
f2,2 - 1 (1 N fZ )

olur. Burada Tanim 2.18’den yararlanarak asagidaki teoremi verebiliriz.

Teorem 4.2.

|f2'(x)| > 1,Vx € I olmak iizere $(x) = (f,(x), 0,0, x) profil egrisinin (1,0, 0, 0) timelike
ekseni etrafinda dondiiriilmesiyle olusan (4.1) hiperyiizeyin ortalama egriligi

4



n ! ’2
" / +2 1-
o1 ( G _Zfzx(x)>: *fo {22( 31;2 ) (4.16)
\(R7-1) 3x(f, 1)z

dir.
4.3. Timelike Eksenli Hiperyiizeyde Gauss ve Ortalama Egriliklere Gore Profil

Egrisinin Belirlenmesi

Bu alt boliimde, timelike eksen etrafinda donel hiperyiizeylerin Gauss ve ortalama
egriliklerine bagl olarak elde edilen dogrusal olmayan diferansiyel denklemler parametre
degisimiyle profil egrisini karakterize eden f, (x) fonksiyonu elde edilerek standart bir integral

problemine doniistiirilmiistiir.

4.3.1. Gauss Egriligine Gore Coziim

Teorem 4.1'e gore timelike eksen etrafinda donel bir hiperyiizeyin Gauss egriligi,

£00f"
5
x2 (fz'2 — 1) /2

seklindedir. Bu dogrusal olmayan diferansiyel denklemi ¢ozerek f,(x) fonksiyonunu belirlemek

K =

amaciyla

13

f2

S S 4.17
x6(f, -2 &7

degisken degisimi tanimlansin. Bu tanimlanan C ifadesinin tiirevi alinirsa

3
LR R -0 -6, (5 1) - - g
x12(f, "~ 1)?

3
R e e (17 1) P st - g g
x12(fy* = 1)3

elde edilir. Burada gerekli diizenlemeler yapilirsa
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3x° (lez - 1)1/2 lezfzu [(lez - 1) - lez] B 6f2'3x5 (lez - 1)3/2

"= 1204 12 3 1204 12 3
x(f; -1 xt(f; -1

olur. Son olarak

CI - _ 3f2 f2 _ 6f2 (418)

" 12 3
hesaplanir. K = L)fzs veC = f+3 esitlikleri (4.18) esitliginde yerine yazilirsa
2(£1) /2 %6, -1)"/2
(")
o _3K_sC
¢ = x4 x

oldugu goriiliir. Son esitlikte gerekli diizenlemeler yapilirsa

. —3K-—6x3C
C'=—F—

olacak sekilde bir diferansiyel denklem elde edilir. Diferansiyel denklemi standart lineer

diferansiyel denklem formuna getirmek i¢in yeniden diizenlenirse

olur. Bu denklemi ¢6zmek igin integral carpani olan x°© ile her iki tarafi carparsak

xC' + 6x°C = —3x%K

esitligi elde edilir. Esitligin sol tarafi, carpimin tiirevi kurali geregi (x°C)’ ifadesine esittir. Bu

durumda esitlik

(x6C) = —3x?%K
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sekline doniisiir. Elde edilen esitligin her iki tarafin integrali alinirsa

X
x8C=c —f 3t2K(t)dt
1
elde edilir. Burada c integral sabitidir. Son olarak, esitligin her iki tarafi x® ifadesine béliinerek

oot 3 [ 2K (t)dt

x6

/3
ifadesi bulunmus olur. Son bulunan esitlikle C = ﬁ esitliginden yararlanilirsa
x6(f' -1z

" =3[ 2K (t)dt
A S

esitligi elde edilir. Esitligin her iki tarafindaki x® terimleri sadelestirildiginde denklem

13

f2

Lo o
T c 3f1tK(t)dt

halini alir. Her iki tarafin kiipkokii alinirsa

' x 1/3
_ L (c - 3f tzK(t)dt>
f2/2 _ 1 1

olur. Profil egrisinin tiirevi olan f,’ fonksiyonunu yalniz birakmak igin esitligin her iki tarafin karesi

alinirsa,

12

x 2/3
= <c — 3[ tzK(t)dt>
-1 1
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elde edilir. Burada diizeltmeler yapilirsa

12 _ x 2 23 12
£ = c—3ft1<<t)dt 7 - 1)
1

x 2/3 x 2/3
£ <c - 3] tzK(t)dt> — £ = (c - 3f tzK(t)dt>
1 1

2 (- 3/ 1:2K(t)olt)2/3
(c=3f; 1:2K(t)olt)2/3 -1

f2
olarak bulunur. Her iki tarafin karekokii alindiginda f," = % ifadesi

(c=3f; 2Kk (t)dt)””

\/(c -3 2K (t)dt)”” -1

le(x) =

olarak bulunur. x, € I olmak iizere profil egrisini belirleyen f, (x) fonksiyonu

(c—3f1"t21((zt)alt)1/3

fl0) =[] dx (4.19)

° J(c—3 [ t2k(tyar)” -1

2/3
olarak bulunur. Burada (c -3/ 1x t’K (t)dt) / > 1°dir. Bunun sonucunda Gauss egriligine gore

genel parametrizasyon asagidaki teorem ile verilebilir.

Teorem 4.3.
2/3
|f2'(x)| >1,Vx el ve |(C — 3f1x tZK(t)dt) / | > 1 olmak iizere E{’te timelike eksene

gore donel hiperyiizey (4.1) Gauss egriligine bagh olarak

(c—3f1xt21<(t)dt)1/3

X . .
ex,y,z) = fx dx,—xcosysinz,—xsiny,x cosycosz

° J(c—3f1xt21((t)dt)2/3—1
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seklinde parametrize edilir.
Sonugc 4.1.

K = 0 almirsa E7 ’te timelike eksen etrafinda dondiiriilerek olusturulan dénel hiperyiizey

1/3

o(x,y,z) = <\/ﬁ

x + b, —xcosysinz,—xsiny,xcosycosz>

olup burada b keyfi bir sabit, x # Ovey € (—m/2,7/2) “dir.
ispat.

Boliim 4 boyunca | f2'| > 1 kabulii gecerli oldugundan f," # 0 dir. Dolayisiyla K = 0

2

n . 1/3 2/
kosulu dogrudan f, demektir ve f, dogrusaldir. —— | = 5/—3 > 1 oldugundan kabul
(c2/3—1) (C 3)—1

saglanir.

4.3.2. Ortalama Egrilige Gore Coziim

Teorem 4.2'e gore timelike eksen etrafinda donel bir hiperyiizeyin ortalama egriligi,

25/ (11 )4y

H
3x(f, -1z

seklindedir. Bu dogrusal olmayan diferansiyel denklemi ¢ozerek f;,(x) fonksiyonunu belirlemek

amaciyla

D=L (4.20)

X fz’z—l

degisken degisimi tanimlansin. Bu tanimlanan D ifadesinin tiirevi alinirsa
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. S VA T A S SRS 10 S WPV R

x?(f;* = 1)
I S e A i A A VL %
) (f," = 1)

elde edilir. Burada gerekli diizenlemeler yapilirsa,

o (R -1)-£' (" -1) - £"xf"
x2(f," =12

D' =

B -1-6) - KR
(" - 1)

olur. Son olarak

" 1,12
2 x—f (f -1
D' = 4.21
x2(f, -1y (2D

olur.
’ 2 " ,
H= 2z (1_f22 )+3fo veD =228 esitlikleri (4.21) esitliginde yerine yazilirsa,
3x(f,' —1)7/2 xlf 21
,_ 3H 3D
b=

seklinde bir diferansiyel denklem elde edilir. Diferansiyel denklemi standart lineer diferansiyel

denklem formuna getirmek i¢in yeniden diizenlenirse

olur. Bu denklemi ¢dzmek icin integral carpani olan x3 ile her iki tarafi carparsak

48



x3D" +3x* D =—-3x%H

esitligi elde edilir. Esitligin sol tarafi, carpimn tiirevi kurali geregi (x3D)’ ifadesine esittir. Bu

durumda esitlik
(x3D) = —3x?H
sekline doniisiir. Elde edilen esitligin her iki tarafin integrali alinirsa
x
x3D=c¢ —fl 3t2H(t)dt
elde edilir. Burada c integral sabitidir. Son olarak, esitligin her iki tarafi x3 ifadesine boliinerek

b S~ 3 [ t2H(t)dt

x3

f2' ()

X f2,2—1

ifadesi bulunmus olur. Son bulunan esitlikle D = esitliginden yararlanilirsa

£ c—3[ t?H(t)dt

x3
x /fz'z -1

esitligi elde edilir. Esitligin her iki tarafi x ile ¢arpildiginda denklem

f'(x) c—3[; t?H(t)dt

2
2 x
£ -

1

olur. Profil egrisinin tiirevi olan f,’ fonksiyonunu yalniz birakmak igin esitligin her iki tarafin karesi

alinirsa,
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L (c —~ 3f1xt2H(t)dt>2

2 1) x2

(2

olur. Gerekli diizenlemeler yapilirsa

£ (c- 3flxt2H(t)dt)2
-1) B x4

elde edilir. Burada gerekli diizenlemeler yapilirsa

2 4_< fxz >2 2
£xt=(c—-3| e2H®dt) (°-1)
1

x 2 x 2
<c - 3f tzH(t)dt> 72—t = (c - 3f tzH(t)dt>
1 1

2 (e- 3/ tzH(t)dt)Z
(c=3f; 2H()dt)” — x*

f2

c—3 [ t2H(t)dt

i) =+ >
J(c —3 [ 2H(t)dt)” — x*

olarak bulunur. Burada x, € I olmak iizere profil egrisini belirleyen f,(x) fonksiyonu

c-3 [ 2 H(t)dt

\/(0—3 IE t2H(E)dt) —x*

dx (4.22)

L=+

2
olarak bulunur. (C -3/ 1x t?H (t)dt) > x* dir. Bunun sonucunda ortalama egrilige gore genel

parametrizasyon agagidaki teorem ile verilebilir.

Teorem 4.4.

14 2 . . . . .
|If2' ()| > 1,vx €I ve(c—3 flx t2H(t)dt)” > x*olmak iizere Ef’te timelike eksene gdre donel
hiperyiizey (4.1) ortalama egriligine bagli olarak
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c-3 [ t2H(t)dt

J(c—3 N t2H(E)dt) —x*

X . .
ex,y,z) = ifXO dx,—xcosysinz,—xsiny,xcosycosz

seklinde parametrize edilir.

Buradan agagidaki sonuca ulasilabilir.
Sonugc 4.2.

H = 0 alimirsa E} ’te timelike eksen etrafinda dondiiriilerek olusturulan dénel hiperyiizey

dt,—x cosysinz,—xsiny,x cosycos z>

X
c
NSy
x9+/(c? —t%)
olup tanim aralig1 0 < |x| < /|c| ile sinirlidir.

Ispat.

c

V(c2-x*)

(4.22)'de H = 0 alinirsa integral kaybolur ve f,'(x) = + elde edilir. Teorem

4.4'in (c)? > x* kosulu tam olarak tanim araligim verir.

51



5. ET’TE BiR PROFIL EGRIiSININ LIGHTLIKE EKSEN
ETRAFINDA DONDURULMESIYLE OLUSTURULAN DONEL
HiPERYUZEYLER

Bu béliimde, E} ’te bir profil egrisinin lightlike eksen etrafinda dondiiriilmesiyle elde edilen
donel hiperyiizeyler incelenmektedir. Insa edilen hiperyiizeyin birim normal vektdr alani, birinci
ve ikinci temel form matrisleri ile sekil operatorii elde edilerek ardindan Gauss egriligi ve ortalama
egriligi hesaplanmakta ve geometrik sonuclara ulasilmaktadir. Bu boliim genel hatlaryla;
hiperylizeyin insasi, egriliklerin hesaplanmasi ve egriliklere bagli olarak profil egrisinin

belirlenmesi olmak {izere ii¢ alt baglik altinda sunulmaktadir.

5.1. Lightlike Eksenli Hiperyiizeyin Insas:

Bu alt boliimde, 4-boyutlu Lorentz-Minkowski uzay1 E7’te lightlike bir eksen etrafinda
donen hiperyiizeylerin insas1 detayli olarak ele almmaktadir. Insa siireci; profil egrisinin
tanimlanmasi, uygun donme matrisi ile yiizeyin parametrelendirilmesi ve yiizeyi karakterize eden
kismi tlirev vektorlerinin hesaplanmasi adimlarindan olugmaktadir.

Ik olarak, hiperyiizeyi olusturacak olan profil egrisini tamimlayalim. I € R araliginda
tanimli, en az iki kez tiirevlenebilir bir f3(x): I € R — R fonksiyonu ve x € R — {0} olmak {izere,

profil egrisi

0(x) = (x, f3(x),0,0)
seklinde olsun. Bu boliim boyunca
I @) <1, f5(x) #xvevx €l

kabulii gecerlidir. Bu profil egrisinin (1, 1, 0, 0) lightlike ekseni etrafinda dondiiriilmesiyle olusan
6(x,y,z) hiperyiizeyi, uygun bir parabolik (null) Lorentz donme matrisi kullanilarak y,z € R

olmak tizere;

24,2 24,2
vy +z y-+z
> +1 - 5 y ozl
24,2 24,2
_| y*+z ye+z f3(x)
6(x,y,2) . 1— . y z|| o
y -y 1 0 0
z -z 0 1

olarak ifade edilir. Bu matris ¢arpimi sonucunda donel hiperylizeyin parametrizasyonu



y?+22 izt y2+z2 _ y*+z?

6(x,y,z)=<( 2 +1)x 7 (0. x+(1 2 )f3(x),> (5.1
xy = f3(0)y, xz — zf3(x)

seklinde elde edilir. Denklem (5.1) ile verilen §(x,y,z) donel hiperyiizeyin x, y ve z

parametrelerine gore birinci mertebeden kismi tiirev vektorleri

y:+z° y +z° , y*+7? v +22\ _,
5x=%= R RS +<1_ 2 >f3(x)’
y —f3'(x)y,Z—f3'(x)Z
(EE)(-H @)+ 15 (1- @)+ £ 0, .
y(1-£'®).z(1-£' @) '

8y = % = (yx — yf3(x), yx — yf3(x),x — f3(x),0) (5.3)
ve
6, = % = (Zx —zf5(x),zx — zf3(x),0,x — f3(x)) (5.4)

olarak hesaplanir ve burada f;'(x) = aj:;—fcx) dir.

6(x,y,2) hiperyiizeyin birim normal vektér alanini elde etmek amaciyla yukarida

hesaplanan 6y, §,, ve §, kismi tiirevlerin vektorel ¢arpimi

by X 6y X 8,
—eq e €3 €4
2 2 2 2
o (y = )(1 ~ 5/ () + 1 (y -~ )(1 ~F @)+ Y1) 2(1-£)
yx — yf3(x) yx — yf3(x) x — f3(x) 0
zx — zf3(x) zx — zf3(x) 0 x — f3(x)

seklinde hesaplanir. Bu determinant acildiginda, vektorel carpim
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Oy X 8, X6,

yz + Z2 ! ! ! !
- ( . )(1—f3 @)+ y(1-£'®) 2(1-£'0) e
yx = yfa(x) x = f3(x) 0 '
zx — zf3(x) 0 x — f3(x)
yz + Zz ! ! ! |
( . )(1—f3 @)+1 y(1-£'0) z(1-£'0)
- e
yx — yf3(x) x = f3(x) 0 ’
, gx—zfg(x) , 02 x — f3(x)
+ A + ! ! !
) (y — )(1—f3 (0) +1 (y - >(1—f3 W)+5'@ z(1-£'@) e
yx = yfs(x) yx = yfa(x) 0 ’
=i @ x = f5(x)
+ ! + ! ! !
) (y . )(1—f3 (0) +1 (y - )(1—f3 W) +H'@ y(1-£0) e
yx — yf3(x) yx = yfs(x) x—fa(x) |
zx — zf3(x) zx — Zf3(x) 0
olarak elde edilir. Burada gerekli diizenlemeler yapilirsa
8 X 8y x 8, = (x — f(0)? ( ( 1-£'(x) ( > f3'(x)> e
+ (x — f3(x))? (( ) (1 (x)) — 1) (5.5)
+ ¥ = f(0)2 (1= £'(0)) e
+z(x — fs(x)) (1 f3 (x)) €4
dir. (5.5) ile verilen vektdrel garpimin normu
18, x 6, 6| = J (= A = £700) = G — ) [1- £ (5.6)

oldugu goriiliir. (5.5) ve (5.6) esitlikleri Tanim 2.13’de yerine yazilirsa (5.1) hiperyiizeyinin birim

normal vektori
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(x—fg(x))2<(1 ) (S55) - fs’(x)>61

(x —fz(x))z,fl - f"

(x = f3(x))? ((y ) (- f) - 1)
+

(x —fz(x))z,fl - f"

Y&~ fG)? (1-£'®) e

(x —fa(x))z,/l - f"

2(G = 00 (1= ') ) es

(x —f3(X))2,/ 1-£"

olup gerekli diizenlemeler yapilirsa,

N5:

+

Ny = y2+22-f' (v2+22+2),y2+2% - f3' (v?+2%)-2,2y(1-£3") 22(1-f5")

5.7
21-£"
seklinde hesaplanir. (5.7) esitliginde verilen birim normal vektoriiniin i¢ carpimi alinirsa
& =< N&NS >
—OP - O 22+ (V22— f 0 420 - 2)
"2 N2
3 +4y2(1-f') +42°(1-f3)
= =
4(1-£")
02 +222 (1= £,") +4f/ 02 +22) — 41" 0% + 22) — 4" - 4(y? + 2%)
+4— (2 +29% (1= £7) + 4602 +22) + 41 - 5)°(y? + 22)
= 2
41-13)
oldugu goriliir. Buradan
e=1 (5.8)
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oldugu aciktir. Simdi (5.1) esitligiyle verilen hiperyiizeyin birinci temel form katsayilarini
hesaplayalim. Tanim 2.14 ile kismi tiirev vektorleri (5.2), (5.3) ve (5.4) kullanilarak hiperyiizeyin

birinci temel form katsayilar1 sirastyla

911 = <6x' 6x>

2 2 2 2
((y ;Z> (1-5'e +1<y ”) 1= £5'00) + £ (x))

2
y(1-£'®).z(1- @)

= 24,2
((y ;Z> (1-£'C +1(y ”) (1- f3’<x))+f3’<x),>

y(1-£'®), zél 3 ()
)

)

=02+ (1- W) (1- W)+ 2 (1-£®) +22(1- ') -
= £ -1,

912 = <6x:6y>
(y : ;ZZ> (1-£'@)+1, (y : ZZ) (1-£'@)+ £,
y(1-£'®)z(1-£'®)
x = yf3(0, yx — yfz(x), x — f3(x),0)
= (-yx+y@) (1= @) +y(1-£'00) (x - ()
—y(x- ) (1-£ @) +y(1-£®) (x - £()

= )

= (-yx+yAW)(1-£'@)+y(1-£'®) (x - @)

=0,

913 = {0y, 6)

2 2

(y : ;Zz>(1 ~ ) +1, (y - )(1 ~ ') + £ (),

y(1-£'®W)z(1-£'®),
(zx = zf3(x), 2x — 2f3(x),0,x — f3(x))

=~z +2@) (1- @) +2(1- £/ @) (x - @)

= )
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921 = (6, 6x)

x —yf3(x), yx — yf3(x),x — f3(x),0),
2 2

- ‘(y : ;) (1-£'®)+1 (y M )(1 A @)+ A @y (1- @)z (1- £ ®)

= (- +yH@) (1-£ @) +y(1-£'0) (x - ()

=0,

922 = (8, 6y)
= (rx — yf3.(0),yx = yf3(x), x — f3(x),0), (yx — yf3(x), yx — yf3(x),x — f3(x),0))
= —x?y? + 2xy%f3(x) — y2f2° (%) + x2y? — 2xy*f5(x)
+y2 37 () + x2 = 2xf3(x) + f37 (%)

= (x - f(0)°,

923 = (6, 6;)
= (6 = Y00, yx = yf2(0), x — £300,0, (22 = 2f2(x), 2x = 23(x), 0,x = f3(x)))
= (~yx +¥f300)2(x — £500) + y(x — () 2(x — f3(0))
o,
931 = (87, 6x)
(zx —zf3(x),zx — zf3(x),0,x — f3 (x)),
: 2) (1= @)+ @y (1- @)z (1- @)

— 2 2
(<y erz >(1_f3,(x))+1’<y -2|-Z

= (—zx + zf3(x)) (1 — f3'(x)) + (zx — zf5(x)) (1 - f3,(x))

=0,

932 = (63, 8y>

= ((zx — 2f3(x), 2x — 2£3(x),0,x — (X)), (yx — ¥ f3(x), yx — yfs(x), x — f3(x), 0))

= (_Zx + ng(x))(xy - J’f3(x)) + (Zx - Zf3(x))(xy - yfs(x))
=0

Ve
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933 = (65, 6;)
= ((ZX - Zf3(X),ZX - Zf3(X), 0,x— f3(X)), (ZX - Zf3(X),ZX - Zf3(X), 0,x — f3(x)))
= —(zx — Zf3(x))2 + (zx — Zf3(x))2 + (x — f3(x))2
= (x- ()

olarak hesaplanir. Bu hesaplamalar yardimiyla donel hiperyiizeyin birinci temel form katsayilar

matrisi
£2 -1 0 0
[9:]= 0 (x—f)? 0 (5.9)
0 0 (x — f3)2

seklinde yazilir. Denklem (5.2), (5.3) ve (5.4) ile verilen birinci mertebeden kismi tiirevlerden

yararlanarak donel hiperyiizeyin ikinci mertebeden kismi tiirev vektorleri

626 y +Z n n y + 2 n n
Oux =35 = f3 .13 f3 f3 V—fz z

%8 ’ ’ I
Sy =axay= -y y—yf1-£5,0)

Oz = 5> =(z—z2fs,z~z2f;,01 - f)

Syx = 3o = (Y =¥y = vf5', 1 - £51,0)

9%68
8yy =0 (x — f3,x — f3,0,0) (5.10)

928
6)/2 - ayE - (010'010)

925 ! ! !
6ZX= =(Z—Zf3,Z_Zf3;O:1_f3)

= Sy %~ (0,0,0,0)

622 622 (x f3!x _f3'0'0)
seklindedir. Tanim 2.15 ile (5.7) ve (5.10) esitliklerinden hiperyiizeyin ikinci temel formunun

katsayilar1 sirastyla

hi1 =< 6yx Ns >

y +Z n n y2+22 n n n
f3 . f3 > 3. —f3y—fiz|,

N </y2 +2°— ' (2 + 22+ 2),y* +2° — ' 2 +28) - 2,2y(1 - f3'), 22(1 - fs')\)

\ 2 /1—f3’2
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h12 =<< 6xy'N5 >
=(y—vfs'y—fs'.1
£0) /yz +22 — f3' (Y + 22+ 2),y2 + 22 = f5' (y2 +2) = 2,2y(1 - f3'), 22(1 — fs')\)
_£0),
\ 21— £"
2y - -2y(- ) +2y(1-£)
2 ’1 _f312
2y -£) +2y(1- )

2J1-£"

=0,

hyz =< 8xz N5 >

=((z—zf;',z— 2,01

_22(1- O —22(1 - ) +22(1 - ')
_z22(1- £ +22(1- 1)

21/1 -f"

=0,

h21 =< é‘yx Né‘ >

=((y-yfsy—yfs'1

£0) (yz +22 -+ 22+ ),y + 22 - B+ 2D - 2.2y(1 - ), 2z(1 - f3')>)
~£0),

21— £"
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_ (- - D +2y(-£)
zw/1 - £

_=2y(1-£) +29(1- )

2 /1—f3’2

/yz +22— ' 2+ 22+ 2),y* + 27— ' 2 +28) - 2,2y(1 - f3'), 22(1 - f3')\>

2 /1 ~-f"

I
oh
=
o
N/

—

— ((0,0,0,0), (yz +22— £ 2+ 22+ 2),y% + 22— 3 (v  + 22 - 2.2y(1 - f), 22(1 - f3’)>>

21— f"

=0,
h3; =<8 N5 >
=((z—zfs',z—zf;',01

) <y2 +22 -+ 22+ 2,y + 22 - '+ 28) - 22y(1 - /'), 2z(1 - fg')>)
—£D,

21— 5"

202 - 1) +22(1 - )
2J1- 1"
21— ) v 22(1- £

. 2,/1 -f"°
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=0

2

h32 =< 62)/ N(S >

/yz +22— ' (2 + 22 +2),y* + 2 - ' (2 +28) - 2,2y(1 - f3'), 22(1 — fs')\

=((0,0,0,0), \ 2\/1—7}%’2

)

Ve

h33 =< 6ZZ N8 >

yi+zi— ' (2P + 2242,y + 22— ' %+ 22) - 22y(1 - '), 22(1 - fy')
2 /1 — 1"

(= )2+ 2D+ (= )02+ 2 + 20 — f)fs +
(x—f)*+2%) —2(x—f3) — (x — f)(¥* + zD)f3’

2J1- 1"

- f3,0,0) ’

)

_ (x —f3)(f3, - 1)

12
1-f3

olarak hesaplanir. Bu hesaplamalar sonucunda hiperyiizeyin ikinci temel form katsayilar matrisi

1 —f3" 0 0
[hij] =—=| 0 -£)f-1) 0 (5.11)
1-£"] 0 0 (- f)(f - 1)

dir.

5.2. Lightlike Eksenli Hiperyiizeyde Egriliklerin Hesaplanmasi

Bu bolimde, bir 6nceki bolimde elde edilen birinci ve ikinci temel form matrisleri
kullanilarak dénel hiperyiizeyin sekil operatorii ve temel egrilikleri hesaplanacaktir. Denklem (5.9)

ile verilen birinci temel form matrisinin determinanti
/2
detlgy;] = ("= 1) @ - f)*

olarak bulunur. Birinci temel form matrisi [gl- j] ‘nin tersi
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(x — f3)4 0 0
[97] = — ! 0 (fz'2 - 1) (x = f3)? 0
(BE-1e-p1 (£ -1) - £)?
fgj_l 0 0
= ﬁ 0 (5.12)
0 0 @

seklinde elde edilir. Benzer sekilde, Denklem (5.11) ile verilen ikinci temel form matrisinin

determinanti

det[hu] = —

olarak hesaplanir. ikinci temel form

5]

((x— £)2(fs' = 1)°

- )2 1-f"F"
(1+ f?,’)2

matrisinin tersi

(1+ f3’)2
- 21— f 5"

[ (1) - £)2(f 1)’

= 0 0
1-13
0 —(X—f3)(f3’2— 1)f3” 0
1-f
0 0 —(x—f3)(f3’—1)f3”

12
1-fs

0

G215 1" a-£"

(1+f3,)2(X—fa)(fsl—l)fsu
-2 1-5" 5" 11"

(1+f3,)Z(X—f3)(f3’—1)f3”
(—f5) J1-£" 5" a-£")

0

olarak bulunur. Gerekli diizenlemeler yapildiginda,
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—J1-£"
0 0
f3”
-1+ £
W= pener A
(x = f3) 1—f3’
0 0 —(1+1:)
(x—f3) 1—f3’2_

(5.13)

oldugu aciktir. Tamim 2.17°de (5.12) ve (5.11) esitlikleri yerlerine yazilirsa (5.1) ile verilen

hiperyiizeyin sekil operatorii

A 0
/21 0 0 ] 1- f3,2
fo =1 1 0 (X—f3)(f3’—1)
S = -
0 (x — f3)? 0 1- f3'2
1
0 G-m2l| o 0
3 f3 0 0
- f1-p"
0 (x—fs)(f?,,—l) 0
- G- f2d1— £,
0 0 (x—fs)(fsl—l)
(x— f3)21/1 -
]:3211 0 0
(s -1
__1 =)' -1)
1—f3'2 0 (x—f3)? 0
0 0 =)' -1)

(x—13)?

(x — f3)(f3’ - 1)

Ji-5"

(5.14)

olarak elde edilir. Bu donel hiperytiizeyin sekil operatorii matrisinin determinant1 hesaplandiginda

63



B f3 0 0
B -Dd1-£"

(s’ -1)

det(S) = 0 ~ 0

(x=f3)1—f3
0 0 (5 -1)
(x — f3) 1- f3’2

£ (£:'-1) (-1

515" G (15" ) 15"
oldugu goriiliir. Béylece Tanim 2.18” den (5.1) ile verilen donel hiperylizeyin Gauss egriligi

n

K = f3
N2
(x—f2)2(1+£3") 1-f3

12

seklinde elde edilir. Boylece asagidaki teoremi verebiliriz.

Teorem 5.1.

| f3'(x)| < 1ve f3(x) # x Vx € I olmak iizere 0(x) = (x, f3(x), 0,0) profil egrisinin
(1,1,0,0) lightlike ekseni etrafinda dondiiriilmesiyle olusan hiperyiizeyin Gauss egriligi

K= f3 : - (5.15)
(x-£2)2(1+£") J1-1'

dir. (5.14) ile verilen sekil operatoriiniin izi,

f3” N Z(X—f?,)(f?,,—l)

5 -DJ1-£7 @« —fg)a/ 1-£"

_ 2 (1 —fg'z) (s —1)+ (x— f2)f:"
(x—f)(1—f3' )z

iz(§) =—

olarak hesaplanir. Tanim 2.18’ den yararlanarak asagidaki teoremi verebiliriz.
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Teorem 5.2.

Ifs' ()| < 1ve fa(x) # x Vx €1 olmak iizere 0(x) = (x, f3(x),0,0) profil egrisinin

(1,1, 0,0) lightlike ekseni etrafinda dondiiriilmesiyle olusan (5.1) hiperyiizeyin ortalama egriligi

_ 2(1—f3,2)(f3,—1)+(x—f3)f3”

H
3(x-f)(1-f3' ) /2

(5.16)

dir.

5.3. Lightlike Eksenli Hiperyiizeyde Gauss ve Ortalama Egriliklere Gore Profil
Egrisinin Belirlenmesi
Bu alt boliimde, lightlike eksen etrafinda dondiiriilerek olusan donel hiperyiizeylerin Gauss
ve ortalama egriliklerine bagl olarak elde edilen dogrusal olmayan diferansiyel denklemler
parametre degisimleriyle profil egrisini karakterize eden f53(x) fonksiyonu elde edilerek standart

bir integral problemine doniistiiriilmiistiir.

5.3.1. Gauss Egriligine Gore Coziim
Teorem 5.1. e gore lightlike eksen etrafinda dondiiriilerek olusturulan dénel hiperyiizeyin
Gauss egriligi

1

K = f3
N2
(x=13)2(1+15") 1 f3

)2
seklindedir. Bu dogrusal olmayan diferansiyel denklemde ilk olarak

w=x-—f3 (5.17)
parametre degisimi yapilirsa

dw 1

=1 f3 (5.18)

oldugu goriiliir. Bu boliim boyunca gegerli olan | f3'(x)| < 1 kabulii geregi Z—‘;’ > 0ve fz(x) #x

kabuliinden w # 0 dir.
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Simdi de

!

u= ;2 (5.19)
olsun. Buradan

f=tm I-f=im 14 f = (520
esitlikleri elde edilir. Zincir kurali ve (5.18) esitligi kullanilirsa

S A 521

esitligi elde edilir. Ayrica (5.20) ve (5.21) esitliklerinden

d 2u? d

dx  1+uZdw
elde edilir.
Simdi (5.15) ve (5.16) ile verilen Gauss ve ortalama egrilikleri u ve w cinsinden yazalim.

Oncelikle (5.20) kullanilarak

4u?

2
1 _f3’2 = (1 _f3’)(1 +f3,) = 12-|-uu2 1-|-2u2 = @ un?

2
J1-p2=2 (5.22)

I 8us
(1-£7) = 1 +ud)¥

(1+ ,)2 1 f’z— 4 2u _ 8u
E T @+ud)214+u? (1+u?)3
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esitlikleri elde edilir.
Diger yandan (5.20) ve (5.21) kullanilirsa

f//_
3

df;'  2u* d (1-u? 2u? du d [1—u? 2u2( —4u )du
Cdx  1+u?dw

T+u?) 1+wldwdu\l1+u?) 1+u? (1 +u?)?/dw
olur ve burada gerekli diizenlemeler yapilirsa

su® du

= (5.23)

elde edilir.
(5.22) ve (5.23) esitlikleri, (5.15) ile verilen Gauss egriligi ifadesinde yerine yazilirsa

, _ 8w du

f3 _ (1+u?)3dw
2 N2 2 W28—u
W(1+f3) 1-1; 1 +u?)?

K =

olur burada gerekli sadelestirmeler yapildiginda

2
K =% au (5.24)

w2 dw

olarak bulunur. Bu esitlik

2 du _ d(w®) (5.25)

E dw

—3w?K = 3u

seklinde yeniden yazilabilir. Bdylece birinci mertebeden bir diferansiyel denklem elde edilir. Elde

edilen esitligin her iki tarafinin integrali alinirsa

w
u3=c1—3f s?K(s)ds
w,

0

67



oldugu goriiliir. Burada c; integral sabiti, w, ise tanim araliginda segilen sabit bir noktadir. (5.19)
geregi u > 0 oldugundan, (5.26) esitliginin sag tarafinin pozitif olmasi1 gerekmektedir; bu kosul
altinda her iki tarafin kiipkokii alinarak

1

u= (c1 -3 f‘:; s2K(s) ds)g (5.26)

elde edilir.

Profil egrisini belirlemek i¢in zincir kurali, (5.18) ve (5.20) esitliklerinden yararlanilirsa.

1-u
afs _ dfs dx _ £’ _ 1gez _ 1-uf
dw ~ dx dw 1-f;/ ~ 202 T 212 (5.27)
1+u?
oldugu goriiliir. Burada her iki tarafin integrali alinarak
1 1
fz= Ef (ﬁ — 1) dw + ¢, (5.28)

bulunur. Burada c, ikinci integral sabitidir.
Bunun sonucunda Gauss egriligine gore (5.1) ile verilen donel hiperylizeyin genel

parametrizasyonu asagidaki teorem ile verilebilir.
Teorem 5.3.

| f3'(x)| <1 ve f3(x) # x olmak iizere, 6(x) = (x, f3(x),0,0) profil egrisinin lightlike

ekseni etrafinda dondiirlilmesiyle olusan ve Gauss egriligi K olan (5.1) donel hiperyiizey

2 2 2 2
w,y,2) = <(y "2+ 1)w +f3 T w o f, wy, Wz) (5.29)

seklinde parametrize edilir. Burada

2

f3=%j <Cl—3jWSZK(S)dS>_ —1]dw+c,

0
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W:x_f3,

c;—3 f\:; s2K(s)ds > 0, ¢; ve c, keyfi sabitlerdir.

Sonuc 5.1.

K = 0 alinirsa E7 ’te lightlike eksen etrafinda déndiiriilerek olusturulan donel hiperyiizey

y242z2 ¢ 341 y24z2 o -1
w+c3,( w + c3, wy, wz

6(W.y,Z)=< st Tt

2(x—c3)
1+c; /3

dir.

olupw =

Ispat.
Kabul edelim ki Ef'te lightlike eksen etrafinda déndiiriilerek olusturulan dénel hiperyiizeyin Gauss

egriligi K = 0 olsun. (5.26) ve (5.28) esitliklerinden

01_2/3 -1

f3=( 2

)W+C3

bulunur. Bulunan bu f3 ifadesini, (5.29) numarali yiizey parametrizasyon denkleminde yerine

yazilirsa ispat tamamlanmis olur.

5.3.2. Ortalama Egrilige Gore Coziim

Teorem 5.2. e gore lightlike eksen etrafinda dondiiriilerek olusturulan donel hiperyiizeyin

ortalama egriligi

. 2(1—f3’2)(f3’—1)+(X—f3)f3”

H
3(e-f)(1—-f2' )2

seklindedir. Bu dogrusal olmayan diferansiyel denklemde ilk olarak 5.22 ve 5.23 deki esitlikleri

yerine yazilirsa

3 2 (1 _f3’2) (f3’ - 1) + (= f)fs"

H
3(x— f)(1— f3' )72
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4u? —dw ( 8u3 du)

vz ax vTarer aw
- SO A
(1 +u?)3
8u? 2u? 4 8u® du
A+ ud)?1+u? W(_(1+u2)3 W)
- 3y 3
(1 +u?)3
16u* 8u?® du
_ T tv (‘m aw)
- 3y B
(1+u?)3

olup burada gerekli diizenlemeler yapildiginda

o 3y (5.30)

aw w

seklinde birinci mertebeden lineer bir diferansiyel denklem elde edilir. Bu denklemi ¢6zmek igin

integral carpani olan w? ile her iki tarafi carparsak

2 du 2
we—+ 2wu = -3w*°H
w
esitligi elde edilir. Esitligin sol tarafi, carpimin tiirevi oldugundan bu esitlik

d(w?u) _

= = —3w?H (5.31)

sekline doniisiir. Elde edilen esitligin her iki tarafinin integrali alinirsa
w
wiu=c, — 3[ s?H(s)ds
w,

0

elde edilir. Burada c, integral sabitidir. Son olarak, esitligin her iki tarafi w? ifadesine boliinerek
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-3 (Y s2H(s)d
y = ST g STHE) ds (532)

w?2

ifadesi bulunmus olur. (5.19) geregi u > 0 oldugundan, (5.31) esitliginin payinin w? ile ayni isarete
sahip olmasi1 gerekmektedir.

Elde edilen u ifadesi (5.28) esitliginde yerine yazilarak

fo==f ! -—1 |dw +c, (5.33)

2 <C4—3 fx’o s2H(s) ds)

w2

olarak belirlenir. Bunun sonucunda ortalama egrilige gore genel parametrizasyon asagidaki teorem

ile verilebilir.
Teorem 5.4.

I ()| <1 ve f5(x) # x olmak iizere, 6(x) = (x, f3(x),0,0) profil egrisinin lightlike

ekseni etrafinda dondiiriilmesiyle olusan ve ortalama egriligi H olan (5.1) donel hiperyiizey

2+ZZ

y? + z2 y
dw,y,2z) = +1|w+f5, > w+ f3, wy, wz

2

seklinde parametrize edilir. Burada

4

1 w
=- —1]dw+cy,
f3 2 f ((64—3f‘210 S2H(s) ds)2 ) 2

w=x=f3
¢, keyfi sabitlerdir.
Sonug 5.2.
H = 0 aliirsa E$te lightlike eksen etrafinda dondiiriilerek olusturulan donel hiperyiizey

y2+z2+1 w? y2+2z2-1 wd
S(w,y,z) = — W+TC42+CZ, — W+TC42+C2, wy, wz
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seklindedir.

ispat.
Kabul edelim ki Ef'te lightlike eksen etrafinda déndiiriilerek olusturulan donel hiperyiizeyin

ortalama egriligi H = 0 olsun. Bu durumda (5.33) esitliginden

W5 w

T 10c,2 2

f3 +C

bulunur. Bulunan bu f; ifadesini, (5.29) numarali yiizey parametrizasyon denkleminde yerine

yazilirsa ispat tamamlanmis olur.
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6. SONUCLAR

Bu tezde, 4-boyutlu Minkowski uzay1 Ef te bir profil egrisinin spacelike, timelike ve
lightlike eksenler etrafinda dondiiriilmesiyle elde edilen donel hiperyiizeyler tek bir
cercevede ve ayni yontemle incelenmistir. Her li¢ durumda da ekseni sabit birakan uygun
donme matrisi belirlenerek hiperylizey parametrelendirilmisg; birim normal vektor alani,
birinci ve ikinci temel form matrisleri ile sekil operatorii hesaplanmis ve buradan Gauss
egriligi ile ortalama egrilik profil egrisine bagh kapali ifadeler bigiminde elde edilmistir.

Elde edilen baglica sonuclar asagida 6zetlenmektedir.
Spacelike eksen durumu. Ugiincii bélimde a(x) = (x, 0,0, f, (x)) profil egrisinin

(0,0,0,1) spacelike ekseni etrafinda dondirilmesiyle olusan hiperyiizeyin (3.1)
parametrizasyonu elde edilmis; (3.9) ve (3.11) ile birinci ve ikinci temel form matrisleri

hesaplanmigstir. Bu hiperyiizeyin Gauss egriligi ve ortalama egriligi sirasiyla

K=— i H=xf1”+2f1'(1_f1'2)

5’ 3
(1 f,)? 3x(1- £,)?

olarak bulunmustur (Teorem 3.1 ve Teorem 3.2). Ayrica dnceden verilen bir Gauss

egriligi veya ortalama egrilik fonksiyonu icin profil egrisini belirleyen (3.19) ve (3.22)
integral gosterimleri tiiretilmistir (Teorem 3.3 ve Teorem 3.4).

Timelike eksen durumu. Dérdiincii boliimde £ (x) = ( f,(x),0,0, x) profil egrisinin
(1,0,0,0) timelike ekseni etrafinda dondiriilmesiyle olusan hiperyiizeyin (4.1)

parametrizasyonu elde edilmis ve egrilikleri

K _ lellez H _ xfzu + 2f21(1 _ lez)

5’ 3
x?(f,” = 1)? 3x(f,” = 1)?

olarak hesaplanmistir (Teorem 4.1 ve Teorem 4.2). Profil egrisini belirleyen integral

gosterimleri (4.19) ve (4.22) ile verilmistir (Teorem 4.3 ve Teorem 4.4).

Lightlike eksen durumu. Besinci boliimde 6(x) = (x, f3(x), 0,0) profil egrisinin
(1,1,0,0) lightlike ekseni etrafinda dondiiriilmesiyle olusan hiperyiizeyin (5.1)
parametrizasyonu elde edilmis ve egrilikleri

K= fa
(x _f3)2(1 +f3’)2 1 _f3,2

H = 2(1 _f3,2)(f3, - 1) + (x _fs)fz;”
’ 3
3(x _f3)(1 _f3,2)2




bigiminde bulunmustur (Teorem 5.1 ve Teorem 5.2). Ayrica bu durumda ters

problemin, w = x — f,(x) dogal parametresine ve u = \/ (1- f3') /(1+ f3') degiskenine

gecilerek birinci mertebeden lineer bir denkleme indirgenebildigi gdsterilmis ve profil
egrisi (5.29) ile (5.33) gosterimleri yardimiyla belirlenmistir (Teorem 5.3 ve Teorem 5.4).
Ug duruma iliskin temel biiyiikliikler asagidaki ¢izelgede bir arada verilmistir.

Biiyiikliik Spacelike eksen Timelike eksen Lightlike eksen
Donme ekseni (0,0,0,1) (1,0,0,0) (1,1,0,0)
Profil egrisi (x,0,0, f1) (f2,0,0,x) (x, f3,0,0)
Kabul '] <1 12| > 1 1’| <1 fa#x
[zotropi altgrubu 50(1,2) S50(3) parabolik (null)
gu1 fi? -1 1-f" f3% -1
922 x? x? (x = f3)?
933 x?cosh?y x?cos?y (x — f3)?
e =(N,N) 1 1 1
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ONERILER

Donme hareketine eksen boyunca bir 6teleme eklenmesiyle elde edilen helikoidal
hiperylizeyler, bu tezdeki yontemle ii¢ nedensel eksen durumu icin ayni gercevede
incelenebilir. Literatiirde bu konu ¢cogunlukla tek bir eksen tipi i¢in ele alinmistir [11, 12].

Elde edilen sonuclarin E} uzayina genellestirilmesi ve indeksi 2 olan E3 yari-
Oklidyen uzayinda benzer bir incelemenin yapilmasi, nedensel eksen tiplerinin sayismin

artmasi nedeniyle daha zengin bir siiflandirma vaat etmektedir.
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  = − x  cosh ⁡  y  sinh ⁡  y  (    cosh 2 ⁡  z −    sinh 2 ⁡  z ) + x  sinh ⁡  y  cosh ⁡  y


  = − x  cosh ⁡  y  sinh ⁡  y  (    cosh 2 ⁡  z −    sinh 2 ⁡  z ) + x  sinh ⁡  y  cosh ⁡  y


  = 0 ,


    g 22 =  〈   𝛾  y ,   𝛾  y 〉  


  =  〈  ( x  sinh ⁡  y  cosh ⁡  z , x  cosh ⁡  y , x  sinh ⁡  y  sinh ⁡  z , 0 )  ( x  sinh ⁡  y  cosh ⁡  z , x  cosh ⁡  y , x  sinh ⁡  y  sinh ⁡  z , 0 ) 〉


  =  〈  ( x  sinh ⁡  y  cosh ⁡  z , x  cosh ⁡  y , x  sinh ⁡  y  sinh ⁡  z , 0 )  ( x  sinh ⁡  y  cosh ⁡  z , x  cosh ⁡  y , x  sinh ⁡  y  sinh ⁡  z , 0 ) 〉


  = −   x 2    sinh 2 ⁡  y    cosh 2 ⁡  z +   x 2    cosh 2 ⁡  y +   x 2    sinh 2 ⁡  y    sinh 2 ⁡  z


  = −   x 2    sinh 2 ⁡  y    cosh 2 ⁡  z +   x 2    cosh 2 ⁡  y +   x 2    sinh 2 ⁡  y    sinh 2 ⁡  z


  = −   x 2    sinh 2 ⁡  y  (    cosh 2 ⁡  z −    sinh 2 ⁡  z ) +   x 2    cosh 2 ⁡  y


  = −   x 2    sinh 2 ⁡  y  (    cosh 2 ⁡  z −    sinh 2 ⁡  z ) +   x 2    cosh 2 ⁡  y


  =   x 2  (    cosh 2 ⁡  y −    sinh 2 ⁡  y )


  =   x 2  (    cosh 2 ⁡  y −    sinh 2 ⁡  y )


  =   x 2 ,


  =   x 2 ,


    g 23 =  〈   𝛾  y ,   𝛾  z 〉


    g 23 =  〈   𝛾  y ,   𝛾  z 〉


  =  〈  ( x  sinh ⁡  y  cosh ⁡  z , x  cosh ⁡  y , x  sinh ⁡  y  sinh ⁡  z , 0 )  ( x  cosh ⁡  y  sinh ⁡  z , 0 , x  cosh ⁡  y  cosh ⁡  z , 0 ) 〉


  =  〈  ( x  sinh ⁡  y  cosh ⁡  z , x  cosh ⁡  y , x  sinh ⁡  y  sinh ⁡  z , 0 )  ( x  cosh ⁡  y  sinh ⁡  z , 0 , x  cosh ⁡  y  cosh ⁡  z , 0 ) 〉


  = −   x 2  sinh ⁡  y    cosh ⁡  y cosh ⁡  z  sinh ⁡  z + 0 +   x 2  sinh ⁡  y  cosh ⁡  y  sinh ⁡  z  cosh ⁡  z


  = −   x 2  sinh ⁡  y    cosh ⁡  y cosh ⁡  z  sinh ⁡  z + 0 +   x 2  sinh ⁡  y  cosh ⁡  y  sinh ⁡  z  cosh ⁡  z


  = 0 ,


  = 0 ,


 


  =  〈  ( x  cosh ⁡  y  sinh ⁡  z , 0 , x  cosh ⁡  y  cosh ⁡  z , 0 )  (  cosh ⁡  y  cosh ⁡  z ,  sinh ⁡  y ,  cosh ⁡  y  sinh ⁡  z ,     f 1 ′  ( x ) ) 〉


  = − x    cosh 2 ⁡  y  sinh ⁡  z  cosh ⁡  z + 0 + x    cosh 2 ⁡  y  sinh ⁡  z  cosh ⁡  z


  = − x    cosh 2 ⁡  y  sinh ⁡  z  cosh ⁡  z + 0 + x    cosh 2 ⁡  y  sinh ⁡  z  cosh ⁡  z


  = 0 ,


  = 0 ,


    g 32 =  〈   𝛾  z ,   𝛾  y 〉


    g 32 =  〈   𝛾  z ,   𝛾  y 〉


  =  ( x  cosh ⁡  y  sinh ⁡  z , 0 , x  cosh ⁡  y  cosh ⁡  z , 0 )  ( x  sinh ⁡  y  cosh ⁡  z , x  cosh ⁡  y , x  sinh ⁡  y  sinh ⁡  z , 0 )


  = −   x 2  sinh ⁡  y    cosh ⁡  y cosh ⁡  z  sinh ⁡  z + 0 +   x 2  sinh ⁡  y    cosh ⁡  y cosh ⁡  z  sinh ⁡  z


  = −   x 2  sinh ⁡  y    cosh ⁡  y cosh ⁡  z  sinh ⁡  z + 0 +   x 2  sinh ⁡  y    cosh ⁡  y cosh ⁡  z  sinh ⁡  z


  = 0


    g 33 = <   𝛾  z ,   𝛾  z >  


  =  ( x  cosh ⁡  y  sinh ⁡  z , 0 , x  cosh ⁡  y  cosh ⁡  z , 0 )  ( x  cosh ⁡  y  sinh ⁡  z , 0 , x  cosh ⁡  y  cosh ⁡  z , 0 )


  =  ( x  cosh ⁡  y  sinh ⁡  z , 0 , x  cosh ⁡  y  cosh ⁡  z , 0 )  ( x  cosh ⁡  y  sinh ⁡  z , 0 , x  cosh ⁡  y  cosh ⁡  z , 0 )


  = −   x 2    cosh 2 ⁡  y    sinh 2 ⁡  z + 0 +   x 2    cosh 2 ⁡  y    cosh 2 ⁡  z


  = −   x 2    cosh 2 ⁡  y    sinh 2 ⁡  z + 0 +   x 2    cosh 2 ⁡  y    cosh 2 ⁡  z


  =   x 2    cosh 2 ⁡  y  (    cosh 2 ⁡  z −    sinh 2 ⁡  z )


  =   x 2    cosh 2 ⁡  y  (    cosh 2 ⁡  z −    sinh 2 ⁡  z )


  =   x 2    cosh 2 ⁡  y


   [   g  i j ]


   [          f 1 ′ 2 − 1  0  0   0    x 2  0   0  0    x 2 c o s  h 2 y ]


    𝛾  x x =     𝜕 2 𝛾  𝜕   x 2 =  ( 0 , 0 , 0 ,   f 1 ′ ′ )


    𝛾  x y =     𝜕 2 𝛾  𝜕 x 𝜕 y =  (  sinh ⁡  y  cosh ⁡  z ,  cosh ⁡  y ,  sinh ⁡  y  sinh ⁡  z , 0 )


    𝛾  x z =     𝜕 2 𝛾  𝜕 x 𝜕 z =  (  sinh ⁡  z  cosh ⁡  y , 0 ,  cosh ⁡  y  cosh ⁡  z , 0 ) ,


    𝛾  y x =     𝜕 2 𝛾  𝜕 y 𝜕 x =  (  sinh ⁡  y  cosh ⁡  z ,  cosh ⁡  y ,  sinh ⁡  y  sinh ⁡  z , 0 ) ,


    𝛾  y y =     𝜕 2 𝛾  𝜕   y 2 =  ( x    cosh ⁡  y cosh ⁡  z , x  sinh ⁡  y , x  cosh ⁡  y  sinh ⁡  z , 0 ) ,


    𝛾  y z =     𝜕 2 𝛾  𝜕 y 𝜕 z =  ( x  sinh ⁡  y  sinh ⁡  z , 0 , x  sinh ⁡  y  cosh ⁡  z , 0 ) ,


    𝛾  z x =     𝜕 2 𝛾  𝜕 z 𝜕 x =  (  sinh ⁡  z  cosh ⁡  y , 0 ,  cosh ⁡  y  cosh ⁡  z , 0 ) ,


    𝛾  z y =     𝜕 2 𝛾  𝜕 z 𝜕 y =  ( x  sinh ⁡  y  sinh ⁡  z , 0 , x  sinh ⁡  y  cosh ⁡  z , 0 ) ,


    𝛾  z z =     𝜕 2 𝛾  𝜕   z 2 =  ( x    cosh ⁡  y cosh ⁡  z , 0 , x  cosh ⁡  y  sinh ⁡  z , 0 )


   h 11 =   <   𝛾  x x ,   N  𝛾 >  


  =  〈  ( 0 , 0 , 0 ,     f 1  ′ ′ ) ,  ( −  1       1 −   f 1 ′ 2    (     f 1 ′  cosh ⁡  y  cosh ⁡  z ,     f 1 ′  sinh ⁡  y   ,     f 1 ′  cosh ⁡  y  sinh ⁡  z     , 1 ) ) 〉


  =  〈  ( 0 , 0 , 0 ,     f 1  ′ ′ ) ,  ( −  1       1 −   f 1 ′ 2    (     f 1 ′  cosh ⁡  y  cosh ⁡  z ,     f 1 ′  sinh ⁡  y   ,     f 1 ′  cosh ⁡  y  sinh ⁡  z     , 1 ) ) 〉


  = −       f 1  ′ ′       1 −   f 1 ′ 2  


   h 12 =   <   𝛾  x y , N  𝛾 >  


  =  〈     (  sinh ⁡  y  cosh ⁡  z ,  cosh ⁡  y ,  sinh ⁡  y  sinh ⁡  z , 0 ) ,    ( −  1       1 −   f 1 ′ 2    (     f 1 ′  cosh ⁡  y  cosh ⁡  z ,     f 1 ′  sinh ⁡  y   ,     f 1 ′  cosh ⁡  y  sinh ⁡  z     , 1 ) ) 〉


  =  〈     (  sinh ⁡  y  cosh ⁡  z ,  cosh ⁡  y ,  sinh ⁡  y  sinh ⁡  z , 0 ) ,    ( −  1       1 −   f 1 ′ 2    (     f 1 ′  cosh ⁡  y  cosh ⁡  z ,     f 1 ′  sinh ⁡  y   ,     f 1 ′  cosh ⁡  y  sinh ⁡  z     , 1 ) ) 〉


  =       f 1 ′  sinh ⁡  y  cosh ⁡  y    cosh 2 ⁡  z −     f 1 ′  sinh ⁡  y  cosh ⁡  y −     f 1 ′  sinh ⁡  y  cosh ⁡  y    sinh 2 ⁡  z − 0       1 −   f 1 ′ 2  


  =       f 1 ′  sinh ⁡  y  cosh ⁡  y    cosh 2 ⁡  z −     f 1 ′  sinh ⁡  y  cosh ⁡  y −     f 1 ′  sinh ⁡  y  cosh ⁡  y    sinh 2 ⁡  z − 0       1 −   f 1 ′ 2  


  =       f 1 ′  sinh ⁡  y  cosh ⁡  y  (    cosh 2 ⁡  z −    sinh 2 ⁡  z ) −     f 1 ′  cosh ⁡  y  sinh ⁡  y       1 −   f 1 ′ 2  


  =       f 1 ′  sinh ⁡  y  cosh ⁡  y  (    cosh 2 ⁡  z −    sinh 2 ⁡  z ) −     f 1 ′  cosh ⁡  y  sinh ⁡  y       1 −   f 1 ′ 2  


  = 0


   h 13 =   <   𝛾  x z , N  𝛾 >  


   


   


  =  〈     (  sinh ⁡  z  cosh ⁡  y , 0 ,  cosh ⁡  y  cosh ⁡  z , 0 ) ,    ( −  1       1 −   f 1 ′ 2    (     f 1 ′  cosh ⁡  y  cosh ⁡  z ,     f 1 ′  sinh ⁡  y   ,     f 1 ′  cosh ⁡  y  sinh ⁡  z     , 1 ) ) 〉


  =  〈     (  sinh ⁡  z  cosh ⁡  y , 0 ,  cosh ⁡  y  cosh ⁡  z , 0 ) ,    ( −  1       1 −   f 1 ′ 2    (     f 1 ′  cosh ⁡  y  cosh ⁡  z ,     f 1 ′  sinh ⁡  y   ,     f 1 ′  cosh ⁡  y  sinh ⁡  z     , 1 ) ) 〉


  =       f 1 ′  sinh ⁡  z  cosh ⁡  z    cosh 2 ⁡  y + 0 −     f 1 ′  cosh ⁡  z  sinh ⁡  z    cosh 2 ⁡  y − 0       1 −   f 1 ′ 2  


  =       f 1 ′  sinh ⁡  z  cosh ⁡  z    cosh 2 ⁡  y + 0 −     f 1 ′  cosh ⁡  z  sinh ⁡  z    cosh 2 ⁡  y − 0       1 −   f 1 ′ 2  


  = 0


   h 21   = <   𝛾  y x , N  𝛾 >  


   


  =  〈     (  sinh ⁡  y  cosh ⁡  z ,  cosh ⁡  y ,  sinh ⁡  y  sinh ⁡  z , 0 ) ,    ( −  1       1 −   f 1 ′ 2    (     f 1 ′  cosh ⁡  y  cosh ⁡  z ,     f 1 ′  sinh ⁡  y   ,     f 1 ′  cosh ⁡  y  sinh ⁡  z     , 1 ) ) 〉


  =  〈     (  sinh ⁡  y  cosh ⁡  z ,  cosh ⁡  y ,  sinh ⁡  y  sinh ⁡  z , 0 ) ,    ( −  1       1 −   f 1 ′ 2    (     f 1 ′  cosh ⁡  y  cosh ⁡  z ,     f 1 ′  sinh ⁡  y   ,     f 1 ′  cosh ⁡  y  sinh ⁡  z     , 1 ) ) 〉


  =       f 1 ′  sinh ⁡  y  cosh ⁡  y    cosh 2 ⁡  z −     f 1 ′  cosh ⁡  y  sinh ⁡  y −     f 1 ′  cosh ⁡  y  sinh ⁡  y    sinh 2 ⁡  z + 0       1 −   f 1 ′ 2  


  =       f 1 ′  sinh ⁡  y  cosh ⁡  y    cosh 2 ⁡  z −     f 1 ′  cosh ⁡  y  sinh ⁡  y −     f 1 ′  cosh ⁡  y  sinh ⁡  y    sinh 2 ⁡  z + 0       1 −   f 1 ′ 2  


  =       f 1 ′  sinh ⁡  y  cosh ⁡  y  (    cosh 2 ⁡  z −    sinh 2 ⁡  z ) −     f 1 ′  cosh ⁡  y  sinh ⁡  y       1 −   f 1 ′ 2  


  =       f 1 ′  sinh ⁡  y  cosh ⁡  y  (    cosh 2 ⁡  z −    sinh 2 ⁡  z ) −     f 1 ′  cosh ⁡  y  sinh ⁡  y       1 −   f 1 ′ 2  


  = 0


 


  


  =  〈     ( x    cosh ⁡  y cosh ⁡  z , x  sinh ⁡  y , x  cosh ⁡  y  sinh ⁡  z , 0 ) ,    ( −  1       1 −   f 1 ′ 2    (     f 1 ′  cosh ⁡  y  cosh ⁡  z ,     f 1 ′  sinh ⁡  y   ,     f 1 ′  cosh ⁡  y  sinh ⁡  z     , 1 ) ) 〉


  =  〈     ( x    cosh ⁡  y cosh ⁡  z , x  sinh ⁡  y , x  cosh ⁡  y  sinh ⁡  z , 0 ) ,    ( −  1       1 −   f 1 ′ 2    (     f 1 ′  cosh ⁡  y  cosh ⁡  z ,     f 1 ′  sinh ⁡  y   ,     f 1 ′  cosh ⁡  y  sinh ⁡  z     , 1 ) ) 〉


  =   x     f 1 ′    cosh 2 ⁡  y    cosh 2 ⁡  z − x     f 1 ′    sinh 2 ⁡  y − x     f 1 ′    cosh 2 ⁡  y    sinh 2 ⁡  z − 0       1 −   f 1 ′ 2  


  =   x     f 1 ′    cosh 2 ⁡  y    cosh 2 ⁡  z − x     f 1 ′    sinh 2 ⁡  y − x     f 1 ′    cosh 2 ⁡  y    sinh 2 ⁡  z − 0       1 −   f 1 ′ 2  


  =   x     f 1 ′    cosh 2 ⁡  y  (    cosh 2 ⁡  z −    sinh 2 ⁡  z ) −   x   f 1 ′    sinh 2 ⁡  y       1 −   f 1 ′ 2  


  =   x     f 1 ′    cosh 2 ⁡  y  (    cosh 2 ⁡  z −    sinh 2 ⁡  z ) −   x   f 1 ′    sinh 2 ⁡  y       1 −   f 1 ′ 2  


  =   x     f 1 ′  (    cosh 2 ⁡  y −    sinh 2 ⁡  y )       1 −   f 1 ′ 2  


  =   x     f 1 ′  (    cosh 2 ⁡  y −    sinh 2 ⁡  y )       1 −   f 1 ′ 2  


  =   x     f 1 ′       1 −   f 1 ′ 2  


   h 23   = <   𝛾  y z , N  𝛾 >  


  =  〈     ( x  sinh ⁡  y  sinh ⁡  z , 0 , x  sinh ⁡  y  cosh ⁡  z , 0 ) ,    ( −  1       1 −   f 1 ′ 2    (     f 1 ′  cosh ⁡  y  cosh ⁡  z ,     f 1 ′  sinh ⁡  y   ,     f 1 ′  cosh ⁡  y  sinh ⁡  z     , 1 ) ) 〉


  =  〈     ( x  sinh ⁡  y  sinh ⁡  z , 0 , x  sinh ⁡  y  cosh ⁡  z , 0 ) ,    ( −  1       1 −   f 1 ′ 2    (     f 1 ′  cosh ⁡  y  cosh ⁡  z ,     f 1 ′  sinh ⁡  y   ,     f 1 ′  cosh ⁡  y  sinh ⁡  z     , 1 ) ) 〉


  =   x     f 1 ′  sinh ⁡  y  sinh ⁡  z    cosh ⁡  y cosh ⁡  z + 0 − x     f 1 ′  sinh ⁡  y  sinh ⁡  z    cosh ⁡  y cosh ⁡  z − 0       1 −   f 1 ′ 2  


  = 0


 


  


  =  〈     (  sinh ⁡  z  cosh ⁡  y , 0 ,  cosh ⁡  y  cosh ⁡  z , 0 ) ,    ( −  1       1 −   f 1 ′ 2    (     f 1 ′  cosh ⁡  y  cosh ⁡  z ,     f 1 ′  sinh ⁡  y   ,     f 1 ′  cosh ⁡  y  sinh ⁡  z     , 1 ) ) 〉


  =  〈     (  sinh ⁡  z  cosh ⁡  y , 0 ,  cosh ⁡  y  cosh ⁡  z , 0 ) ,    ( −  1       1 −   f 1 ′ 2    (     f 1 ′  cosh ⁡  y  cosh ⁡  z ,     f 1 ′  sinh ⁡  y   ,     f 1 ′  cosh ⁡  y  sinh ⁡  z     , 1 ) ) 〉


  =       f 1 ′  sinh ⁡  z  cosh ⁡  z    cosh 2 ⁡  y + 0 −     f 1 ′  cosh ⁡  z  sinh ⁡  z    cosh 2 ⁡  y + 0       1 −   f 1 ′ 2  


  =       f 1 ′  sinh ⁡  z  cosh ⁡  z    cosh 2 ⁡  y + 0 −     f 1 ′  cosh ⁡  z  sinh ⁡  z    cosh 2 ⁡  y + 0       1 −   f 1 ′ 2  


  = 0


 


  


  =  〈     ( x  sinh ⁡  y  sinh ⁡  z , 0 , x  sinh ⁡  y  cosh ⁡  z , 0 ) ,    ( −  1       1 −   f 1 ′ 2    (     f 1 ′  cosh ⁡  y  cosh ⁡  z ,     f 1 ′  sinh ⁡  y   ,     f 1 ′  cosh ⁡  y  sinh ⁡  z     , 1 ) ) 〉


  =  〈     ( x  sinh ⁡  y  sinh ⁡  z , 0 , x  sinh ⁡  y  cosh ⁡  z , 0 ) ,    ( −  1       1 −   f 1 ′ 2    (     f 1 ′  cosh ⁡  y  cosh ⁡  z ,     f 1 ′  sinh ⁡  y   ,     f 1 ′  cosh ⁡  y  sinh ⁡  z     , 1 ) ) 〉


  =   x     f 1 ′  sinh ⁡  y  sinh ⁡  z    cosh ⁡  y cosh ⁡  z + 0 − x     f 1 ′  sinh ⁡  y  sinh ⁡  z    cosh ⁡  y cosh ⁡  z + 0       1 −   f 1 ′ 2  


  =   x     f 1 ′  sinh ⁡  y  sinh ⁡  z    cosh ⁡  y cosh ⁡  z + 0 − x     f 1 ′  sinh ⁡  y  sinh ⁡  z    cosh ⁡  y cosh ⁡  z + 0       1 −   f 1 ′ 2  


  = 0


 


  


  =  〈     ( x    cosh ⁡  y cosh ⁡  z , 0 , x  cosh ⁡  y  sinh ⁡  z , 0 ) ,    ( −  1       1 −   f 1 ′ 2    (     f 1 ′  cosh ⁡  y  cosh ⁡  z ,     f 1 ′  sinh ⁡  y   ,     f 1 ′  cosh ⁡  y  sinh ⁡  z     , 1 ) ) 〉


  =  〈     ( x    cosh ⁡  y cosh ⁡  z , 0 , x  cosh ⁡  y  sinh ⁡  z , 0 ) ,    ( −  1       1 −   f 1 ′ 2    (     f 1 ′  cosh ⁡  y  cosh ⁡  z ,     f 1 ′  sinh ⁡  y   ,     f 1 ′  cosh ⁡  y  sinh ⁡  z     , 1 ) ) 〉


  =   x     f 1 ′    cosh 2 ⁡  y    cosh 2 ⁡  z + 0 − x     f 1 ′    cosh 2 ⁡  y    sinh 2 ⁡  z − 0       1 −   f 1 ′ 2  


  =   x     f 1 ′    cosh 2 ⁡  y  (    cosh 2 ⁡  z −    sinh 2 ⁡  z )       1 −   f 1 ′ 2  


  =   x     f 1 ′    cosh 2 ⁡  y  (    cosh 2 ⁡  z −    sinh 2 ⁡  z )       1 −   f 1 ′ 2  


  =   x     f 1 ′    cosh 2 ⁡  y       1 −   f 1 ′ 2  


  =   x     f 1 ′    cosh 2 ⁡  y       1 −   f 1 ′ 2  


   [  h  i j ] =  [    −       f 1  ′ ′   1 −       f 1 ′ 2  0  0   0    x     f 1 ′   1 −       f 1 ′ 2  0   0  0    x     f 1 ′    cosh 2 ⁡  y   1 −       f 1 ′ 2 ]


   [   g  i j ] =  (       f 1 ′ 2 − 1 )  (   x 4    cosh 2 ⁡  y )


   [   g  i j ]


   [   g  i j ] =  1   (       f 1 ′ 2 − 1 )  (   x 4    cosh 2 ⁡  y )  [     (   x 4    cosh 2 ⁡  y )  0  0   0   (       f 1 ′ 2 − 1 )  (   x 2    cosh 2 ⁡  y )  0   0  0   (       f 1 ′ 2 − 1 )   x 2 ]


                          =  [     1        f 1 ′ 2 − 1  0  0   0   1    x 2  0   0  0   1    x 2    cosh 2 ⁡  y ]


  det  [  h  i j ] = −       f 1  ′ ′   1 −       f 1 ′ 2     x     f 1 ′   1 −       f 1 ′ 2     x     f 1 ′    cosh 2 ⁡  y   1 −       f 1 ′ 2 = −     x 2    cosh 2 ⁡  y       f 1 ′ 2     f 1  ′ ′     1 −       f 1 ′ 2 3


   [  h  i j ] = −      1 −       f 1 ′ 2 3    x 2    cosh 2 ⁡  y       f 1 ′ 2     f 1  ′ ′    [        x   f 1 ′   1 −       f 1 ′ 2   x     f 1 ′    cosh 2 ⁡  y   1 −       f 1 ′ 2  0  0   0    −     f 1  ′ ′   1 −       f 1 ′ 2   x     f 1 ′    cosh 2 ⁡  y   1 −       f 1 ′ 2  0   0  0    −     f 1  ′ ′   1 −       f 1 ′ 2   x     f 1 ′   1 −       f 1 ′ 2 ]


  =  [      −   x   f 1 ′ x     f 1 ′    cosh 2 ⁡  y    1 −       f 1 ′ 2 3    x 2    cosh 2 ⁡  y       f 1 ′ 2     f 1  ′ ′    1 −       f 1 ′ 2 2  0  0   0       1 −       f 1 ′ 2 3     f 1  ′ ′ x     f 1 ′    cosh 2 ⁡  y    x 2    cosh 2 ⁡  y       f 1 ′ 2     f 1  ′ ′    1 −       f 1 ′ 2 2  0   0  0       1 −       f 1 ′ 2 3     f 1  ′ ′ x     f 1 ′    x 2    cosh 2 ⁡  y       f 1 ′ 2     f 1  ′ ′    1 −       f 1 ′ 2 2 ]


     [  h  i j ] =  1 −       f 1 ′ 2  [      − 1      f 1  ′ ′  0  0   0   1  x     f 1 ′  0   0  0   1    x   f 1 ′    cosh 2 ⁡  y ]


  S =            [     1        f 1 ′ 2 − 1  0  0   0   1    x 2  0   0  0   1    x 2    cosh 2 ⁡  y ]    [    −       f 1  ′ ′   1 −       f 1 ′ 2  0  0   0    x     f 1 ′   1 −       f 1 ′ 2  0   0  0    x     f 1 ′    cosh 2 ⁡  y   1 −       f 1 ′ 2 ]


              =  [    −       f 1  ′ ′      (   f 1 ′ 2 − 1 )  1 −       f 1 ′ 2  0  0   0    x     f 1 ′    x 2  1 −       f 1 ′ 2  0   0  0    x     f 1 ′    cosh 2 ⁡  y    x 2    cosh 2 ⁡  y  1 −       f 1 ′ 2 ]


              =  [    −       f 1  ′ ′      (   f 1 ′ 2 − 1 )  1 −       f 1 ′ 2  0  0   0    x     f 1 ′    x 2  1 −       f 1 ′ 2  0   0  0    x     f 1 ′    cosh 2 ⁡  y    x 2    cosh 2 ⁡  y  1 −       f 1 ′ 2 ]


                =  1   1 −       f 1 ′ 2    [    −       f 1  ′ ′      (   f 1 ′ 2 − 1 )  0  0   0        f 1 ′  x  0   0  0        f 1 ′  x ]


  det ( S ) =  |    −       f 1  ′ ′      (   f 1 ′ 2 − 1 )  1 −       f 1 ′ 2  0  0   0    x     f 1 ′    x 2  1 −       f 1 ′ 2  0   0  0    x     f 1 ′    cosh 2 ⁡  y    x 2    cosh 2 ⁡  y  1 −       f 1 ′ 2 |


  = −       f 1  ′ ′      (   f 1 ′ 2 − 1 )  1 −       f 1 ′ 2     x     f 1 ′    x 2  1 −       f 1 ′ 2   x     f 1 ′    cosh 2 ⁡  y    x 2    cosh 2 ⁡  y  1 −       f 1 ′ 2


  K =       f 1  ′ ′       f 1 ′ 2    x 2       ( 1 −   f 1 ′ 2 )   5 2


   |     f 1 ′ ( x ) | < 1 ,   ∀ x ∈ I  


  𝛼  ( x ) =  ( x , 0 ,   0 ,   f 1  ( x ) )


   ( 0 ,   0 ,   0 ,   1 )  


  K =       f 1  ′ ′       f 1 ′ 2    x 2       ( 1 −   f 1 ′ 2 )   5 2


  i z  ( S ) = −       f 1  ′ ′      (   f 1 ′ 2 − 1 )  1 −       f 1 ′ 2 +   2     f 1 ′  x  1 −       f 1 ′ 2


                        =   x     f 1  ′ ′ + 2     f 1 ′ ( 1 −       f 1 ′ 2 )    x ( 1 −       f 1 ′ 2 )   3 2


   |     f 1 ′ ( x ) | < 1 ,   ∀ x ∈ I  


  𝛼  ( x ) =  ( x , 0 ,   0 ,   f 1  ( x ) )


   ( 0 ,   0 ,   0 ,   1 )


  H =   x     f 1  ′ ′ + 2     f 1 ′ ( 1 −       f 1 ′ 2 )    3 x ( 1 −       f 1 ′ 2 )   3 2


      f 1    ( x )  


  K


    f 1    ( x )


  K =       f 1  ′ ′       f 1 ′ 2    x 2       ( 1 −   f 1 ′ 2 )   5 2


    f 1    ( x )  


  A =         f 1 ′ 3    x 6   ( 1 −       f 1 ′ 2 )   3 2


  A


    A ′ =   3   x 6       f 1 ′ 2     f 1  ′ ′   ( 1 −       f 1 ′ 2 )   3 2 −   6   x 5     f 1 ′ 3    ( 1 −       f 1 ′ 2 )   3 2 +   3 x 6   ( 1 −       f 1 ′ 2 )   1 2       f 1 ′ 4     f 1  ′ ′    x 12   ( 1 −       f 1 ′ 2 ) 3


  =   3   x 6       f 1 ′ 2     f 1  ′ ′   ( 1 −       f 1 ′ 2 )   3 2 − 6       f 1 ′ 3   x 5    ( 1 −       f 1 ′ 2 )   3 2 +   3 x 6   ( 1 −       f 1 ′ 2 )   1 2     f 1  ′ ′       f 1 ′ 4    x 12   ( 1 −       f 1 ′ 2 ) 3


  =   3   x 6       f 1 ′ 2     f 1  ′ ′   ( 1 −       f 1 ′ 2 )   3 2 − 6       f 1 ′ 3   x 5    ( 1 −       f 1 ′ 2 )   3 2 +   3 x 6   ( 1 −       f 1 ′ 2 )   1 2     f 1  ′ ′       f 1 ′ 4    x 12   ( 1 −       f 1 ′ 2 ) 3


    A ′ =   3   x 6    ( 1 −       f 1 ′ 2 )   1 2       f 1 ′ 2     f 1  ′ ′  [  ( 1 −       f 1 ′ 2 ) +       f 1 ′ 2 ]    x 12   ( 1 −       f 1 ′ 2 ) 3 −       6   f 1 ′ 3   x 5    ( 1 −       f 1 ′ 2 )   3 2    x 12   ( 1 −       f 1 ′ 2 ) 3


  =   3    ( 1 −       f 1 ′ 2 )    − 5 2       f 1 ′ 2     f 1  ′ ′    x 6 −       6   f 1 ′ 3    ( 1 −       f 1 ′ 2 )    − 3 2    x 7


    A ′ =   3       f 1 ′ 2     f 1  ′ ′    x 6    ( 1 −       f 1 ′ 2 )   5 2 −       6   f 1 ′ 3    x 7    ( 1 −       f 1 ′ 2 )   3 2


  K =       f 1  ′ ′       f 1 ′ 2    x 2       ( 1 −   f 1 ′ 2 )   5 2  


  A =         f 1 ′ 3    x 6   ( 1 −       f 1 ′ 2 )   3 2


  A ′ =   3 K    x 4 −   6 A  x


  A ′ =   3 K − 6   x 3 A    x 4


    A ′ +   6 A  x =   3 K    x 4


    x 6


    x 6   A ′ + 6   x 5 A =   3 x 2 K


  (   x 6 A ) ′


     (   x 6 A ) ′ =   3 x 2 K


    x 6 A = c +   ∫ 1  x    3 t 2 K ( t ) d t


  c


      x 6


  A =   c + 3   ∫ 1  x    t 2 K ( t ) d t    x 6


  A =         f 1 ′ 3    x 6   ( 1 −       f 1 ′ 2 )   3 2


          f 1 ′ 3    x 6   ( 1 −       f 1 ′ 2 )   3 2 =   c + 3   ∫ 1  x    t 2 K ( t ) d t    x 6


    x 6


          f 1 ′ 3    ( 1 −       f 1 ′ 2 )   3 2 = c + 3   ∫ 1  x    t 2 K ( t ) d t


      f 1 ′   1 −       f 1 ′ 2 =    ( c + 3   ∫ 1  x    t 2 K ( t ) d t )  1 / 3


    f 1 ′


          f 1 ′ 2  1 −       f 1 ′ 2 =    ( c + 3   ∫ 1  x    t 2 K ( t ) d t )  2 / 3


                                      f 1 ′ 2 =    ( c + 3   ∫ 1  x    t 2 K ( t ) d t )  2 / 3 ( 1 −       f 1 ′ 2 )


        f 1 ′ 2 +    ( c + 3   ∫ 1  x    t 2 K ( t ) d t )  2 / 3       f 1 ′ 2 =    ( c + 3   ∫ 1  x    t 2 K ( t ) d t )  2 / 3


        f 1 ′ 2 +    ( c + 3   ∫ 1  x    t 2 K ( t ) d t )  2 / 3       f 1 ′ 2 =    ( c + 3   ∫ 1  x    t 2 K ( t ) d t )  2 / 3


              f 1 ′ 2 =      ( c + 3   ∫ 1  x    t 2 K ( t ) d t )  2 / 3  1 +    ( c + 3   ∫ 1  x    t 2 K ( t ) d t )  2 / 3


              f 1 ′ 2 =      ( c + 3   ∫ 1  x    t 2 K ( t ) d t )  2 / 3  1 +    ( c + 3   ∫ 1  x    t 2 K ( t ) d t )  2 / 3


      f 1 ′  ( x ) =      ( c + 3   ∫ 1  x    t 2 K ( t ) d t )  1 / 3   1 +    ( c + 3   ∫ 1  x    t 2 K ( t ) d t )  2 / 3


      f 1 ′  ( x ) =      ( c + 3   ∫ 1  x    t 2 K ( t ) d t )  1 / 3   1 +    ( c + 3   ∫ 1  x    t 2 K ( t ) d t )  2 / 3


    x 0 ∈ I


    f 1  ( x )


    f 1  ( x ) =   ∫    x 0  x       ( c + 3   ∫ 1  x    t 2 K ( t ) d t )  1 / 3   1 +    ( c + 3   ∫ 1  x    t 2 K ( t ) d t )  2 / 3 d x                      


   |     f 1 ′ ( x ) | < 1 ,   ∀ x ∈ I  


    𝔼 1 4


  𝛾  ( x ,   y ,   z ) =  ( x  cosh ⁡  y  cosh ⁡  z , x  sinh ⁡  y , x  cosh ⁡  y  sinh ⁡  z ,   ∫    x 0  x       ( c + 3   ∫ 1  x    t 2 K ( t ) d t )  1 / 3   1 +    ( c + 3   ∫ 1  x    t 2 K ( t ) d t )  2 / 3 d x )


  K = 0


    𝔼 1 4


  𝛾  ( x ,   y ,   z ) =  ( x  cosh ⁡  y  cosh ⁡  z , x  sinh ⁡  y , x  cosh ⁡  y  sinh ⁡  z ,     c   1 3    ( 1 +   c   2 3 ) x + b )


  x   ≠   0


  K =       f 1  ′ ′       f 1 ′ 2    x 2       ( 1 −   f 1 ′ 2 )   5 2


  K = 0


      f 1  ′ ′       f 1 ′ 2 = 0


    f 1


      f 1  ′ ′ = 0


      f 1 ′ = 0


      c   1 3    ( 1 +   c   2 3 ) = 0


    f 1


  K = 0


      f 1 ′


  H


    f 1    ( x )


  H =       x f 1  ′ ′ + 2     f 1 ′ ( 1 −       f 1 ′ 2 )    3 x ( 1 −       f 1 ′ 2 )   3 2


    f 1    ( x )  


  B =       f 1 ′ ( x )  x  1 −       f 1 ′ 2 ( x )


  B


    B ′ =   x     f 1  ′ ′  1 −       f 1 ′ 2 −     f 1 ′  1 −       f 1 ′ 2 + x (   1 −       f 1 ′ 2 )    − 1 2     f 1 ′     f 1  ′ ′    x 2 ( 1 −     f ′ 2 )


    B ′ =   x     f 1  ′ ′ ( 1 −       f 1 ′ 2 ) −     f 1 ′ ( 1 −       f 1 ′ 2 ) + x       f 1 ′ 2     f 1  ′ ′    x 2   ( 1 −       f 1 ′ 2 )   3 2


            =       x f 1  ′ ′ ( 1 −       f 1 ′ 2 +       f 1 ′ 2 ) −     f 1 ′ ( 1 −       f 1 ′ 2 )    x 2   ( 1 −       f 1 ′ 2 )   3 2


            =       x f 1  ′ ′ ( 1 −       f 1 ′ 2 +       f 1 ′ 2 ) −     f 1 ′ ( 1 −       f 1 ′ 2 )    x 2   ( 1 −       f 1 ′ 2 )   3 2


    B ′ =   x     f 1  ′ ′ −     f 1 ′ ( 1 −       f 1 ′ 2 )    x 2   ( 1 −       f 1 ′ 2 )   3 2                                                                                                                                                                                                                                                                


  H =       x f 1  ′ ′ + 2     f 1 ′ ( 1 −       f 1 ′ 2 )    3 x ( 1 −       f 1 ′ 2 )   3 2


  B =       f 1 ′ ( x )  x  1 −       f 1 ′ 2 ( x )


    B ′ =   3 H  x −   3 B  x


    B ′ +   3 B  x =   3 H  x


    x 3


    x 3   B ′ + 3   x 2   B


  3   x 2 H


    (   x 3 B ) ′


    (   x 3 B ) ′ = 3   x 2 H


    x 3 B = c +   ∫ 1  x    3 t 2 H ( t ) d t


  c


      x 3


  B =   c + 3   ∫ 1  x    t 2 H ( t ) d t    x 3


  B =       f 1 ′  x   ( 1 −       f 1 ′ 2 )   1 2


        f 1 ′  x   ( 1 −       f 1 ′ 2 )   1 2 =   c + 3   ∫ 1  x    t 2 H ( t ) d t    x 3


  x


        f 1 ′    ( 1 −       f 1 ′ 2 )   1 2 =   c + 3   ∫ 1  x    t 2 H ( t ) d t    x 2


  f ′


          f 1 ′ 2  ( 1 −       f 1 ′ 2 ) =    (   c + 3   ∫ 1  x    t 2 H ( t ) d t    x 2 ) 2


        f 1 ′ 2   x 4 =    ( c + 3   ∫ 1  x    t 2 H ( t ) d t ) 2 ( 1 −       f 1 ′ 2 )


        f 1 ′ 2   x 4 +    ( c + 3   ∫ 1  x    t 2 H ( t ) d t ) 2       f 1 ′ 2 =    ( c + 3   ∫ 1  x    t 2 H ( t ) d t ) 2


        f 1 ′ 2   x 4 +    ( c + 3   ∫ 1  x    t 2 H ( t ) d t ) 2       f 1 ′ 2 =    ( c + 3   ∫ 1  x    t 2 H ( t ) d t ) 2


        f 1 ′ 2 =      ( c + 3   ∫ 1  x    t 2 H ( t ) d t ) 2    x 4 +    ( c + 3   ∫ 1  x    t 2 H ( t ) d t ) 2


      f 1 ′  ( x ) = ±   c + 3   ∫ 1  x    t 2 H ( t ) d t     x 4 +    ( c + 3   ∫ 1  x    t 2 H ( t ) d t ) 2


      f 1 ′  ( x ) = ±   c + 3   ∫ 1  x    t 2 H ( t ) d t     x 4 +    ( c + 3   ∫ 1  x    t 2 H ( t ) d t ) 2


    x 0 ∈ I


    f 1  ( x )


    f 1  ( x ) = ±   ∫    x 0  x    c + 3   ∫ 1  x    t 2 H ( t ) d t     x 4 +    ( c + 3   ∫ 1  x    t 2 H ( t ) d t ) 2 d x                                                                                                                                                        


   |     f 1 ′ ( x ) | < 1 ,   ∀ x ∈ I  


    𝔼 1 4


  𝛾  ( x ,   y ,   z ) =  ( x  cosh ⁡  y  cosh ⁡  z , x  sinh ⁡  y , x  cosh ⁡  y  sinh ⁡  z , ±   ∫    x 0  x    c + 3   ∫ 1  x    t 2 H ( t ) d t     x 4 +    ( c + 3   ∫ 1  x    t 2 H ( t ) d t ) 2 d x )


  H = 0


    𝔼 1 4


  𝛾  ( x ,   y ,   z ) =  ( x  cosh ⁡  y  cosh ⁡  z , x  sinh ⁡  y , x  cosh ⁡  y  sinh ⁡  z , d ±   ∫    x 0  x    c    (   t 4 +   c 2 ) d t )


  x ≠ 0


   


  H = 0


  c + 3   ∫ 1  x    t 2 H ( t ) d t = c


      f 1 ′  ( x ) = ±   c    (   x 4 +   c 2 )


  H = 0


      x f 1  ′ ′ + 2     f 1 ′  ( 1 −       f 1 ′ 2 ) = 0


    𝔼  𝟏  𝟒


    𝔼 1 4


    𝔼 1 4


  I ⊂ ℝ


    f 2  ( x ) : I ⊂ ℝ → ℝ


  x ∈ ℝ −  { 0 }


  𝛽  ( x ) =  (   f 2 ( x ) , 0 , 0 , x )


   |     f 2 ′ ( x ) | > 1 ,   ∀ x ∈ I


   ( 1 ,   0 ,   0 ,   0 )


  φ  ( x ,   y ,   z )


  y ,   z ∈ ℝ


  φ  ( x ,   y ,   z ) =  [    1  0  0  0   0   cos ⁡  z  −  sin ⁡  y  sin ⁡  z  −  cos ⁡  y  sin ⁡  z   0  0   cos ⁡  y  −  sin ⁡  y   0   sin ⁡  z   sin ⁡  y  cos ⁡  z   cos ⁡  y  cos ⁡  z ]  [      f 2 ( x )   0   0   x ]


  φ  ( x ,   y ,   z ) =  (   f 2  ( x ) , − x  cos ⁡  y  sin ⁡  z , − x  sin ⁡  y , x  cos ⁡  y  cos ⁡  z )


  y ∈  ( −   𝜋 2 ,   𝜋 2 )


   cos ⁡  y > 0


  φ  ( x ,   y ,   z )


  x


  y


  z


   φ  x =   𝜕 φ  𝜕 x =  (     f 2 ′  ( x ) , −  cos ⁡  y  sin ⁡  z , −  sin ⁡  y ,  cos ⁡  y  cos ⁡  z )


   φ  y =   𝜕 φ  𝜕 y =  ( 0 , x  sin ⁡  y  sin ⁡  z , − x  cos ⁡  y , − x  sin ⁡  y  cos ⁡  z )


   φ  z =   𝜕 φ  𝜕 z =  ( 0 , − x  cos ⁡  y  cos ⁡  z , 0 , − x  cos ⁡  y  sin ⁡  z )


      f 2 ′  ( x ) =   𝜕   f 2  ( x )  𝜕 x


  φ  ( x ,   y ,   z )


   φ  x ,  φ  y


   φ  z


   φ  x ×  φ  y ×  φ  z = d e t  [    −   e 1    e 2    e 3    e 4       f 2 ′  ( x )  −  cos ⁡  y  sin ⁡  z  −  sin ⁡  y   cos ⁡  y  cos ⁡  z   0  x  sin ⁡  y  sin ⁡  z  − x  cos ⁡  y  − x  sin ⁡  y  cos ⁡  z   0  − x  cos ⁡  y  cos ⁡  z  0  − x  cos ⁡  y  sin ⁡  z ]


   φ  x ×  φ  y ×  φ  z = −  |    −  cos ⁡  y  sin ⁡  z  −  sin ⁡  y   cos ⁡  y  cos ⁡  z   x  sin ⁡  y  sin ⁡  z  − x  cos ⁡  y  − x  sin ⁡  y  cos ⁡  z   − x  cos ⁡  y  cos ⁡  z  0  − x  cos ⁡  y  sin ⁡  z |   e 1 −  |        f 2 ′  ( x )  −  sin ⁡  y   cos ⁡  y  cos ⁡  z   0  − x  cos ⁡  y  − x  sin ⁡  y  cos ⁡  z   0  0  − x  cos ⁡  y  sin ⁡  z |   e 2 +  |        f 2 ′  ( x )  −  cos ⁡  y  sin ⁡  z   cos ⁡  y  cos ⁡  z   0  x  sin ⁡  y  sin ⁡  z  − x  sin ⁡  y  cos ⁡  z   0  − x  cos ⁡  y  cos ⁡  z  − x  cos ⁡  y  sin ⁡  z |   e 3 −  |        f 2 ′  ( x )  −  cos ⁡  y  sin ⁡  z  −  sin ⁡  y   0  x  sin ⁡  y  sin ⁡  z  − x  cos ⁡  y   0  − x  cos ⁡  y  cos ⁡  z  0 |   e 4


   φ  x ×  φ  y ×  φ  z =   x 2 c o s y   e 1 −   x 2   c o s 2 y s i n z     f 2 ′  ( x )   e 2


                                                                                                                      −   x 2 c o s y s i n y     f 2 ′  ( x )   e 3 +     x 2   c o s 2 y c o s z     f 2 ′  ( x )   e 4


   ‖  φ  x ×  φ  y ×  φ  z ‖ =    x 4    cos 2 ⁡  y  (    cos 2 ⁡  y     f 2   ′ 2  ( x ) +    sin 2 ⁡  y     f 2   ′ 2  ( x ) − 1 )


                                                                    =   x 2  cos ⁡  y   (     f 2   ′ 2  ( x ) − 1 )


  y ∈  ( −   𝜋 2 ,   𝜋 2 )


   cos ⁡  y > 0


    N φ =    (   x 2  cos ⁡  y , −   x 2    cos 2 ⁡  y  sin ⁡  z     f 2 ′  ( x ) , −   x 2  cos ⁡  y  sin ⁡  y     f 2 ′  ( x ) ,   x 2    cos 2 ⁡  y  cos ⁡  z     f 2 ′  ( x ) )    x 2  cos ⁡  y   (     f 2   ′ 2  ( x ) − 1 )


    N φ =    ( 1 , −  cos ⁡  y  sin ⁡  z     f 2 ′  ( x ) , −  sin ⁡  y     f 2 ′  ( x ) ,  cos ⁡  y  cos ⁡  z     f 2 ′  ( x ) )    (     f 2   ′ 2 − 1 )


  𝜀 =   < N  φ ,   N φ >


  =    ( − 1 +    cos 2 ⁡  y    sin 2 ⁡  z     f 2   ′ 2 +    sin 2 ⁡  y     f 2   ′ 2 +    cos 2 ⁡  y    cos 2 ⁡  z     f 2   ′ 2 )      f 2   ′ 2 − 1


  =    ( − 1 +    cos 2 ⁡  y    sin 2 ⁡  z     f 2   ′ 2 +    sin 2 ⁡  y     f 2   ′ 2 +    cos 2 ⁡  y    cos 2 ⁡  z     f 2   ′ 2 )      f 2   ′ 2 − 1


  =       f 2   ′ 2    cos 2 ⁡  y  (    sin 2 ⁡  z +    cos 2 ⁡  z ) +    sin 2 ⁡  y     f 2   ′ 2 − 1      f 2   ′ 2 − 1


  =       f 2   ′ 2    cos 2 ⁡  y  (    sin 2 ⁡  z +    cos 2 ⁡  z ) +    sin 2 ⁡  y     f 2   ′ 2 − 1      f 2   ′ 2 − 1


  =       f 2   ′ 2 − 1      f 2   ′ 2 − 1


  =       f 2   ′ 2 − 1      f 2   ′ 2 − 1


  𝜀 = 1


    g 11 = <  φ  x ,  φ  x >


  =  〈  (     f 2 ′  ( x ) , −  cos ⁡  y  sin ⁡  z , −  sin ⁡  y ,  cos ⁡  y  cos ⁡  z , )  (     f 2 ′  ( x ) , −  cos ⁡  y  sin ⁡  z , −  sin ⁡  y ,  cos ⁡  y  cos ⁡  z ) 〉


  =  〈  (     f 2 ′  ( x ) , −  cos ⁡  y  sin ⁡  z , −  sin ⁡  y ,  cos ⁡  y  cos ⁡  z , )  (     f 2 ′  ( x ) , −  cos ⁡  y  sin ⁡  z , −  sin ⁡  y ,  cos ⁡  y  cos ⁡  z ) 〉


  = −     f 2   ′ 2  ( x ) +    cos 2 ⁡  y    sin 2 ⁡  z +    sin 2 ⁡  y +    cos 2 ⁡  y    cos 2 ⁡  z


  = −     f 2   ′ 2  ( x ) +    cos 2 ⁡  y    sin 2 ⁡  z +    sin 2 ⁡  y +    cos 2 ⁡  y    cos 2 ⁡  z


  =    cos 2 ⁡  y  (    sin 2 ⁡  z +    cos 2 ⁡  z ) +    sin 2 ⁡  y −     f 2   ′ 2  ( x )


  =    cos 2 ⁡  y  (    sin 2 ⁡  z +    cos 2 ⁡  z ) +    sin 2 ⁡  y −     f 2   ′ 2  ( x )


  =    cos 2 ⁡  y +    sin 2 ⁡  y −     f 2   ′ 2  ( x )


  =    cos 2 ⁡  y +    sin 2 ⁡  y −     f 2   ′ 2  ( x )


  = 1 −     f 2   ′ 2  ( x )


    g 12 = < φ ,  φ  y >


  =  〈  (     f 2 ′  ( x ) , −  cos ⁡  y  sin ⁡  z , −  sin ⁡  y ,  cos ⁡  y  cos ⁡  z , )  ( 0 , x  sin ⁡  y  sin ⁡  z , − x  cos ⁡  y , − x  sin ⁡  y  cos ⁡  z ) 〉


  =  〈  (     f 2 ′  ( x ) , −  cos ⁡  y  sin ⁡  z , −  sin ⁡  y ,  cos ⁡  y  cos ⁡  z , )  ( 0 , x  sin ⁡  y  sin ⁡  z , − x  cos ⁡  y , − x  sin ⁡  y  cos ⁡  z ) 〉


  = − x  cos ⁡  y  sin ⁡  y    sin 2 ⁡  z + x  cos ⁡  y  sin ⁡  y − x  cos ⁡  y  sin ⁡  y    cos 2 ⁡  z


  = − x  cos ⁡  y  sin ⁡  y    sin 2 ⁡  z + x  cos ⁡  y  sin ⁡  y − x  cos ⁡  y  sin ⁡  y    cos 2 ⁡  z


  = − x  cos ⁡  y  sin ⁡  y  (    sin 2 ⁡  z +    cos 2 ⁡  z ) + x  cos ⁡  y  sin ⁡  y


  = − x  cos ⁡  y  sin ⁡  y  (    sin 2 ⁡  z +    cos 2 ⁡  z ) + x  cos ⁡  y  sin ⁡  y


  = − x  cos ⁡  y  sin ⁡  y + x  cos ⁡  y  sin ⁡  y


  = − x  cos ⁡  y  sin ⁡  y + x  cos ⁡  y  sin ⁡  y


  = 0


    g 13 = <  φ  x ,  φ  z >


  =  〈  (     f 2 ′  ( x ) , −  cos ⁡  y  sin ⁡  z , −  sin ⁡  y ,  cos ⁡  y  cos ⁡  z )  ( 0 , − x  cos ⁡  y  cos ⁡  z , 0 , − x  cos ⁡  y  sin ⁡  z ) 〉


  =  〈  (     f 2 ′  ( x ) , −  cos ⁡  y  sin ⁡  z , −  sin ⁡  y ,  cos ⁡  y  cos ⁡  z )  ( 0 , − x  cos ⁡  y  cos ⁡  z , 0 , − x  cos ⁡  y  sin ⁡  z ) 〉


  = x    cos 2 ⁡  y  sin ⁡  z  cos ⁡  z + 0 − x    cos 2 ⁡  y  sin ⁡  z  cos ⁡  z


  = x    cos 2 ⁡  y  sin ⁡  z  cos ⁡  z + 0 − x    cos 2 ⁡  y  sin ⁡  z  cos ⁡  z


  = 0


    g 21 = <  φ  y ,  φ  x >


  =  〈  ( 0 , x  sin ⁡  y  sin ⁡  z , − x  cos ⁡  y , − x  sin ⁡  y  cos ⁡  z )  (     f 2 ′  ( x ) , −  cos ⁡  y  sin ⁡  z , −  sin ⁡  y ,  cos ⁡  y  cos ⁡  z ) 〉


  =  〈  ( 0 , x  sin ⁡  y  sin ⁡  z , − x  cos ⁡  y , − x  sin ⁡  y  cos ⁡  z )  (     f 2 ′  ( x ) , −  cos ⁡  y  sin ⁡  z , −  sin ⁡  y ,  cos ⁡  y  cos ⁡  z ) 〉


  = 0 − x  sin ⁡  y  cos ⁡  y    sin 2 ⁡  z + x  sin ⁡  y  cos ⁡  y − x  sin ⁡  y  cos ⁡  y    cos 2 ⁡  z


  = − x  sin ⁡  y  cos ⁡  y  (    sin 2 ⁡  z +    cos 2 ⁡  z ) + x  sin ⁡  y  cos ⁡  y


  = − x  sin ⁡  y  cos ⁡  y  (    sin 2 ⁡  z +    cos 2 ⁡  z ) + x  sin ⁡  y  cos ⁡  y


  = 0


    g 22 = <  φ  y ,  φ  y >


  =  〈  ( 0 , x  sin ⁡  y  sin ⁡  z , − x  cos ⁡  y , − x  sin ⁡  y  cos ⁡  z )  ( 0 , x  sin ⁡  y  sin ⁡  z , − x  cos ⁡  y , − x  sin ⁡  y  cos ⁡  z ) 〉


  =  〈  ( 0 , x  sin ⁡  y  sin ⁡  z , − x  cos ⁡  y , − x  sin ⁡  y  cos ⁡  z )  ( 0 , x  sin ⁡  y  sin ⁡  z , − x  cos ⁡  y , − x  sin ⁡  y  cos ⁡  z ) 〉


  = 0 +   x 2    sin 2 ⁡  y    sin 2 ⁡  z +   x 2    cos 2 ⁡  y +   x 2    sin 2 ⁡  y    cos 2 ⁡  z


  = 0 +   x 2    sin 2 ⁡  y    sin 2 ⁡  z +   x 2    cos 2 ⁡  y +   x 2    sin 2 ⁡  y    cos 2 ⁡  z


  =   x 2    sin 2 ⁡  y  (    sin 2 ⁡  z +    cos 2 ⁡  z ) +   x 2    cos 2 ⁡  y


  =   x 2    sin 2 ⁡  y  (    sin 2 ⁡  z +    cos 2 ⁡  z ) +   x 2    cos 2 ⁡  y


  =   x 2    sin 2 ⁡  y +   x 2    cos 2 ⁡  y


  =   x 2    sin 2 ⁡  y +   x 2    cos 2 ⁡  y


  =   x 2


    g 23 = <  φ  y ,  φ  z >


  =  〈  ( 0 , x  sin ⁡  y  sin ⁡  z , − x  cos ⁡  y , − x  sin ⁡  y  cos ⁡  z )  ( 0 , − x  cos ⁡  y  cos ⁡  z , 0 , − x  cos ⁡  y  sin ⁡  z ) 〉


  =  〈  ( 0 , x  sin ⁡  y  sin ⁡  z , − x  cos ⁡  y , − x  sin ⁡  y  cos ⁡  z )  ( 0 , − x  cos ⁡  y  cos ⁡  z , 0 , − x  cos ⁡  y  sin ⁡  z ) 〉


  = 0 −   x 2  sin ⁡  y  cos ⁡  y  sin ⁡  z  cos ⁡  z + 0 +   x 2  sin ⁡  y  cos ⁡  y  sin ⁡  z  cos ⁡  z


  = 0 −   x 2  sin ⁡  y  cos ⁡  y  sin ⁡  z  cos ⁡  z + 0 +   x 2  sin ⁡  y  cos ⁡  y  sin ⁡  z  cos ⁡  z


  = 0


    g 31 = <  φ  z ,  φ  x >


  =  〈  ( 0 , − x  cos ⁡  y  cos ⁡  z , 0 , − x  cos ⁡  y  sin ⁡  z )  (     f 2 ′  ( x ) , −  cos ⁡  y  sin ⁡  z , −  sin ⁡  y ,  cos ⁡  y  cos ⁡  z ) 〉


  =  〈  ( 0 , − x  cos ⁡  y  cos ⁡  z , 0 , − x  cos ⁡  y  sin ⁡  z )  (     f 2 ′  ( x ) , −  cos ⁡  y  sin ⁡  z , −  sin ⁡  y ,  cos ⁡  y  cos ⁡  z ) 〉


  = 0 + x    cos 2 ⁡  y  cos ⁡  z  sin ⁡  z + 0 − x    cos 2 ⁡  y  sin ⁡  z  cos ⁡  z


  = 0 + x    cos 2 ⁡  y  cos ⁡  z  sin ⁡  z + 0 − x    cos 2 ⁡  y  sin ⁡  z  cos ⁡  z


  = 0


    g 32 = <  φ  z ,  φ  y >


  =  〈  ( 0 , − x  cos ⁡  y  cos ⁡  z , 0 , − x  cos ⁡  y  sin ⁡  z )  ( 0 , x  sin ⁡  y  sin ⁡  z , − x  cos ⁡  y , − x  sin ⁡  y  cos ⁡  z ) 〉


  =  〈  ( 0 , − x  cos ⁡  y  cos ⁡  z , 0 , − x  cos ⁡  y  sin ⁡  z )  ( 0 , x  sin ⁡  y  sin ⁡  z , − x  cos ⁡  y , − x  sin ⁡  y  cos ⁡  z ) 〉


  = 0 −   x 2  sin ⁡  y  cos ⁡  y  sin ⁡  z  cos ⁡  z + 0 +   x 2  sin ⁡  y  cos ⁡  y  sin ⁡  z  cos ⁡  z


  = 0 −   x 2  sin ⁡  y  cos ⁡  y  sin ⁡  z  cos ⁡  z + 0 +   x 2  sin ⁡  y  cos ⁡  y  sin ⁡  z  cos ⁡  z


  = 0


  = 0


    g 33 = <  φ  z ,  φ  z >


  =  〈  ( 0 , − x  cos ⁡  y  cos ⁡  z , 0 , − x  cos ⁡  y  sin ⁡  z )  ( 0 , − x  cos ⁡  y  cos ⁡  z , 0 , − x  cos ⁡  y  sin ⁡  z ) 〉


  = 0 +   x 2    cos 2 ⁡  y    cos 2 ⁡  z + 0 +   x 2    cos 2 ⁡  y    sin 2 ⁡  z


  = 0 +   x 2    cos 2 ⁡  y    cos 2 ⁡  z + 0 +   x 2    cos 2 ⁡  y    sin 2 ⁡  z


  =   x 2    cos 2 ⁡  y  (    cos 2 ⁡  z +    sin 2 ⁡  z )


  =   x 2    cos 2 ⁡  y  (    cos 2 ⁡  z +    sin 2 ⁡  z )


  =   x 2    cos 2 ⁡  y


  =   x 2    cos 2 ⁡  y


   [   g  i j ]


   [        1 −   f 2 ′ 2  0  0   0    x 2  0   0  0    x 2    cos 2 ⁡  y ]


   φ  x x =     𝜕 2 φ  𝜕   x 2 =  (     f 2  ′ ′ , 0 , 0 , 0 )


   φ  x y =     𝜕 2 φ  𝜕 x 𝜕 y =  ( 0 ,  sin ⁡  y  sin ⁡  z , −  cos ⁡  y , −  sin ⁡  y  cos ⁡  z )


   φ  x z =     𝜕 2 φ  𝜕 x 𝜕 z =  ( 0 , −  cos ⁡  y  cos ⁡  z , 0 , −  cos ⁡  y  sin ⁡  z )


   φ  y x =     𝜕 2 φ  𝜕 y 𝜕 x =  ( 0 ,  sin ⁡  y  sin ⁡  z , −  cos ⁡  y , −  sin ⁡  y  cos ⁡  z )


   φ  y y =     𝜕 2 φ  𝜕   y 2 =  ( 0 , x  cos ⁡  y  sin ⁡  z , x  sin ⁡  y , − x  cos ⁡  y  cos ⁡  z )


   φ  y z =     𝜕 2 φ  𝜕 y 𝜕 z =  ( 0 , x  sin ⁡  y  cos ⁡  z , 0 , x  sin ⁡  y  sin ⁡  z )


   φ  z x =     𝜕 2 φ  𝜕 z 𝜕 x =  ( 0 , −  cos ⁡  y  cos ⁡  z , 0 , −  cos ⁡  y  sin ⁡  z )


   φ  z y =     𝜕 2 φ  𝜕 z 𝜕 y =  ( 0 , x  sin ⁡  y  cos ⁡  z , 0 , x  sin ⁡  y  sin ⁡  z )


   φ  z z =     𝜕 2 φ  𝜕   z 2 =  ( 0 , x  cos ⁡  y  sin ⁡  z , 0 , − x  cos ⁡  y  cos ⁡  z )


   h 11 =   <  φ  x x ,   N φ >  


  =  〈  (     f 2  ′ ′ , 0 , 0 , 0 ) ,  (  1    (     f 2   ′ 2 − 1 )    ( 1 , −  cos ⁡  y  sin ⁡  z     f 2 ′   , −  sin ⁡  y     f 2 ′     ,  cos ⁡  y  cos ⁡  z     f 2 ′ ) ) 〉


  = −       f 2  ′ ′    (     f 2   ′ 2 − 1 )  


   h 12 =   <  φ  x y ,   N φ >  


  =  〈  ( 0 ,  sin ⁡  y  sin ⁡  z , −  cos ⁡  y , −  sin ⁡  y  cos ⁡  z ) ,  (  1    (     f 2   ′ 2 − 1 )    ( 1 , −  cos ⁡  y  sin ⁡  z     f 2 ′   , −  sin ⁡  y     f 2 ′     ,  cos ⁡  y  cos ⁡  z     f 2 ′ ) ) 〉


  =  〈  ( 0 ,  sin ⁡  y  sin ⁡  z , −  cos ⁡  y , −  sin ⁡  y  cos ⁡  z ) ,  (  1    (     f 2   ′ 2 − 1 )    ( 1 , −  cos ⁡  y  sin ⁡  z     f 2 ′   , −  sin ⁡  y     f 2 ′     ,  cos ⁡  y  cos ⁡  z     f 2 ′ ) ) 〉


  =   0 −  cos ⁡  y  sin ⁡  y    sin 2 ⁡  z     f 2 ′ +  cos ⁡  y  sin ⁡  y     f 2 ′ −  cos ⁡  y  sin ⁡  y    cos 2 ⁡  z     f 2 ′    (     f 2   ′ 2 − 1 )  


  =   0 −  cos ⁡  y  sin ⁡  y    sin 2 ⁡  z     f 2 ′ +  cos ⁡  y  sin ⁡  y     f 2 ′ −  cos ⁡  y  sin ⁡  y    cos 2 ⁡  z     f 2 ′    (     f 2   ′ 2 − 1 )  


  =   −  cos ⁡  y  sin ⁡  y     f 2 ′  (    sin 2 ⁡  z +    cos 2 ⁡  z ) +  cos ⁡  y  sin ⁡  y     f 2 ′    (     f 2   ′ 2 − 1 )  


  =   −  cos ⁡  y  sin ⁡  y     f 2 ′  (    sin 2 ⁡  z +    cos 2 ⁡  z ) +  cos ⁡  y  sin ⁡  y     f 2 ′    (     f 2   ′ 2 − 1 )  


  = 0


   h 13 =   <  φ  x z ,   N φ >  


  =  〈  ( 0 , −  cos ⁡  y  cos ⁡  z , 0 , −  cos ⁡  y  sin ⁡  z ) ,  (  1    (     f 2   ′ 2 − 1 )    ( 1 , −  cos ⁡  y  sin ⁡  z     f 2 ′   , −  sin ⁡  y     f 2 ′     ,  cos ⁡  y  cos ⁡  z     f 2 ′ ) ) 〉


  =  〈  ( 0 , −  cos ⁡  y  cos ⁡  z , 0 , −  cos ⁡  y  sin ⁡  z ) ,  (  1    (     f 2   ′ 2 − 1 )    ( 1 , −  cos ⁡  y  sin ⁡  z     f 2 ′   , −  sin ⁡  y     f 2 ′     ,  cos ⁡  y  cos ⁡  z     f 2 ′ ) ) 〉


  =   0 +    cos 2 ⁡  y  cos ⁡  z  sin ⁡  z     f 2 ′ + 0 −    cos 2 ⁡  y  cos ⁡  z  sin ⁡  z     f 2 ′    (     f 2   ′ 2 − 1 )  


  =   0 +    cos 2 ⁡  y  cos ⁡  z  sin ⁡  z     f 2 ′ + 0 −    cos 2 ⁡  y  cos ⁡  z  sin ⁡  z     f 2 ′    (     f 2   ′ 2 − 1 )  


  = 0


   h 21 =   <  φ  y x ,   N φ >  


  =  〈  ( 0 ,  sin ⁡  y  sin ⁡  z , −  cos ⁡  y , −  sin ⁡  y  cos ⁡  z ) ,  (  1    (     f 2   ′ 2 − 1 )    ( 1 , −  cos ⁡  y  sin ⁡  z     f 2 ′   , −  sin ⁡  y     f 2 ′     ,  cos ⁡  y  cos ⁡  z     f 2 ′ ) ) 〉


  =   0 −  cos ⁡  y  sin ⁡  y    sin 2 ⁡  z     f 2 ′ +  cos ⁡  y  sin ⁡  y     f 2 ′ −  cos ⁡  y  sin ⁡  y    cos 2 ⁡  z     f 2 ′    (     f 2   ′ 2 − 1 )  


  =   0 −  cos ⁡  y  sin ⁡  y    sin 2 ⁡  z     f 2 ′ +  cos ⁡  y  sin ⁡  y     f 2 ′ −  cos ⁡  y  sin ⁡  y    cos 2 ⁡  z     f 2 ′    (     f 2   ′ 2 − 1 )  


  =   −  cos ⁡  y  sin ⁡  y     f 2 ′  (    sin 2 ⁡  z +    cos 2 ⁡  z ) +  cos ⁡  y  sin ⁡  y     f 2 ′    (     f 2   ′ 2 − 1 )  


  =   −  cos ⁡  y  sin ⁡  y     f 2 ′  (    sin 2 ⁡  z +    cos 2 ⁡  z ) +  cos ⁡  y  sin ⁡  y     f 2 ′    (     f 2   ′ 2 − 1 )  


  = 0


   h 22 =   <  φ  y y ,   N φ >  


  =  〈  ( 0 , x  cos ⁡  y  sin ⁡  z , x  sin ⁡  y , − x  cos ⁡  y  cos ⁡  z ) ,  (  1    (     f 2   ′ 2 − 1 )    ( 1 , −  cos ⁡  y  sin ⁡  z     f 2 ′   , −  sin ⁡  y     f 2 ′     ,  cos ⁡  y  cos ⁡  z     f 2 ′ ) ) 〉


  =  〈  ( 0 , x  cos ⁡  y  sin ⁡  z , x  sin ⁡  y , − x  cos ⁡  y  cos ⁡  z ) ,  (  1    (     f 2   ′ 2 − 1 )    ( 1 , −  cos ⁡  y  sin ⁡  z     f 2 ′   , −  sin ⁡  y     f 2 ′     ,  cos ⁡  y  cos ⁡  z     f 2 ′ ) ) 〉


  =   − x    cos 2 ⁡  y    sin 2 ⁡  z     f 2 ′ − x    sin 2 ⁡  y     f 2 ′ − x    cos 2 ⁡  y    cos 2 ⁡  z     f 2 ′    (     f 2   ′ 2 − 1 )  


  =   − x    cos 2 ⁡  y    sin 2 ⁡  z     f 2 ′ − x    sin 2 ⁡  y     f 2 ′ − x    cos 2 ⁡  y    cos 2 ⁡  z     f 2 ′    (     f 2   ′ 2 − 1 )  


  =   − x    cos 2 ⁡  y     f 2 ′  (    sin 2 ⁡  z +    cos 2 ⁡  z ) − x    sin 2 ⁡  y     f 2 ′    (     f 2   ′ 2 − 1 )  


  =   − x    cos 2 ⁡  y     f 2 ′  (    sin 2 ⁡  z +    cos 2 ⁡  z ) − x    sin 2 ⁡  y     f 2 ′    (     f 2   ′ 2 − 1 )  


  =   − x     f 2 ′  (    sin 2 ⁡  y +    cos 2 ⁡  y )    (     f 2   ′ 2 − 1 )  


  =   − x     f 2 ′  (    sin 2 ⁡  y +    cos 2 ⁡  y )    (     f 2   ′ 2 − 1 )  


  =   − x     f 2 ′    (     f 2   ′ 2 − 1 )     ,


  =   − x     f 2 ′    (     f 2   ′ 2 − 1 )     ,


   h 23 =   <  φ  y z ,   N φ >  


  =  〈  ( 0 , x  sin ⁡  y  cos ⁡  z , 0 , x  sin ⁡  y  sin ⁡  z ) ,  (  1    (     f 2   ′ 2 − 1 )    ( 1 , −  cos ⁡  y  sin ⁡  z     f 2 ′   , −  sin ⁡  y     f 2 ′     ,  cos ⁡  y  cos ⁡  z     f 2 ′ ) ) 〉


  =  〈  ( 0 , x  sin ⁡  y  cos ⁡  z , 0 , x  sin ⁡  y  sin ⁡  z ) ,  (  1    (     f 2   ′ 2 − 1 )    ( 1 , −  cos ⁡  y  sin ⁡  z     f 2 ′   , −  sin ⁡  y     f 2 ′     ,  cos ⁡  y  cos ⁡  z     f 2 ′ ) ) 〉


  =   0 − x  cos ⁡  y  sin ⁡  y  cos ⁡  z  sin ⁡  z     f 2 ′ + 0 + x  cos ⁡  y  sin ⁡  y  cos ⁡  z  sin ⁡  z     f 2 ′    (     f 2   ′ 2 − 1 )  


  = 0


   h 31 =   <  φ  z x ,   N φ >  


  =  〈  ( 0 , −  cos ⁡  y  cos ⁡  z , 0 , −  cos ⁡  y  sin ⁡  z ) ,  (  1    (     f 2   ′ 2 − 1 )    ( 1 , −  cos ⁡  y  sin ⁡  z     f 2 ′   , −  sin ⁡  y     f 2 ′     ,  cos ⁡  y  cos ⁡  z     f 2 ′ ) ) 〉


  =  〈  ( 0 , −  cos ⁡  y  cos ⁡  z , 0 , −  cos ⁡  y  sin ⁡  z ) ,  (  1    (     f 2   ′ 2 − 1 )    ( 1 , −  cos ⁡  y  sin ⁡  z     f 2 ′   , −  sin ⁡  y     f 2 ′     ,  cos ⁡  y  cos ⁡  z     f 2 ′ ) ) 〉


  =   0 +    cos 2 ⁡  y  cos ⁡  z  sin ⁡  z     f 2 ′ + 0 −    cos 2 ⁡  y  cos ⁡  z  sin ⁡  z     f 2 ′    (     f 2   ′ 2 − 1 )  


  =   0 +    cos 2 ⁡  y  cos ⁡  z  sin ⁡  z     f 2 ′ + 0 −    cos 2 ⁡  y  cos ⁡  z  sin ⁡  z     f 2 ′    (     f 2   ′ 2 − 1 )  


  = 0


   h 32 =   <  φ  z y ,   N φ >  


  =  〈  ( 0 , x  sin ⁡  y  cos ⁡  z , 0 , x  sin ⁡  y  sin ⁡  z ) ,  (  1    (     f 2   ′ 2 − 1 )    ( 1 , −  cos ⁡  y  sin ⁡  z     f 2 ′   , −  sin ⁡  y     f 2 ′     ,  cos ⁡  y  cos ⁡  z     f 2 ′ ) ) 〉


  =  〈  ( 0 , x  sin ⁡  y  cos ⁡  z , 0 , x  sin ⁡  y  sin ⁡  z ) ,  (  1    (     f 2   ′ 2 − 1 )    ( 1 , −  cos ⁡  y  sin ⁡  z     f 2 ′   , −  sin ⁡  y     f 2 ′     ,  cos ⁡  y  cos ⁡  z     f 2 ′ ) ) 〉


  =   0 − x  cos ⁡  y  sin ⁡  y  cos ⁡  z  sin ⁡  z     f 2 ′ + 0 + x  cos ⁡  y  sin ⁡  y  cos ⁡  z  sin ⁡  z     f 2 ′    (     f 2   ′ 2 − 1 )  


  =   0 − x  cos ⁡  y  sin ⁡  y  cos ⁡  z  sin ⁡  z     f 2 ′ + 0 + x  cos ⁡  y  sin ⁡  y  cos ⁡  z  sin ⁡  z     f 2 ′    (     f 2   ′ 2 − 1 )  


  = 0


  = 0


   h 33 =   <  φ  z z ,   N φ >  


  =  〈  ( 0 , x  cos ⁡  y  sin ⁡  z , 0 , − x  cos ⁡  y  cos ⁡  z ) ,  (  1    (     f 2   ′ 2 − 1 )    ( 1 , −  cos ⁡  y  sin ⁡  z     f 2 ′   , −  sin ⁡  y     f 2 ′     ,  cos ⁡  y  cos ⁡  z     f 2 ′ ) ) 〉


  =  〈  ( 0 , x  cos ⁡  y  sin ⁡  z , 0 , − x  cos ⁡  y  cos ⁡  z ) ,  (  1    (     f 2   ′ 2 − 1 )    ( 1 , −  cos ⁡  y  sin ⁡  z     f 2 ′   , −  sin ⁡  y     f 2 ′     ,  cos ⁡  y  cos ⁡  z     f 2 ′ ) ) 〉


  =   0 − x    cos 2 ⁡  y    sin 2 ⁡  z     f 2 ′ + 0 − x    cos 2 ⁡  y    cos 2 ⁡  z     f 2 ′    (     f 2   ′ 2 − 1 )  


  =   − x    cos 2 ⁡  y     f 2 ′  (    sin 2 ⁡  z +    cos 2 ⁡  z )    (     f 2   ′ 2 − 1 )  


  =   − x    cos 2 ⁡  y     f 2 ′  (    sin 2 ⁡  z +    cos 2 ⁡  z )    (     f 2   ′ 2 − 1 )  


  =   − x    cos 2 ⁡  y     f 2 ′    (     f 2   ′ 2 − 1 )  


  =   − x    cos 2 ⁡  y     f 2 ′    (     f 2   ′ 2 − 1 )  


   [  h  i j ] =  [    −       f 2  ′ ′  ( x )       f 2   ′ 2 − 1  0  0   0    − x     f 2 ′  ( x )       f 2   ′ 2 − 1  0   0  0    − x   c o s 2 y     f 2 ′  ( x )       f 2   ′ 2 − 1 ]                                                                                                                                                                            


   [   g  i j ] =  (     1 −   f 2 ′ 2 )  (   x 4    cos 2 ⁡  y )


   [   g  i j ]


   [   g  i j ] =  1   (     1 −   f 2 ′ 2 )  (   x 4    cos 2 ⁡  y )  [     (   x 4    cos 2 ⁡  y )  0  0   0   (     1 −   f 2 ′ 2 )  (   x 2    cos 2 ⁡  y )  0   0  0   (     1 −   f 2 ′ 2 )   x 2 ]


                  =  [     1      1 −   f 2 ′ 2  0  0   0   1    x 2  0   0  0   1    x 2    cos 2 ⁡  y ]


  d e t  [  h  i j ] =   −     f 2  ′ ′  ( x )       f 2   ′ 2 − 1       x 2   c o s 2 y     f 2 ′  ( x )     f 2 ′  ( x )       f 2   ′ 2 − 1      f 2   ′ 2 − 1 =   −   x 2   c o s 2 y     f 2  ′ ′  ( x )     f 2   ′ 2         f 2   ′ 2 − 1 3


   [  h  i j ] =   −        f 2   ′ 2 − 1 3    x 2    cos 2 ⁡  y     f 2  ′ ′  ( x )     f 2   ′ 2  [        x 2    cos 2 ⁡  y     f 2   ′ 2         f 2   ′ 2 − 1 2  0  0   0    x    cos 2 ⁡  y     f 2  ′ ′     f 2 ′         f 2   ′ 2 − 1 2  0   0  0    x     f 2  ′ ′     f 2 ′         f 2   ′ 2 − 1 2 ]


                    =  [      −      f 2   ′ 2 − 1      f 2  ′ ′  ( x )  0  0   0    −      f 2   ′ 2 − 1  x     f 2 ′  0   0  0    −      f 2   ′ 2 − 1  x    cos 2 ⁡  y     f 2 ′ ]                                                                                                                                    


   [  h  i j ] = −      f 2   ′ 2 − 1  [     1      f 2  ′ ′  ( x )  0  0   0   1  x     f 2 ′  0   0  0   1  x    cos 2 ⁡  y     f 2 ′ ]                                                                                                                                                                        


  S =  [     1  1 −     f 2   ′ 2  ( x )  0  0   0   1    x 2  0   0  0   1    x 2    cos 2 ⁡  y ]  [      −     f 2  ′ ′  ( x )       f 2   ′ 2 − 1  0  0   0    − x     f 2 ′  ( x )       f 2   ′ 2 − 1  0   0  0    − x    cos 2 ⁡  y     f 2 ′  ( x )       f 2   ′ 2 − 1 ]


        =  [      −     f 2  ′ ′  ( x )   ( 1 −     f 2   ′ 2 )      f 2   ′ 2 − 1  0  0   0    −     f 2 ′  ( x )  x      f 2   ′ 2 − 1  0   0  0    −     f 2 ′  ( x )  x      f 2   ′ 2 − 1 ]                                                                                                                                                                                      


  det ( S ) =  |      −     f 2  ′ ′  ( x )   ( 1 −     f 2   ′ 2 )      f 2   ′ 2 − 1  0  0   0    −     f 2 ′  ( x )  x      f 2   ′ 2 − 1  0   0  0    −     f 2 ′  ( x )  x      f 2   ′ 2 − 1 |


                            = −       f 2  ′ ′  ( x )   ( 1 −     f 2   ′ 2 )      f 2   ′ 2 − 1   x     f 2   ′ 2    x 3        f 2   ′ 2 − 1 2 =       f 2  ′ ′  ( x )     f 2   ′ 2    x 2  (     f 2   ′ 2 − 1 )        f 2   ′ 2 − 1 3


  K =       f 2  ′ ′  ( x )     f 2   ′ 2    x 2  (     f 2   ′ 2 − 1 )        f 2   ′ 2 − 1 3 =       f 2  ′ ′  ( x )     f 2   ′ 2    x 2    (     f 2   ′ 2 − 1 )   5 2


   |     f 2 ′ ( x ) | > 1 ,   ∀ x ∈ I


  𝛽  ( x ) =  (   f 2  ( x ) , 0 , 0 , x )


   ( 1 ,   0 ,   0 ,   0 )


  K =       f 2  ′ ′  ( x )     f 2   ′ 2    x 2    (     f 2   ′ 2 − 1 )   5 2


  i z  ( S ) =  (   −     f 2  ′ ′  ( x )   ( 1 −     f 2   ′ 2 )      f 2   ′ 2 − 1 −   2     f 2 ′  ( x )  x      f 2   ′ 2 − 1 )


  =   − 1       f 2   ′ 2 − 1  (       f 2  ′ ′  ( x )   ( 1 −     f 2   ′ 2 ) +   2     f 2 ′  ( x )  x )


   |     f 2 ′ ( x ) | > 1 ,   ∀ x ∈ I


  𝛽  ( x ) =  (   f 2  ( x ) , 0 , 0 , x )


   ( 1 ,   0 ,   0 ,   0 )


  H =  1  3      f 2   ′ 2 − 1  (       f 2  ′ ′  ( x )   (     f 2   ′ 2 − 1 ) −   2     f 2 ′  ( x )  x ) =       x     f 2  ′ ′ + 2     f 2 ′  ( 1 −     f 2   ′ 2 )  3 x (       f 2   ′ 2 − 1 )   3 2  


      f 2    ( x )  


  K =       f 2  ′ ′  ( x )     f 2   ′ 2    x 2    (     f 2   ′ 2 − 1 )   5 2


    f 2  ( x )  


  C =         f 2 ′ 3    x 6   (       f 2 ′ 2 − 1 )   3 2


  C


    C ′ =   3       x 6   f 2 ′ 2     f 2  ′ ′   (       f 2 ′ 2 − 1 )   3 2 −     6   x 5   f 2 ′ 3    (       f 2 ′ 2 − 1 )   3 2 −   3 x 6   (       f 2 ′ 2 − 1 )   1 2     f 2  ′ ′       f 2 ′ 4    x 12   (       f 2 ′ 2 − 1 ) 3


  =   3       x 6   f 2 ′ 2     f 2  ′ ′   (       f 2 ′ 2 − 1 )   3 2 −     6   x 5   f 2 ′ 3    (       f 2 ′ 2 − 1 )   3 2 −   3 x 6   (       f 2 ′ 2 − 1 )   1 2     f 2  ′ ′       f 2 ′ 4    x 12   (       f 2 ′ 2 − 1 ) 3


  =   3       x 6   f 2 ′ 2     f 2  ′ ′   (       f 2 ′ 2 − 1 )   3 2 −     6   x 5   f 2 ′ 3    (       f 2 ′ 2 − 1 )   3 2 −   3 x 6   (       f 2 ′ 2 − 1 )   1 2     f 2  ′ ′       f 2 ′ 4    x 12   (       f 2 ′ 2 − 1 ) 3


    C ′ =   3   x 6    (       f 2 ′ 2 − 1 )   1 2       f 2 ′ 2     f 2  ′ ′  [  (       f 2 ′ 2 − 1 ) −       f 2 ′ 2 ]    x 12   (       f 2 ′ 2 − 1 ) 3 −       6   f 2 ′ 3   x 5    (       f 2 ′ 2 − 1 )   3 2    x 12   (       f 2 ′ 2 − 1 ) 3


    C ′ = −   3       f 2 ′ 2     f 2  ′ ′    x 6    (       f 2 ′ 2 − 1 )   5 2 −       6   f 2 ′ 3    x 7    (       f 2 ′ 2 − 1 )   3 2


  K =       f 2  ′ ′  ( x )     f 2   ′ 2    x 2    (       f 2 ′ 2 − 1 )   5 2  


  C =         f 2 ′ 3    x 6   (       f 2 ′ 2 − 1 )   3 2


    C ′ = −   3 K    x 4 −   6 C  x


    C ′ =   − 3 K − 6   x 3 C    x 4


    C ′ +   6 C  x = −   3 K    x 4


    x 6


    x 6   C ′ + 6   x 5 C =   − 3 x 2 K


  (   x 6 C ) ′


     (   x 6 C ) ′ =   − 3 x 2 K


    x 6 C = c −   ∫ 1  x    3 t 2 K ( t ) d t


  c


      x 6


  C =   c − 3   ∫ 1  x    t 2 K ( t ) d t    x 6


  C =         f 2 ′ 3    x 6   (       f 2 ′ 2 − 1 )   3 2


          f 2 ′ 3    x 6   (       f 2 ′ 2 − 1 )   3 2 =   c − 3   ∫ 1  x    t 2 K ( t ) d t    x 6


    x 6


          f 2 ′ 3    (       f 2 ′ 2 − 1 )   3 2 = c − 3   ∫ 1  x    t 2 K ( t ) d t


        f 2 ′         f 2 ′ 2 − 1 =    ( c − 3   ∫ 1  x    t 2 K ( t ) d t )  1 / 3


    f 2 ′


          f 2 ′ 2        f 2 ′ 2 − 1 =    ( c − 3   ∫ 1  x    t 2 K ( t ) d t )  2 / 3


        f 2 ′ 2 =    ( c − 3   ∫ 1  x    t 2 K ( t ) d t )  2 / 3 (       f 2 ′ 2 − 1 )


        f 2 ′ 2    ( c − 3   ∫ 1  x    t 2 K ( t ) d t )  2 / 3 −       f 2 ′ 2 =    ( c − 3   ∫ 1  x    t 2 K ( t ) d t )  2 / 3


        f 2 ′ 2    ( c − 3   ∫ 1  x    t 2 K ( t ) d t )  2 / 3 −       f 2 ′ 2 =    ( c − 3   ∫ 1  x    t 2 K ( t ) d t )  2 / 3


        f 2 ′ 2 =      ( c − 3   ∫ 1  x    t 2 K ( t ) d t )  2 / 3     ( c − 3   ∫ 1  x    t 2 K ( t ) d t )  2 / 3 − 1


        f 2 ′ 2 =      ( c − 3   ∫ 1  x    t 2 K ( t ) d t )  2 / 3     ( c − 3   ∫ 1  x    t 2 K ( t ) d t )  2 / 3 − 1


    f 2 ′ =     d   f 2  d x


      f 2 ′  ( x ) =      ( c − 3   ∫ 1  x    t 2 K ( t ) d t )  1 / 3      ( c − 3   ∫ 1  x    t 2 K ( t ) d t )  2 / 3 − 1


    x 0 ∈ I


    f 2  ( x )


    f 2  ( x ) =   ∫    x 0  x       ( c − 3   ∫ 1  x    t 2 K ( t ) d t )  1 / 3      ( c − 3   ∫ 1  x    t 2 K ( t ) d t )  2 / 3 − 1 d x                                                                                                                                                                                                        


     ( c − 3   ∫ 1  x    t 2 K ( t ) d t )  2 / 3 > 1


   |     f 2 ′ ( x ) | > 1 ,   ∀ x ∈ I


   |    ( c − 3   ∫ 1  x    t 2 K ( t ) d t )  2 / 3 | > 1


    𝔼 1 4


  φ  ( x ,   y ,   z ) =  (   ∫    x 0  x       ( c − 3   ∫ 1  x    t 2 K ( t ) d t )  1 / 3      ( c − 3   ∫ 1  x    t 2 K ( t ) d t )  2 / 3 − 1 d x , − x  cos ⁡  y  sin ⁡  z , − x  sin ⁡  y , x  cos ⁡  y  cos ⁡  z )


  K =   0


    𝔼 1 4


  φ  ( x ,   y ,   z ) =  (     c   1 3    (   c   2 3 − 1 ) x   +   b , − x  cos ⁡  y  sin ⁡  z , − x  sin ⁡  y , x  cos ⁡  y  cos ⁡  z )


  x   ≠   0


  y   ∈   ( − 𝜋 / 2 ,   𝜋 / 2 )


   |     f 2 ′ | > 1


      f 2 ′ ≠ 0


  K =   0


      f 2  ′ ′


    f 2


     (     c   1 3    (   c   2 3 − 1 ) ) 2 =     c   2 3   (   c   2 3 ) − 1 > 1


  H =   2     f 2 ′  ( 1 −     f 2   ′ 2 ) + x     f 2  ′ ′  3 x   (       f 2 ′ 2 − 1 )   3 2


    f 2  ( x )  


  D =       f 2 ′ ( x )  x        f 2 ′ 2 − 1


  D


    D ′ =       x f 2  ′ ′        f 2 ′ 2 − 1 −     f 2 ′        f 2 ′ 2 − 1 − x  1 2 (         f 2 ′ 2 − 1 )    − 1 2 2       f 2 ′ 2     f 2  ′ ′    x 2 (       f 2 ′ 2 − 1 )


  =   x     f 2  ′ ′        f 2 ′ 2 − 1 −     f 2 ′        f 2 ′ 2 − 1 −       f 2 ′ 2 x (         f 2 ′ 2 − 1 )    − 1 2     f 2  ′ ′    x 2 (       f 2 ′ 2 − 1 )


  =   x     f 2  ′ ′        f 2 ′ 2 − 1 −     f 2 ′        f 2 ′ 2 − 1 −       f 2 ′ 2 x (         f 2 ′ 2 − 1 )    − 1 2     f 2  ′ ′    x 2 (       f 2 ′ 2 − 1 )


    D ′ =       x f 2  ′ ′  (       f 2 ′ 2 − 1 ) −     f 2 ′  (       f 2 ′ 2 − 1 ) −       f 2 ′ 2 x     f 2  ′ ′    x 2   (       f 2 ′ 2 − 1 )   3 2


  =   x     f 2  ′ ′ (       f 2 ′ 2 − 1 −       f 2 ′ 2 ) −     f 2 ′ (       f 2 ′ 2 − 1 )    x 2   (       f 2 ′ 2 − 1 )   3 2


  =   x     f 2  ′ ′ (       f 2 ′ 2 − 1 −       f 2 ′ 2 ) −     f 2 ′ (       f 2 ′ 2 − 1 )    x 2   (       f 2 ′ 2 − 1 )   3 2


    D ′ =     −   f 2  ′ ′ x −     f 2 ′ (       f 2 ′ 2 − 1 )    x 2   (       f 2 ′ 2 − 1 )   3 2      


  H =   2     f 2 ′  ( 1 −     f 2   ′ 2 ) + x     f 2  ′ ′  3 x   (       f 2 ′ 2 − 1 )   3 2


  D =       f 2 ′ ( x )  x        f 2 ′ 2 − 1


    D ′ = −   3 H  x −   3 D  x


    D ′ +   3 D  x = −   3 H  x


    x 3


    x 3   D ′ + 3   x 2   D


  − 3   x 2 H


    (   x 3 D ) ′


    (   x 3 D ) ′ = − 3   x 2 H


    x 3 D = c −   ∫ 1  x    3 t 2 H ( t ) d t


  c


      x 3


  D =   c − 3   ∫ 1  x    t 2 H ( t ) d t    x 3


  D =       f 2 ′ ( x )  x        f 2 ′ 2 − 1


        f 2 ′ ( x )  x        f 2 ′ 2 − 1 =   c − 3   ∫ 1  x    t 2 H ( t ) d t    x 3


  x


        f 2 ′ ( x )         f 2 ′ 2 − 1 =   c − 3   ∫ 1  x    t 2 H ( t ) d t    x 2


    f 2 ′


          f 2 ′ 2  (       f 2 ′ 2 − 1 ) =    (   c − 3   ∫ 1  x    t 2 H ( t ) d t    x 2 ) 2


          f 2 ′ 2  (       f 2 ′ 2 − 1 ) =      ( c − 3   ∫ 1  x    t 2 H ( t ) d t ) 2    x 4


                            f 2 ′ 2   x 4 =    ( c − 3   ∫ 1  x    t 2 H ( t ) d t ) 2 (       f 2 ′ 2 − 1 )


     ( c − 3   ∫ 1  x    t 2 H ( t ) d t ) 2       f 2 ′ 2 −       f 2 ′ 2   x 4 =    ( c − 3   ∫ 1  x    t 2 H ( t ) d t ) 2


     ( c − 3   ∫ 1  x    t 2 H ( t ) d t ) 2       f 2 ′ 2 −       f 2 ′ 2   x 4 =    ( c − 3   ∫ 1  x    t 2 H ( t ) d t ) 2


                  f 2 ′ 2 =      ( c − 3   ∫ 1  x    t 2 H ( t ) d t ) 2     ( c − 3   ∫ 1  x    t 2 H ( t ) d t ) 2 −   x 4


                  f 2 ′ 2 =      ( c − 3   ∫ 1  x    t 2 H ( t ) d t ) 2     ( c − 3   ∫ 1  x    t 2 H ( t ) d t ) 2 −   x 4


                        f 2 ′  ( x ) = ±   c − 3   ∫ 1  x    t 2 H ( t ) d t      ( c − 3   ∫ 1  x    t 2 H ( t ) d t ) 2 −   x 4


                        f 2 ′  ( x ) = ±   c − 3   ∫ 1  x    t 2 H ( t ) d t      ( c − 3   ∫ 1  x    t 2 H ( t ) d t ) 2 −   x 4


    x 0 ∈ I


    f 2  ( x )


    f 2  ( x ) = ±   ∫    x 0  x    c − 3   ∫ 1  x    t 2 H ( t ) d t      ( c − 3   ∫ 1  x    t 2 H ( t ) d t ) 2 −   x 4 d x  


     ( c − 3   ∫ 1  x    t 2 H ( t ) d t ) 2 >   x 4


   |     f 2 ′ ( x ) | > 1 ,   ∀ x ∈ I


     ( c − 3   ∫ 1  x    t 2 H ( t ) d t ) 2 >   x 4


    𝔼 1 4


  φ  ( x ,   y ,   z ) =  ( ±   ∫    x 0  x    c − 3   ∫ 1  x    t 2 H ( t ) d t      ( c − 3   ∫ 1  x    t 2 H ( t ) d t ) 2 −   x 4 d x , − x  cos ⁡  y  sin ⁡  z , − x  sin ⁡  y , x  cos ⁡  y  cos ⁡  z )


  H =   0


    𝔼 1 4


  φ  ( x ,   y ,   z ) =  ( d ±   ∫    x 0  x    c    (   c 2 −   t 4 ) d t , − x  cos ⁡  y  sin ⁡  z , − x  sin ⁡  y , x  cos ⁡  y  cos ⁡  z )


  0 <  | x | <   | c |


  H =   0


      f 2 ′ ( x )   = ±   c    (   c 2 −   x 4 )


     ( c ) 2 >   x 4  


    𝔼  𝟏  𝟒


    𝔼 1 4


    𝔼 1 4


  I ⊂ ℝ


    f 3  ( x ) : I ⊂ ℝ → ℝ


  x ∈ ℝ −  { 0 }


  𝜃  ( x ) =  ( x ,   f 3 ( x ) , 0 , 0 )


   |     f 3 ′ ( x ) | < 1 ,       f 3 ( x ) ≠ x  


  ∀ x ∈ I


   ( 1 ,   1 ,   0 ,   0 )


  𝛿  ( x ,   y ,   z )


  y ,   z ∈ ℝ


  𝛿  ( x ,   y ,   z ) =  [        y 2 +   z 2 2 + 1  −     y 2 +   z 2 2  y  z       y 2 +   z 2 2  1 −     y 2 +   z 2 2  y  z   y  − y  1  0   z  − z  0  1 ]  [    x     f 3 ( x )   0   0 ]


  𝛿  ( x ,   y ,   z ) =  (     (     y 2 +   z 2 2 + 1 ) x −     y 2 +   z 2 2   f 3  ( x ) ,     y 2 +   z 2 2 x +  ( 1 −     y 2 +   z 2 2 )   f 3  ( x ) ,   x y −   f 3  ( x ) y , x z −   z f 3  ( x ) )                              


  𝛿  ( x ,   y ,   z )


  x


  y


  z


    𝛿  x =   𝜕 𝛿  𝜕 x =  (        y 2 +   z 2 2 + 1 −     y 2 +   z 2 2     f 3 ′  ( x ) ,     y 2 +   z 2 2 +  ( 1 −     y 2 +   z 2 2 )     f 3 ′  ( x ) ,   y −     f 3 ′  ( x ) y , z −     f 3 ′  ( x ) z )


            =  (     (     y 2 +   z 2 2 )  ( 1 −     f 3 ′  ( x ) ) + 1 ,  (     y 2 +   z 2 2 )  ( 1 −     f 3 ′  ( x ) ) +     f 3 ′  ( x ) ,   y  ( 1 −     f 3 ′  ( x ) ) , z  ( 1 −     f 3 ′  ( x ) ) )        


    𝛿  y =   𝜕 𝛿  𝜕 y =  ( y x − y   f 3  ( x ) , y x − y   f 3  ( x ) , x −   f 3  ( x ) , 0 )


    𝛿  z =   𝜕 𝛿  𝜕 z =  ( z x − z   f 3  ( x ) , z x − z   f 3  ( x ) , 0 , x −   f 3  ( x ) )


      f 3 ′  ( x ) =   𝜕   f 3  ( x )  𝜕 x


  𝛿  ( x ,   y ,   z )


    𝛿  x ,   𝛿  y


    𝛿  z


    𝛿  x ×   𝛿  y ×   𝛿  z = d e t  [    −   e 1    e 2    e 3    e 4    (     y 2 +   z 2 2 )  ( 1 −     f 3 ′  ( x ) ) + 1   (     y 2 +   z 2 2 )  ( 1 −     f 3 ′  ( x ) ) +     f 3 ′  ( x )  y  ( 1 −     f 3 ′  ( x ) )  z  ( 1 −     f 3 ′  ( x ) )   y x − y   f 3  ( x )  y x − y   f 3  ( x )  x −   f 3  ( x )  0   z x − z   f 3  ( x )  z x − z   f 3  ( x )  0  x −   f 3  ( x ) ]


    𝛿  x ×   𝛿  y ×   𝛿  z = −  |     (     y 2 +   z 2 2 )  ( 1 −     f 3 ′  ( x ) ) +     f 3 ′  ( x )  y  ( 1 −     f 3 ′  ( x ) )  z  ( 1 −     f 3 ′  ( x ) )   y x − y   f 3  ( x )  x −   f 3  ( x )  0   z x − z   f 3  ( x )  0  x −   f 3  ( x ) |   e 1 −  |     (     y 2 +   z 2 2 )  ( 1 −     f 3 ′  ( x ) ) + 1  y  ( 1 −     f 3 ′  ( x ) )  z  ( 1 −     f 3 ′  ( x ) )   y x − y   f 3  ( x )  x −   f 3  ( x )  0   z x − z   f 3  ( x )  0  x −   f 3  ( x ) |   e 2 +  |     (     y 2 +   z 2 2 )  ( 1 −     f 3 ′  ( x ) ) + 1   (     y 2 +   z 2 2 )  ( 1 −     f 3 ′  ( x ) ) +     f 3 ′  ( x )  z  ( 1 −     f 3 ′  ( x ) )   y x − y   f 3  ( x )  y x − y   f 3  ( x )  0   z x − z   f 3  ( x )  z x − z   f 3  ( x )  x −   f 3  ( x ) |   e 3 −  |     (     y 2 +   z 2 2 )  ( 1 −     f 3 ′  ( x ) ) + 1   (     y 2 +   z 2 2 )  ( 1 −     f 3 ′  ( x ) ) +     f 3 ′  ( x )  y  ( 1 −     f 3 ′  ( x ) )   y x − y   f 3  ( x )  y x − y   f 3  ( x )  x −   f 3  ( x )   z x − z   f 3  ( x )  z x − z   f 3  ( x )  0 |   e 4


    𝛿  x ×   𝛿  y ×   𝛿  z = (   x −   f 3  ( x ) ) 2  (  (   1 −   f 3 ′  ( x ) )  (     y 2 +   z 2 2 ) −     f 3 ′  ( x ) )   e 1 + (   x −   f 3  ( x ) ) 2  (  (     y 2 +   z 2 2 )  (   1 −   f 3 ′  ( x ) ) − 1 )     e 2   + y (   x −   f 3  ( x ) ) 2  (   1 −   f 3 ′  ( x ) )     e 3


                                                              + z    ( x −   f 3  ( x ) ) 2  (   1 −   f 3 ′  ( x ) )   e 4                        


   ‖   𝛿  x ×   𝛿  y ×   𝛿  z ‖ =  (   x −   f 3  ( x ) ) 4 ( 1 −     f 3   ′ 2  ( x ) ) = (   x −   f 3  ( x ) ) 2  1 −     f 3   ′ 2


    N  𝛿 =   (   x −   f 3  ( x ) ) 2  (  (   1 −   f 3 ′  ( x ) )  (     y 2 +   z 2 2 ) −     f 3 ′  ( x ) )   e 1  (   x −   f 3  ( x ) ) 2  1 −     f 3   ′ 2


                  +   (   x −   f 3  ( x ) ) 2  (  (     y 2 +   z 2 2 )  (   1 −   f 3 ′  ( x ) ) − 1 )     e 2  (   x −   f 3  ( x ) ) 2  1 −     f 3   ′ 2


                  +   (   x −   f 3  ( x ) ) 2  (  (     y 2 +   z 2 2 )  (   1 −   f 3 ′  ( x ) ) − 1 )     e 2  (   x −   f 3  ( x ) ) 2  1 −     f 3   ′ 2


                  +   y (   x −   f 3  ( x ) ) 2  (   1 −   f 3 ′  ( x ) )     e 3  (   x −   f 3  ( x ) ) 2  1 −     f 3   ′ 2


                  +   y (   x −   f 3  ( x ) ) 2  (   1 −   f 3 ′  ( x ) )     e 3  (   x −   f 3  ( x ) ) 2  1 −     f 3   ′ 2


                  +   z  ( (   x −   f 3  ( x ) ) 2  (   1 −   f 3 ′  ( x ) ) )   e 4  (   x −   f 3  ( x ) ) 2  1 −     f 3   ′ 2


                  +   z  ( (   x −   f 3  ( x ) ) 2  (   1 −   f 3 ′  ( x ) ) )   e 4  (   x −   f 3  ( x ) ) 2  1 −     f 3   ′ 2


    N  𝛿 =     y 2 +   z 2 −     f 3 ′  (   y 2 +   z 2 + 2 ) ,   y 2 +   z 2 −     f 3 ′  (   y 2 +   z 2 ) − 2 , 2 y  ( 1 −     f 3 ′ ) , 2 z  ( 1 −     f 3 ′ )  2  1 −     f 3   ′ 2                    


  𝜀 =   < N  𝛿 ,   N  𝛿 >


  =      −     ( y 2 +   z 2 −     f 3 ′  (   y 2 +   z 2 + 2 ) ) 2 +    (   y 2 +   z 2 −     f 3 ′  (   y 2 +   z 2 ) − 2 ) 2   + 4   y 2    ( 1 −     f 3 ′ ) 2 + 4   z 2    ( 1 −     f 3 ′ ) 2  4  ( 1 −     f 3   ′ 2 )


  =      −     ( y 2 +   z 2 −     f 3 ′  (   y 2 +   z 2 + 2 ) ) 2 +    (   y 2 +   z 2 −     f 3 ′  (   y 2 +   z 2 ) − 2 ) 2   + 4   y 2    ( 1 −     f 3 ′ ) 2 + 4   z 2    ( 1 −     f 3 ′ ) 2  4  ( 1 −     f 3   ′ 2 )


  =         (   y 2 +   z 2 ) 2  ( 1 −     f 3   ′ 2 ) + 4     f 3 ′  (   y 2 +   z 2 ) − 4     f 3   ′ 2  (   y 2 +   z 2 ) − 4     f 3   ′ 2 − 4  (   y 2 +   z 2 )   + 4 −    (   y 2 +   z 2 ) 2  ( 1 −     f 3   ′ 2 ) + 4     f 3 ′  (   y 2 +   z 2 ) + 4   ( 1 −     f 3 ′ ) 2  (   y 2 +   z 2 )  4 ( 1 −     f 3   ′ 2 )


  =         (   y 2 +   z 2 ) 2  ( 1 −     f 3   ′ 2 ) + 4     f 3 ′  (   y 2 +   z 2 ) − 4     f 3   ′ 2  (   y 2 +   z 2 ) − 4     f 3   ′ 2 − 4  (   y 2 +   z 2 )   + 4 −    (   y 2 +   z 2 ) 2  ( 1 −     f 3   ′ 2 ) + 4     f 3 ′  (   y 2 +   z 2 ) + 4   ( 1 −     f 3 ′ ) 2  (   y 2 +   z 2 )  4 ( 1 −     f 3   ′ 2 )


  𝜀 = 1


    g 11 =  〈   𝛿  x ,   𝛿  x 〉


                  =  〈     (     (     y 2 +   z 2 2 )  ( 1 −     f 3 ′  ( x ) ) + 1 ,  (     y 2 +   z 2 2 )  ( 1 −     f 3 ′  ( x ) ) +     f 3 ′  ( x ) ,   y  ( 1 −     f 3 ′  ( x ) ) , z  ( 1 −     f 3 ′  ( x ) ) ) ,    (     (     y 2 +   z 2 2 )  ( 1 −     f 3 ′  ( x ) ) + 1 ,  (     y 2 +   z 2 2 )  ( 1 −     f 3 ′  ( x ) ) +     f 3 ′  ( x ) ,   y  ( 1 −     f 3 ′  ( x ) ) , z  ( 1 −     f 3 ′  ( x ) ) ) 〉


                  =  〈     (     (     y 2 +   z 2 2 )  ( 1 −     f 3 ′  ( x ) ) + 1 ,  (     y 2 +   z 2 2 )  ( 1 −     f 3 ′  ( x ) ) +     f 3 ′  ( x ) ,   y  ( 1 −     f 3 ′  ( x ) ) , z  ( 1 −     f 3 ′  ( x ) ) ) ,    (     (     y 2 +   z 2 2 )  ( 1 −     f 3 ′  ( x ) ) + 1 ,  (     y 2 +   z 2 2 )  ( 1 −     f 3 ′  ( x ) ) +     f 3 ′  ( x ) ,   y  ( 1 −     f 3 ′  ( x ) ) , z  ( 1 −     f 3 ′  ( x ) ) ) 〉


              = −  (   y 2 +   z 2 )  ( 1 −     f 3 ′  ( x ) )  ( 1 −     f 3 ′  ( x ) ) + +   y 2    ( 1 −     f 3 ′  ( x ) ) 2 +   z 2    ( 1 −     f 3 ′  ( x ) ) 2 − 1


                =       f 3 ′ 2  ( x ) − 1


 


  


                  =  〈        (     y 2 +   z 2 2 )  ( 1 −     f 3 ′  ( x ) ) + 1 ,  (     y 2 +   z 2 2 )  ( 1 −     f 3 ′  ( x ) ) +     f 3 ′  ( x ) ,   y  ( 1 −     f 3 ′  ( x ) ) , z  ( 1 −     f 3 ′  ( x ) )    ( y x − y   f 3  ( x ) , y x − y   f 3  ( x ) , x −   f 3  ( x ) , 0 ) 〉


                  =  〈        (     y 2 +   z 2 2 )  ( 1 −     f 3 ′  ( x ) ) + 1 ,  (     y 2 +   z 2 2 )  ( 1 −     f 3 ′  ( x ) ) +     f 3 ′  ( x ) ,   y  ( 1 −     f 3 ′  ( x ) ) , z  ( 1 −     f 3 ′  ( x ) )    ( y x − y   f 3  ( x ) , y x − y   f 3  ( x ) , x −   f 3  ( x ) , 0 ) 〉


                  =  ( − y x + y   f 3  ( x ) )  ( 1 −     f 3 ′  ( x ) ) + y  ( 1 −     f 3 ′  ( x ) )  ( x −   f 3  ( x ) ) − y  ( x −   f 3  ( x ) )  ( 1 −     f 3 ′  ( x ) ) + y  ( 1 −     f 3 ′  ( x ) )  ( x −   f 3  ( x ) )


                  =  ( − y x + y   f 3  ( x ) )  ( 1 −     f 3 ′  ( x ) ) + y  ( 1 −     f 3 ′  ( x ) )  ( x −   f 3  ( x ) ) − y  ( x −   f 3  ( x ) )  ( 1 −     f 3 ′  ( x ) ) + y  ( 1 −     f 3 ′  ( x ) )  ( x −   f 3  ( x ) )


  =  ( − y x + y   f 3  ( x ) )  ( 1 −     f 3 ′  ( x ) ) + y  ( 1 −     f 3 ′  ( x ) )  ( x −   f 3  ( x ) )


  =  ( − y x + y   f 3  ( x ) )  ( 1 −     f 3 ′  ( x ) ) + y  ( 1 −     f 3 ′  ( x ) )  ( x −   f 3  ( x ) )


  = 0 ,


    g 13 =  〈   𝛿  x ,   𝛿  z 〉


  =  〈     (     y 2 +   z 2 2 )  ( 1 −     f 3 ′  ( x ) ) + 1 ,  (     y 2 +   z 2 2 )  ( 1 −     f 3 ′  ( x ) ) +     f 3 ′  ( x ) ,   y  ( 1 −     f 3 ′  ( x ) ) , z  ( 1 −     f 3 ′  ( x ) ) ,    ( z x − z   f 3  ( x ) , z x − z   f 3  ( x ) , 0 , x −   f 3  ( x ) ) 〉


  =  〈     (     y 2 +   z 2 2 )  ( 1 −     f 3 ′  ( x ) ) + 1 ,  (     y 2 +   z 2 2 )  ( 1 −     f 3 ′  ( x ) ) +     f 3 ′  ( x ) ,   y  ( 1 −     f 3 ′  ( x ) ) , z  ( 1 −     f 3 ′  ( x ) ) ,    ( z x − z   f 3  ( x ) , z x − z   f 3  ( x ) , 0 , x −   f 3  ( x ) ) 〉


  =  ( − z x + z   f 3  ( x ) )  ( 1 −     f 3 ′  ( x ) ) + z  ( 1 −     f 3 ′  ( x ) )  ( x −   f 3  ( x ) )


  = 0 ,


    g 21 =  〈   𝛿  y ,   𝛿  x 〉  


  =  〈     ( y x − y   f 3  ( x ) , y x − y   f 3  ( x ) , x −   f 3  ( x ) , 0 ) ,    (     y 2 +   z 2 2 )  ( 1 −     f 3 ′  ( x ) ) + 1 ,  (     y 2 +   z 2 2 )  ( 1 −     f 3 ′  ( x ) ) +     f 3 ′  ( x ) , y  ( 1 −     f 3 ′  ( x ) ) , z  ( 1 −     f 3 ′  ( x ) ) 〉


  =  〈     ( y x − y   f 3  ( x ) , y x − y   f 3  ( x ) , x −   f 3  ( x ) , 0 ) ,    (     y 2 +   z 2 2 )  ( 1 −     f 3 ′  ( x ) ) + 1 ,  (     y 2 +   z 2 2 )  ( 1 −     f 3 ′  ( x ) ) +     f 3 ′  ( x ) , y  ( 1 −     f 3 ′  ( x ) ) , z  ( 1 −     f 3 ′  ( x ) ) 〉


  =  ( − y x + y   f 3  ( x ) )  ( 1 −     f 3 ′  ( x ) ) + y  ( 1 −     f 3 ′  ( x ) )  ( x −   f 3  ( x ) )


  =  ( − y x + y   f 3  ( x ) )  ( 1 −     f 3 ′  ( x ) ) + y  ( 1 −     f 3 ′  ( x ) )  ( x −   f 3  ( x ) )


  = 0 ,


    g 22 =  〈   𝛿  y ,   𝛿  y 〉


  =  〈  ( y x − y   f 3  ( x ) , y x − y   f 3  ( x ) , x −   f 3  ( x ) , 0 ) ,  ( y x − y   f 3  ( x ) , y x − y   f 3  ( x ) , x −   f 3  ( x ) , 0 ) 〉


  =  〈  ( y x − y   f 3  ( x ) , y x − y   f 3  ( x ) , x −   f 3  ( x ) , 0 ) ,  ( y x − y   f 3  ( x ) , y x − y   f 3  ( x ) , x −   f 3  ( x ) , 0 ) 〉


                  = −   x 2   y 2 + 2 x   y 2   f 3  ( x ) −   y 2     f 3 2  ( x ) +   x 2   y 2 − 2 x   y 2   f 3  ( x )


                  = −   x 2   y 2 + 2 x   y 2   f 3  ( x ) −   y 2     f 3 2  ( x ) +   x 2   y 2 − 2 x   y 2   f 3  ( x )


                        +   y 2     f 3 2  ( x ) +   x 2 − 2 x   f 3  ( x ) +     f 3 2  ( x )


                        +   y 2     f 3 2  ( x ) +   x 2 − 2 x   f 3  ( x ) +     f 3 2  ( x )


    =  ( x −   f 3  ( x ) ) 2


    g 23 =  〈   𝛿  y ,   𝛿  z 〉


  =  〈  ( y x − y   f 3  ( x ) , y x − y   f 3  ( x ) , x −   f 3  ( x ) , 0 ) ,  ( z x − z   f 3  ( x ) , z x − z   f 3  ( x ) , 0 , x −   f 3  ( x ) ) 〉


  =  〈  ( y x − y   f 3  ( x ) , y x − y   f 3  ( x ) , x −   f 3  ( x ) , 0 ) ,  ( z x − z   f 3  ( x ) , z x − z   f 3  ( x ) , 0 , x −   f 3  ( x ) ) 〉


  =  ( − y x + y   f 3  ( x ) ) z  ( x −   f 3  ( x ) ) + y  ( x −   f 3  ( x ) ) z  ( x −   f 3  ( x ) )


  =  ( − y x + y   f 3  ( x ) ) z  ( x −   f 3  ( x ) ) + y  ( x −   f 3  ( x ) ) z  ( x −   f 3  ( x ) )


  = 0 ,


    g 31 =  〈   𝛿  z ,   𝛿  x 〉


  =  〈     ( z x − z   f 3  ( x ) , z x − z   f 3  ( x ) , 0 , x −   f 3  ( x ) ) ,      (     y 2 +   z 2 2 )  ( 1 −     f 3 ′  ( x ) ) + 1 ,  (     y 2 +   z 2 2 )  ( 1 −     f 3 ′  ( x ) ) +     f 3 ′  ( x ) , y  ( 1 −     f 3 ′  ( x ) ) , z  ( 1 −     f 3 ′  ( x ) ) 〉


  =  〈     ( z x − z   f 3  ( x ) , z x − z   f 3  ( x ) , 0 , x −   f 3  ( x ) ) ,      (     y 2 +   z 2 2 )  ( 1 −     f 3 ′  ( x ) ) + 1 ,  (     y 2 +   z 2 2 )  ( 1 −     f 3 ′  ( x ) ) +     f 3 ′  ( x ) , y  ( 1 −     f 3 ′  ( x ) ) , z  ( 1 −     f 3 ′  ( x ) ) 〉


  =  ( − z x + z   f 3  ( x ) )  ( 1 −     f 3 ′  ( x ) ) +  ( z x − z   f 3  ( x ) )  ( 1 −     f 3 ′  ( x ) )


  =  ( − z x + z   f 3  ( x ) )  ( 1 −     f 3 ′  ( x ) ) +  ( z x − z   f 3  ( x ) )  ( 1 −     f 3 ′  ( x ) )


  = 0 ,


    g 32 =  〈   𝛿  z ,   𝛿  y 〉


  =  〈  ( z x − z   f 3  ( x ) , z x − z   f 3  ( x ) , 0 , x −   f 3  ( x ) ) ,    ( y x − y   f 3  ( x ) , y x − y   f 3  ( x ) , x −   f 3  ( x ) , 0 ) 〉


  =  〈  ( z x − z   f 3  ( x ) , z x − z   f 3  ( x ) , 0 , x −   f 3  ( x ) ) ,    ( y x − y   f 3  ( x ) , y x − y   f 3  ( x ) , x −   f 3  ( x ) , 0 ) 〉


  =  ( − z x + z   f 3  ( x ) )  ( x y − y   f 3  ( x ) ) +  ( z x − z   f 3  ( x ) )  ( x y − y   f 3  ( x ) )


  =  ( − z x + z   f 3  ( x ) )  ( x y − y   f 3  ( x ) ) +  ( z x − z   f 3  ( x ) )  ( x y − y   f 3  ( x ) )


  = 0


    g 33 =  〈   𝛿  z ,   𝛿  z 〉


  =  〈  ( z x − z   f 3  ( x ) , z x − z   f 3  ( x ) , 0 , x −   f 3  ( x ) ) ,    ( z x − z   f 3  ( x ) , z x − z   f 3  ( x ) , 0 , x −   f 3  ( x ) ) 〉


  =  〈  ( z x − z   f 3  ( x ) , z x − z   f 3  ( x ) , 0 , x −   f 3  ( x ) ) ,    ( z x − z   f 3  ( x ) , z x − z   f 3  ( x ) , 0 , x −   f 3  ( x ) ) 〉


  =   −  ( z x − z   f 3  ( x ) ) 2 +    ( z x − z   f 3  ( x ) ) 2 +    ( x −   f 3  ( x ) ) 2


  =   −  ( z x − z   f 3  ( x ) ) 2 +    ( z x − z   f 3  ( x ) ) 2 +    ( x −   f 3  ( x ) ) 2


  =    ( x −   f 3  ( x ) ) 2


   [   g  i j ]


   [          f 3 ′ 2 − 1  0  0   0     ( x −   f 3 ) 2  0   0  0     ( x −   f 3 ) 2 ]


                          𝛿  x x =     𝜕 2 𝛿  𝜕   x 2 =  ( −  (     y 2 +   z 2 2 )     f 3  ′ ′ ,     f 3  ′ ′ −     y 2 +   z 2 2     f 3  ′ ′ , −     f 3  ′ ′ y , −     f 3  ′ ′ z )


    𝛿  x y =     𝜕 2 𝛿  𝜕 x 𝜕 y =  ( y − y     f 3 ′ , y − y     f 3 ′ , 1 −     f 3 ′ , 0 )


    𝛿  x z =     𝜕 2 𝛿  𝜕 x 𝜕 z =  ( z − z     f 3 ′ , z − z     f 3 ′ , 0 , 1 −     f 3 ′ )


    𝛿  y x =     𝜕 2 𝛿  𝜕 y 𝜕 x =  ( y − y     f 3 ′ , y − y     f 3 ′ , 1 −     f 3 ′ , 0 )


    𝛿  y y =     𝜕 2 𝛿  𝜕   y 2 =  ( x −   f 3 , x −   f 3 , 0 , 0 )


    𝛿  y z =     𝜕 2 𝛿  𝜕 y 𝜕 z =  ( 0 , 0 , 0 , 0 )


    𝛿  z x =     𝜕 2 𝛿  𝜕 z 𝜕 x =  ( z − z     f 3 ′ , z − z     f 3 ′ , 0 , 1 −     f 3 ′ )


    𝛿  z y =     𝜕 2 𝛿  𝜕 z 𝜕 y =  ( 0 , 0 , 0 , 0 )


    𝛿  z z =     𝜕 2 𝛿  𝜕   z 2 =  ( x −   f 3 , x −   f 3 , 0 , 0 )


   h 11 =   <   𝛿  x x ,   N  𝛿 >  


  =  〈     ( −  (     y 2 +   z 2 2 )     f 3  ′ ′ ,     f 3  ′ ′ −     y 2 +   z 2 2     f 3  ′ ′ , −     f 3  ′ ′ y , −     f 3  ′ ′ z ) ,    (     y 2 +   z 2 −     f 3 ′  (   y 2 +   z 2 + 2 ) ,   y 2 +   z 2 −     f 3 ′  (   y 2 +   z 2 ) − 2 , 2 y  ( 1 −     f 3 ′ ) , 2 z  ( 1 −     f 3 ′ )  2  1 −     f 3   ′ 2 ) 〉


  =  〈     ( −  (     y 2 +   z 2 2 )     f 3  ′ ′ ,     f 3  ′ ′ −     y 2 +   z 2 2     f 3  ′ ′ , −     f 3  ′ ′ y , −     f 3  ′ ′ z ) ,    (     y 2 +   z 2 −     f 3 ′  (   y 2 +   z 2 + 2 ) ,   y 2 +   z 2 −     f 3 ′  (   y 2 +   z 2 ) − 2 , 2 y  ( 1 −     f 3 ′ ) , 2 z  ( 1 −     f 3 ′ )  2  1 −     f 3   ′ 2 ) 〉


  = −       f 3  ′ ′       1 −   f 3 ′ 2  


   h 12 =   <   𝛿  x y ,   N  𝛿 >  


  =  〈  ( y − y     f 3 ′ , y − y     f 3 ′ , 1 −     f 3 ′ , 0 )   ,  (     y 2 +   z 2 −     f 3 ′  (   y 2 +   z 2 + 2 ) ,   y 2 +   z 2 −     f 3 ′  (   y 2 +   z 2 ) − 2 , 2 y  ( 1 −     f 3 ′ ) , 2 z  ( 1 −     f 3 ′ )  2  1 −     f 3   ′ 2 ) 〉


  =  〈  ( y − y     f 3 ′ , y − y     f 3 ′ , 1 −     f 3 ′ , 0 )   ,  (     y 2 +   z 2 −     f 3 ′  (   y 2 +   z 2 + 2 ) ,   y 2 +   z 2 −     f 3 ′  (   y 2 +   z 2 ) − 2 , 2 y  ( 1 −     f 3 ′ ) , 2 z  ( 1 −     f 3 ′ )  2  1 −     f 3   ′ 2 ) 〉


  =   2     f 3 ′ y  ( 1 −     f 3 ′ ) − 2 y  ( 1 −     f 3 ′ ) + 2 y    ( 1 −     f 3 ′ ) 2  2      1 −   f 3 ′ 2  


  =   2     f 3 ′ y  ( 1 −     f 3 ′ ) − 2 y  ( 1 −     f 3 ′ ) + 2 y    ( 1 −     f 3 ′ ) 2  2      1 −   f 3 ′ 2  


  =   − 2 y    ( 1 −     f 3 ′ ) 2 + 2 y    ( 1 −     f 3 ′ ) 2  2      1 −   f 3 ′ 2  


  =   − 2 y    ( 1 −     f 3 ′ ) 2 + 2 y    ( 1 −     f 3 ′ ) 2  2      1 −   f 3 ′ 2  


  = 0


   h 13 =   <   𝛿  x z ,   N  𝛿 >


  =  〈  ( z − z     f 3 ′ , z − z     f 3 ′ , 0 , 1 −     f 3 ′ )   ,  (     y 2 +   z 2 −     f 3 ′  (   y 2 +   z 2 + 2 ) ,   y 2 +   z 2 −     f 3 ′  (   y 2 +   z 2 ) − 2 , 2 y  ( 1 −     f 3 ′ ) , 2 z  ( 1 −     f 3 ′ )  2  1 −     f 3   ′ 2 ) 〉


  =  〈  ( z − z     f 3 ′ , z − z     f 3 ′ , 0 , 1 −     f 3 ′ )   ,  (     y 2 +   z 2 −     f 3 ′  (   y 2 +   z 2 + 2 ) ,   y 2 +   z 2 −     f 3 ′  (   y 2 +   z 2 ) − 2 , 2 y  ( 1 −     f 3 ′ ) , 2 z  ( 1 −     f 3 ′ )  2  1 −     f 3   ′ 2 ) 〉


  =   2 z  ( 1 −     f 3 ′ )     f 3 ′ − 2 z  ( 1 −     f 3 ′ ) + 2 z    ( 1 −     f 3 ′ ) 2  2      1 −   f 3 ′ 2  


  =   2 z  ( 1 −     f 3 ′ )     f 3 ′ − 2 z  ( 1 −     f 3 ′ ) + 2 z    ( 1 −     f 3 ′ ) 2  2      1 −   f 3 ′ 2  


  =   − 2 z    ( 1 −     f 3 ′ ) 2 + 2 z    ( 1 −     f 3 ′ ) 2  2      1 −   f 3 ′ 2  


  =   − 2 z    ( 1 −     f 3 ′ ) 2 + 2 z    ( 1 −     f 3 ′ ) 2  2      1 −   f 3 ′ 2  


  = 0


   h 21 =   <   𝛿  y x ,   N  𝛿 >  


  =  〈  ( y − y     f 3 ′ , y − y     f 3 ′ , 1 −     f 3 ′ , 0 )   ,  (     y 2 +   z 2 −     f 3 ′  (   y 2 +   z 2 + 2 ) ,   y 2 +   z 2 −     f 3 ′  (   y 2 +   z 2 ) − 2 , 2 y  ( 1 −     f 3 ′ ) , 2 z  ( 1 −     f 3 ′ )  2  1 −     f 3   ′ 2 ) 〉


  =  〈  ( y − y     f 3 ′ , y − y     f 3 ′ , 1 −     f 3 ′ , 0 )   ,  (     y 2 +   z 2 −     f 3 ′  (   y 2 +   z 2 + 2 ) ,   y 2 +   z 2 −     f 3 ′  (   y 2 +   z 2 ) − 2 , 2 y  ( 1 −     f 3 ′ ) , 2 z  ( 1 −     f 3 ′ )  2  1 −     f 3   ′ 2 ) 〉


  =   2 y  ( 1 −     f 3 ′ )  (     f 3 ′ − 1 ) + 2 y    ( 1 −     f 3 ′ ) 2  2      1 −   f 3 ′ 2  


  =   − 2 y    ( 1 −     f 3 ′ ) 2 + 2 y    ( 1 −     f 3 ′ ) 2  2      1 −   f 3 ′ 2  


  =   − 2 y    ( 1 −     f 3 ′ ) 2 + 2 y    ( 1 −     f 3 ′ ) 2  2      1 −   f 3 ′ 2  


  = 0


   h 22 =   <   𝛿  y y ,   N  𝛿 >


  =  〈  ( x −   f 3 , x −   f 3 , 0 , 0 )   ,  (     y 2 +   z 2 −     f 3 ′  (   y 2 +   z 2 + 2 ) ,   y 2 +   z 2 −     f 3 ′  (   y 2 +   z 2 ) − 2 , 2 y  ( 1 −     f 3 ′ ) , 2 z  ( 1 −     f 3 ′ )  2  1 −     f 3   ′ 2 ) 〉


  =  〈  ( x −   f 3 , x −   f 3 , 0 , 0 )   ,  (     y 2 +   z 2 −     f 3 ′  (   y 2 +   z 2 + 2 ) ,   y 2 +   z 2 −     f 3 ′  (   y 2 +   z 2 ) − 2 , 2 y  ( 1 −     f 3 ′ ) , 2 z  ( 1 −     f 3 ′ )  2  1 −     f 3   ′ 2 ) 〉


  =   2  ( x −   f 3 )  (     f 3 ′ − 1 )  2      1 −   f 3 ′ 2  


  =   2  ( x −   f 3 )  (     f 3 ′ − 1 )  2      1 −   f 3 ′ 2  


  =    ( x −   f 3 )  (     f 3 ′ − 1 )       1 −   f 3 ′ 2   ,


  =    ( x −   f 3 )  (     f 3 ′ − 1 )       1 −   f 3 ′ 2   ,


   h 23 =   <   𝛿  y z ,   N  𝛿 >  


   h 23 =   <   𝛿  y z ,   N  𝛿 >  


  =  〈  ( 0 , 0 , 0 , 0 )   ,  (     y 2 +   z 2 −     f 3 ′  (   y 2 +   z 2 + 2 ) ,   y 2 +   z 2 −     f 3 ′  (   y 2 +   z 2 ) − 2 , 2 y  ( 1 −     f 3 ′ ) , 2 z  ( 1 −     f 3 ′ )  2  1 −     f 3   ′ 2 ) 〉


  =  〈  ( 0 , 0 , 0 , 0 )   ,  (     y 2 +   z 2 −     f 3 ′  (   y 2 +   z 2 + 2 ) ,   y 2 +   z 2 −     f 3 ′  (   y 2 +   z 2 ) − 2 , 2 y  ( 1 −     f 3 ′ ) , 2 z  ( 1 −     f 3 ′ )  2  1 −     f 3   ′ 2 ) 〉


  = 0


   h 31 =   <   𝛿  z x ,   N  𝛿 >


  =  〈  ( z − z     f 3 ′ , z − z     f 3 ′ , 0 , 1 −     f 3 ′ )   ,  (     y 2 +   z 2 −     f 3 ′  (   y 2 +   z 2 + 2 ) ,   y 2 +   z 2 −     f 3 ′  (   y 2 +   z 2 ) − 2 , 2 y  ( 1 −     f 3 ′ ) , 2 z  ( 1 −     f 3 ′ )  2  1 −     f 3   ′ 2 ) 〉


  =  〈  ( z − z     f 3 ′ , z − z     f 3 ′ , 0 , 1 −     f 3 ′ )   ,  (     y 2 +   z 2 −     f 3 ′  (   y 2 +   z 2 + 2 ) ,   y 2 +   z 2 −     f 3 ′  (   y 2 +   z 2 ) − 2 , 2 y  ( 1 −     f 3 ′ ) , 2 z  ( 1 −     f 3 ′ )  2  1 −     f 3   ′ 2 ) 〉


  =   2  ( z −   z   f 3 ′ )  (     f 3 ′ − 1 ) + 2 z    ( 1 −     f 3 ′ ) 2  2      1 −   f 3 ′ 2  


  =   2  ( z −   z   f 3 ′ )  (     f 3 ′ − 1 ) + 2 z    ( 1 −     f 3 ′ ) 2  2      1 −   f 3 ′ 2  


  =   − 2 z    ( 1 −     f 3 ′ ) 2 + 2 z    ( 1 −     f 3 ′ ) 2  2      1 −   f 3 ′ 2  


  =   − 2 z    ( 1 −     f 3 ′ ) 2 + 2 z    ( 1 −     f 3 ′ ) 2  2      1 −   f 3 ′ 2  


  = 0


   h 32 =   <   𝛿  z y ,   N  𝛿 >


  =  〈  ( 0 , 0 , 0 , 0 )   ,  (     y 2 +   z 2 −     f 3 ′  (   y 2 +   z 2 + 2 ) ,   y 2 +   z 2 −     f 3 ′  (   y 2 +   z 2 ) − 2 , 2 y  ( 1 −     f 3 ′ ) , 2 z  ( 1 −     f 3 ′ )  2  1 −     f 3   ′ 2 ) 〉


  =  〈  ( 0 , 0 , 0 , 0 )   ,  (     y 2 +   z 2 −     f 3 ′  (   y 2 +   z 2 + 2 ) ,   y 2 +   z 2 −     f 3 ′  (   y 2 +   z 2 ) − 2 , 2 y  ( 1 −     f 3 ′ ) , 2 z  ( 1 −     f 3 ′ )  2  1 −     f 3   ′ 2 ) 〉


  = 0


  = 0


 


  


  =  〈  ( x −   f 3 , x −   f 3 , 0 , 0 )   ,  (     y 2 +   z 2 −     f 3 ′  (   y 2 +   z 2 + 2 ) ,   y 2 +   z 2 −     f 3 ′  (   y 2 +   z 2 ) − 2 , 2 y  ( 1 −     f 3 ′ ) , 2 z  ( 1 −     f 3 ′ )  2  1 −     f 3   ′ 2 ) 〉


  =  〈  ( x −   f 3 , x −   f 3 , 0 , 0 )   ,  (     y 2 +   z 2 −     f 3 ′  (   y 2 +   z 2 + 2 ) ,   y 2 +   z 2 −     f 3 ′  (   y 2 +   z 2 ) − 2 , 2 y  ( 1 −     f 3 ′ ) , 2 z  ( 1 −     f 3 ′ )  2  1 −     f 3   ′ 2 ) 〉


  =      −  ( x −   f 3 )  (   y 2 +   z 2 ) +  ( x −   f 3 )  (   y 2 +   z 2 )     f 3 ′ + 2  ( x −   f 3 )     f 3 ′ +    ( x −   f 3 )  (   y 2 +   z 2 ) − 2  ( x −   f 3 ) −  ( x −   f 3 )  (   y 2 +   z 2 )     f 3 ′  2      1 −   f 3 ′ 2  


  =      −  ( x −   f 3 )  (   y 2 +   z 2 ) +  ( x −   f 3 )  (   y 2 +   z 2 )     f 3 ′ + 2  ( x −   f 3 )     f 3 ′ +    ( x −   f 3 )  (   y 2 +   z 2 ) − 2  ( x −   f 3 ) −  ( x −   f 3 )  (   y 2 +   z 2 )     f 3 ′  2      1 −   f 3 ′ 2  


  =    ( x −   f 3 )  (     f 3 ′ − 1 )       1 −   f 3 ′ 2  


  =    ( x −   f 3 )  (     f 3 ′ − 1 )       1 −   f 3 ′ 2  


   [  h  i j ] =  1   1 −       f 3 ′ 2  [    −     f 3  ′ ′  0  0   0   ( x −   f 3 )  (     f 3 ′ − 1 )  0   0  0   ( x −   f 3 )  (     f 3 ′ − 1 ) ]                                                                                     ( 5 . 11 )


   [   g  i j ] =  (       f 3 ′ 2 − 1 )    ( x −   f 3 ) 4


   [   g  i j ]


   [   g  i j ] =  1   (       f 3 ′ 2 − 1 )    ( x −   f 3 ) 4  [       ( x −   f 3 ) 4  0  0   0   (       f 3 ′ 2 − 1 )    ( x −   f 3 ) 2  0   0  0   (       f 3 ′ 2 − 1 )    ( x −   f 3 ) 2 ]


              =  [     1        f 3 ′ 2 − 1  0  0   0   1     ( x −   f 3 ) 2  0   0  0   1     ( x −   f 3 ) 2 ]


  d e t  [  h  i j ] = −      ( x −   f 3 ) 2  1 −       f 3 ′ 2     f 3  ′ ′     (   1 +   f 3 ′ ) 2


   [  h  i j ] = −      (   1 +   f 3 ′ ) 2     ( x −   f 3 ) 2  1 −       f 3 ′ 2     f 3  ′ ′    [         ( x −   f 3 ) 2    (     f 3 ′ − 1 ) 2  1 −       f 3 ′ 2  0  0   0    −  ( x −   f 3 )  (     f 3 ′ − 1 )     f 3  ′ ′  1 −       f 3 ′ 2  0   0  0    −  ( x −   f 3 )  (     f 3 ′ − 1 )     f 3  ′ ′  1 −       f 3 ′ 2 ]


  =  [      −    (   1 +   f 3 ′ ) 2    ( x −   f 3 ) 2    (     f 3 ′ − 1 ) 2     ( x −   f 3 ) 2  1 −       f 3 ′ 2     f 3  ′ ′ ( 1 −       f 3 ′ 2 )  0  0   0       (   1 +   f 3 ′ ) 2  ( x −   f 3 )  (     f 3 ′ − 1 )     f 3  ′ ′     ( x −   f 3 ) 2  1 −       f 3 ′ 2     f 3  ′ ′ ( 1 −       f 3 ′ 2 )  0   0  0       (   1 +   f 3 ′ ) 2  ( x −   f 3 )  (     f 3 ′ − 1 )     f 3  ′ ′     ( x −   f 3 ) 2  1 −       f 3 ′ 2     f 3  ′ ′ ( 1 −       f 3 ′ 2 ) ]


                                                                                                                                     


   [  h  i j ] =  [      −  1 −       f 3 ′ 2      f 3  ′ ′  0  0   0    −  (   1 +   f 3 ′ )   ( x −   f 3 )  1 −       f 3 ′ 2  0   0  0    −  (   1 +   f 3 ′ )   ( x −   f 3 )  1 −       f 3 ′ 2 ]                                                                                              


  S =    [     1        f 3 ′ 2 − 1  0  0   0   1     ( x −   f 3 ) 2  0   0  0   1     ( x −   f 3 ) 2 ]    [    −       f 3  ′ ′   1 −       f 3 ′ 2  0  0   0     ( x −   f 3 )  (     f 3 ′ − 1 )   1 −       f 3 ′ 2  0   0  0     ( x −   f 3 )  (     f 3 ′ − 1 )   1 −       f 3 ′ 2 ]


    =  [    −       f 3  ′ ′      (   f 3 ′ 2 − 1 )  1 −       f 3 ′ 2  0  0   0     ( x −   f 3 )  (     f 3 ′ − 1 )     ( x −   f 3 ) 2  1 −       f 3 ′ 2  0   0  0     ( x −   f 3 )  (     f 3 ′ − 1 )     ( x −   f 3 ) 2  1 −       f 3 ′ 2 ]


    =  [    −       f 3  ′ ′      (   f 3 ′ 2 − 1 )  1 −       f 3 ′ 2  0  0   0     ( x −   f 3 )  (     f 3 ′ − 1 )     ( x −   f 3 ) 2  1 −       f 3 ′ 2  0   0  0     ( x −   f 3 )  (     f 3 ′ − 1 )     ( x −   f 3 ) 2  1 −       f 3 ′ 2 ]


  =  1   1 −       f 3 ′ 2    [    −       f 3  ′ ′      (   f 3 ′ 2 − 1 )  0  0   0     ( x −   f 3 )  (     f 3 ′ − 1 )     ( x −   f 3 ) 2  0   0  0     ( x −   f 3 )  (     f 3 ′ − 1 )     ( x −   f 3 ) 2 ]


                                                     


  det ( S ) =  |    −       f 3  ′ ′      (   f 3 ′ 2 − 1 )  1 −       f 3 ′ 2  0  0   0     (     f 3 ′ − 1 )   ( x −   f 3 )  1 −       f 3 ′ 2  0   0  0     (     f 3 ′ − 1 )   ( x −   f 3 )  1 −       f 3 ′ 2 |


  = −       f 3  ′ ′      (   f 3 ′ 2 − 1 )  1 −       f 3 ′ 2      (     f 3 ′ − 1 )   ( x −   f 3 )  1 −       f 3 ′ 2    (     f 3 ′ − 1 )   ( x −   f 3 )  1 −       f 3 ′ 2


  K =       f 3  ′ ′     ( x −   f 3 ) 2    (   1 +   f 3 ′ ) 2  1 −       f 3 ′ 2


   |     f 3 ′ ( x ) | < 1   v e     f 3 ( x ) ≠ x   ∀ x ∈ I


  𝜃  ( x ) =  ( x ,   f 3 ( x ) ,   0 , 0 )


   ( 1 ,   1 ,   0 ,   0 )  


  K =       f 3  ′ ′     ( x −   f 3 ) 2    (   1 +   f 3 ′ ) 2  1 −       f 3 ′ 2


  i z  ( S ) = −       f 3  ′ ′      (   f 3 ′ 2 − 1 )  1 −       f 3 ′ 2 +   2  ( x −   f 3 )  (     f 3 ′ − 1 )     ( x −   f 3 ) 2  1 −       f 3 ′ 2


                    =   2  ( 1 −       f 3 ′ 2 )  (     f 3 ′ − 1 ) +  ( x −   f 3 )     f 3  ′ ′     ( x −   f 3 ) ( 1 −       f 3 ′ 2 )   3 2                                                                                                                                                                    


                    =   2  ( 1 −       f 3 ′ 2 )  (     f 3 ′ − 1 ) +  ( x −   f 3 )     f 3  ′ ′     ( x −   f 3 ) ( 1 −       f 3 ′ 2 )   3 2                                                                                                                                                                    


   |     f 3 ′ ( x ) | < 1   v e     f 3 ( x ) ≠ x   ∀ x ∈ I


  𝜃  ( x ) =  ( x ,   f 3 ( x ) ,   0 , 0 )


   ( 1 ,   1 ,   0 ,   0 )  


  H =   2  ( 1 −       f 3 ′ 2 )  (     f 3 ′ − 1 ) +  ( x −   f 3 )     f 3  ′ ′  3    ( x −   f 3 ) ( 1 −       f 3 ′ 2 )   3 2  


    f 3  ( x )


  K =       f 3  ′ ′     ( x −   f 3 ) 2    (   1 +   f 3 ′ ) 2  1 −       f 3 ′ 2


  w = x −   f 3                  


    d w  d x = 1 −     f 3 ′                                                                                                                                                                                                  


   |     f 3 ′  ( x ) | < 1


    d w  d x > 0


    f 3  ( x ) ≠ x


  w ≠ 0


  u =    1 −     f 3 ′  1 +     f 3 ′                  


      f 3 ′ =   1 −   u 2  1 +   u 2 ,     1 −     f 3 ′ =   2   u 2  1 +   u 2 ,     1 +     f 3 ′ =  2  1 +   u 2                                                                                                                    


    d  d x =   d w  d x   d  d w =  ( 1 −     f 3 ′ )   d  d w                                                                                                                                                                            


    d  d x =   2   u 2  1 +   u 2     d  d w


  u


  w


  1 −     f 3  ′ 2 =  ( 1 −     f 3 ′ )  ( 1 +     f 3 ′ ) =   2   u 2  1 +   u 2  2  1 +   u 2 =   4   u 2     ( 1 +   u 2 ) 2


   1 −     f 3  ′ 2 =   2 u  1 +   u 2 ,                                                                                                                                                                                                                


     ( 1 −     f 3  ′ 2 )   3 2 =   8   u 3     ( 1 +   u 2 ) 3 ,


     ( 1 +     f 3 ′ ) 2  1 −     f 3  ′ 2 =  4     ( 1 +   u 2 ) 2   2 u  1 +   u 2 =   8 u     ( 1 +   u 2 ) 3


     ( 1 +     f 3 ′ ) 2  1 −     f 3  ′ 2 =  4     ( 1 +   u 2 ) 2   2 u  1 +   u 2 =   8 u     ( 1 +   u 2 ) 3


      f 3  ′ ′ =   d     f 3 ′  d x =   2   u 2  1 +   u 2   d  d w  (   1 −   u 2  1 +   u 2 ) =   2   u 2  1 +   u 2   d u  d w   d  d u  (   1 −   u 2  1 +   u 2 ) =   2   u 2  1 +   u 2  (   − 4 u     ( 1 +   u 2 ) 2 )   d u  d w


      f 3  ′ ′ = −   8   u 3     ( 1 +   u 2 ) 3     d u  d w                                                                                                                                                      


  K =       f 3  ′ ′    w 2    ( 1 +     f 3 ′ ) 2  1 −     f 3  ′ 2 =   −   8   u 3     ( 1 +   u 2 ) 3   d u  d w    w 2   8 u     ( 1 +   u 2 ) 3


  K = −     u 2    w 2     d u  d w                    


  − 3   w 2 K = 3   u 2   d u  d w =   d  (   u 3 )  d w                                                                                                                                                                                                  


    u 3 =   c 1 − 3   ∫    w 0  w    s 2 K  ( s )   d s  


    c 1


    w 0


  u > 0


  u =    (   c 1 − 3   ∫    w 0  w    s 2 K  ( s )   d s )   1 3                                                                                                                                                                                                                  


    d   f 3  d w =   d   f 3  d x   d x  d w =       f 3 ′  1 −     f 3 ′ =     1 −   u 2  1 +   u 2    2   u 2  1 +   u 2 =   1 −   u 2  2   u 2                                                                                                                                                                  


    f 3 =  1 2 ∫  (  1    u 2 − 1 ) d w +   c 2                                                                                                                      


    c 2


   |     f 3 ′  ( x ) | < 1


    f 3  ( x ) ≠ x


  𝜃  ( x ) =  ( x ,   f 3  ( x ) , 0 , 0 )


  K


  𝛿  ( w , y , z ) =  (  (     y 2 +   z 2 2 + 1 ) w +   f 3 ,       y 2 +   z 2 2 w +   f 3 ,   w y ,   w z )                                      


    f 3 =  1 2  ∫   (    (   c 1 − 3   ∫    w 0  w    s 2 K  ( s )   d s )  −  2 3 − 1 ) d w +   c 2


  w = x −   f 3


    c 1 − 3   ∫    w 0  w    s 2 K  ( s )   d s > 0


    c 1


    c 2


  K = 0


    𝔼 1 4


  𝛿  ( w , y , z ) =  (  (     y 2 +   z 2 2 +       c 1    − 2 3 + 1 2 ) w +   c 3 , (       y 2 +   z 2 2 +       c 1    − 2 3 − 1 2 ) w +   c 3 ,   w y ,   w z )


  w =   2 ( x −   c 3 )  1 +     c 1    − 2 3


    𝔼 1 4


  K = 0


    f 3 = (       c 1    − 2 3 − 1 2 ) w +   c 3


    f 3


  H =   2  ( 1 −       f 3 ′ 2 )  (     f 3 ′ − 1 ) +  ( x −   f 3 )     f 3  ′ ′  3    ( x −   f 3 ) ( 1 −       f 3 ′ 2 )   3 2


  H =   2  ( 1 −       f 3 ′ 2 )  (     f 3 ′ − 1 ) +  ( x −   f 3 )     f 3  ′ ′  3    ( x −   f 3 ) ( 1 −       f 3 ′ 2 )   3 2


            =   2   4   u 2     ( 1 +   u 2 ) 2   − d w  d x + w  ( −   8   u 3     ( 1 +   u 2 ) 3     d u  d w )  3 w   8   u 3     ( 1 +   u 2 ) 3


              =   −   8   u 2     ( 1 +   u 2 ) 2   2   u 2  1 +   u 2 + w  ( −   8   u 3     ( 1 +   u 2 ) 3     d u  d w )  3 w   8   u 3     ( 1 +   u 2 ) 3


              =   −   8   u 2     ( 1 +   u 2 ) 2   2   u 2  1 +   u 2 + w  ( −   8   u 3     ( 1 +   u 2 ) 3     d u  d w )  3 w   8   u 3     ( 1 +   u 2 ) 3


              =   −   16   u 4     ( 1 +   u 2 ) 3 + w  ( −   8   u 3     ( 1 +   u 2 ) 3     d u  d w )  3 w   8   u 3     ( 1 +   u 2 ) 3


    d u  d w +   2 u  w = − 3 H                                  


    w 2


    w 2   d u  d w + 2 w u = − 3   w 2 H


    d  (   w 2 u )  d w = − 3   w 2 H                                                                                                                                                          


    w 2 u =   c 4 − 3   ∫    w 0  w    s 2 H  ( s )   d s


    c 4


    w 2


  u =     c 4 − 3   ∫    w 0  w    s 2 H  ( s )   d s    w 2                                                                                                                                                                                            


  u > 0


    w 2


  u


    f 3 =  1 2  ∫   (  1     (     c 4 − 3   ∫    w 0  w    s 2 H  ( s )   d s    w 2 ) 2 − 1 ) d w +   c 2


   |     f 3 ′  ( x ) | < 1


    f 3  ( x ) ≠ x


  𝜃  ( x ) =  ( x ,   f 3  ( x ) , 0 , 0 )


  H


  𝛿  ( w , y , z ) =  (  (     y 2 +   z 2 2 + 1 ) w +   f 3 ,       y 2 +   z 2 2 w +   f 3 ,   w y ,   w z )


    f 3 =  1 2 ∫  (     w 4     (   c 4 − 3   ∫    w 0  w    s 2 H  ( s )   d s ) 2 − 1 ) d w +   c 2


  w = x −   f 3


    c 4


  H = 0


    𝔼 1 4


  𝛿  ( w , y , z ) =  (  (     y 2 +   z 2 + 1 2 ) w +     w 5  10     c 4 2 +   c 2 ,  (     y 2 +   z 2 − 1 2 ) w +     w 5  10     c 4 2 +   c 2 ,   w y ,   w z )


    𝔼 1 4


    H = 0


    f 3 =     w 5  10     c 4 2 −  w 2 +   c 2


    f 3


    𝔼 1 4


  𝛼  ( x ) =  ( x , 0 , 0 ,   f 1  ( x ) )


   ( 0 , 0 , 0 , 1 )


  K =       f 1  ′ ′     f 1  ′ 2    x 2    ( 1 −     f 1  ′ 2 )   5 2 ,     H =   x     f 1  ′ ′ + 2     f 1 ′  ( 1 −     f 1  ′ 2 )  3 x    ( 1 −     f 1  ′ 2 )   3 2


  𝛽  ( x ) =  (   f 2  ( x ) , 0 , 0 , x )


   ( 1 , 0 , 0 , 0 )


  K =       f 2  ′ ′     f 2  ′ 2    x 2    (     f 2  ′ 2 − 1 )   5 2 ,     H =   x     f 2  ′ ′ + 2     f 2 ′  ( 1 −     f 2  ′ 2 )  3 x    (     f 2  ′ 2 − 1 )   3 2


  𝜃  ( x ) =  ( x ,   f 3  ( x ) , 0 , 0 )


   ( 1 , 1 , 0 , 0 )


  K =       f 3  ′ ′     ( x −   f 3 ) 2    ( 1 +     f 3 ′ ) 2  1 −     f 3  ′ 2 ,     H =   2  ( 1 −     f 3  ′ 2 )  (     f 3 ′ − 1 ) +  ( x −   f 3 )     f 3  ′ ′  3  ( x −   f 3 )    ( 1 −     f 3  ′ 2 )   3 2


  w = x −   f 3  ( x )


  u =   ( 1 −     f 3 ′ ) /  ( 1 +     f 3 ′ )


   ( 0 , 0 , 0 , 1 )


   ( 1 , 0 , 0 , 0 )


   ( 1 , 1 , 0 , 0 )


   ( x , 0 , 0 ,   f 1 )


   (   f 2 , 0 , 0 , x )


   ( x ,   f 3 , 0 , 0 )


   |     f 1 ′ | < 1


   |     f 2 ′ | > 1


   |     f 3 ′ | < 1 ,     f 3 ≠ x


  S O  ( 1 , 2 )


  S O  ( 3 )


    g 11


      f 1  ′ 2 − 1


  1 −     f 2  ′ 2


      f 3  ′ 2 − 1


    g 22


    x 2


    x 2


     ( x −   f 3 ) 2


    g 33


    x 2  cosh 2 y


    x 2  cos 2 y


     ( x −   f 3 ) 2


  𝜀 =  ⟨ N , N ⟩


  1


  1


  1


    𝔼 1  n


    𝔼 2 4

