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FiBONACCI VE LUCAS POLINOMLARININ k- KATLI
INTEGRALLERI UZERINE

OZET

Dort bolimden olusan bu tezin birinci boliimiinde lineer tekrarlama bagintisi, Fibonacci
ve Lucas dizileri ile ilgili tanimlamalar yapilmistir. Bununla birlikte, Fibonacci ve Lucas
sayilarma iliskin boliinebilme kurallar1 ve bazi 6zdeslikler verilmistir. Daha sonra
Fibonacci ve Lucas polinomlarinin Binet formiilleri verilmistir. Ikinci boliimde Fibonacci
ve Lucas polinomlarmin 1. ve 2. mertebeden tiirevleri ile bazi teoremler verilmistir.
Ayrica bu polinomlarin k. mertebeden tiirevleri hakkinda bazi 6zdeslikler verilmistir.
Uciincii boliimde, Fibonacci ve Lucas polinomlarmin tek katli integralleri, 2 kath
integralleri ve bu polinomlara ait baz1 6zdeslikler ve teoremlerin ispatlarinda kullanilacak
olan bazi yardimc1 sonuglar ifade edilmistir. Tezin doérdiincii boliimiinde ise Fibonacci ve
Lucas polinomlarina iligkin k katli integraller tanimlanmis ve buna iliskin genel bir sonug
verilmistir.

Anahtar Kelimeler: Lineer tekrarlama bagintisi, Fibonacci ve Lucas dizileri, Fibonacci
ve Lucas polinomlarinin tiirevleri, Fibonacci ve Lucas polinomlarinin integralleri.



ON k-MULTIPLE INTEGRALS OF FIBONACCI AND LUCAS
POLYNOMIALS

ABSTRACT

In the first part of this thesis, which consists of four parts, definitions are made about
linear recurrence relation, Fibonacci and Lucas sequence. In addition, divisibility rules
and some identities regarding Fibonacci and Lucas numbers are given. Then, Binet
formulas of Fibonacci and Lucas polynomials are given. In the second chapter, 1st and
2nd order derivatives of Fibonacci and Lucas polynomials and some theorems are given.
Also k of these polynomials. Some identities are given about order derivatives. In the
third chapter, single-fold integrals and double-fold integrals of Fibonacci and Lucas
polynomials, some identities of these polynomials, and some auxiliary results that will be
used in the proof of theorems are stated. In the fourth chapter of the thesis, k multiple
integrals are defined and a general result is given.

Keywords: Linear recurrence relation, Fibonacci and Lucas sequences, derivatives of
Fibonacci and Lucas polynomials, integrals of Fibonacci and Lucas polynomials.



1. GIRIS

Ronesans oncesi Avrupasi’nin en Onde gelen matematikgilerinden biri Leonardo
Fibonacci olarak bilinmektedir. Fibonacci’nin hayati ile ilgili matematik yazilari
haricinde pek az sey bilinmektedir. Bilinen ilk ve en iyi kitab1 olan Liber Abaci’nin
yazildigt 1202 tarihine bakildiginda, 1170 yili civarinda dogmus olabilecegi
sanilmaktadir. Pek kanit olmamasma karsin Italya’nin Pisa kentinde dogmus olma
olasiligr vardir. Pisa’li bir tiiccar olan babasi Guglielmo, Fibonacci heniiz ¢ocuk
yastayken Pisali tiiccarlarin yasadigi Bugia adli Kuzey Afrika limanina Konsiil olarak
atanmigtir. Burada babasi Fibonacci’nin hesap 6grenmesi i¢in bir Arap hocadan ders
almasini saglamistir. Fibonacci sonrasinda Liber Abaci adli kitabinda hocasindan "Dokuz
Hint Rakaminin Sanatim1" 6grenirken duydugu mutlulugu anlatmistir. Liber Abaci’de
Fibonacci bu rakamlar1 su sekilde anlatmistir: Dokuz Hint Rakam1 9, 8, 7, 6, 5, 4, 3, 2 ve
1°dir. Bu dokuz rakama "0" isaretinin de eklenmesi ile birlikte, herhangi bir say1
yazilabildigi goriilmiistiir. 13.yy. Avrupa’sinda biiyiik ilgi géren Liber Abaci, ¢cok sayida
kopya edilmis ve Arap sayilari kilisenin yasaklarina karsmn Italyan tiiccarlar arasinda
yayilmistir. Liber Abaci adli kitap bilime diiskiin ve bilim adamlarin1 koruyan bir
imparator olan Kutsal Roma Imparatoru II. Frederick’in dikkatini ¢ekmistir. Bu sebeple
kendisine Stupor Mudi (Diinya Harikas1) denilmektedir. Liber Abaci kitabinda bahsettigi
1,1, 2, 3,5, 8, 13, ... say1 dizisi bir ¢cok matematik¢inin ilgisini ¢ekmistir. Bu dizinin
elemanlar1 kendinden onceki iki saymnin toplami seklindedir. Bu say1 dizisine Fibonacci

dizisi denir. n. Fibonacci sayisi ise F, ile gosterilir[1],[2],[3].

Baslangic kosullan farkli segildiginde olusan bir diger dizi ise 2,1, 3,4, 7, 11, 18, ...
seklinde tanimlanan Lucas dizisidir. n. Lucas sayisi ise L,, ile gosterilir. Lucas sayilarina
adim1 veren Frangois Edouard Anatole Lucas 1842’de Fransa’min Amiens kentinde
dogmustur. Lucas Ecole Normale Superieure de egitimini tamamlamis ve Paris
Rasathanesinde asistan olarak calismistir. Rusya ile Fransa arasindaki Prusya savaginda
topcu subay olarak goérev almistir. Paris Charlemagne lisesinde 6gretmenlik yapmis ve
sonrasinda Paris’te matematik profesorii olmustur. Lucas’in bir bilgisayar i¢in planlar

gelistirdigi fakat gergeklestiremedigi bilinmektedir. Bunun yaninda Lucas, sayilar



teorisine katkilart ve oyun matematigi lizerine Recreations Mathematiques (1882-94)
isimli dort ciltlik klasigi ile taninmaktadir. Giiniimiizde Hanoi Kuleleri adiyla bilinen
Brahma Kulesi oyununu 1883 yilinda icat etmistir. Lucas bir sélende yanagindan

yaralanip enfeksiyon kaparak 3 Ekim 1891°de talihsiz bir kaza sonucu oOlmiistiir

[11,[41,[5].[6].

Bu c¢alismada Fibonacci ve Lucas polinomlarinin tiirevleri ve integrallerinden
bahsedilecegi i¢in ilk dnce Fibonacci ve Lucas dizilerinin tanimlarimi verelim. Bu iki dizi
baslangi¢ kosullarn Fp, =0 ve F; =1 olmak ilizere n>2 i¢cin F, =F,_1 +F,_,
tekrarlama bagmntisin1 saglayan (F,) dizisine Fibonacci dizisi denir. F, sayist da n.
Fibonacci sayisint gosterir. Ly = 2 ve L; = 1 olmak tizere n > 2 ig¢in L, = L,_1 + L, _»
tekrarlama bagintisin1 saglayan (L,) dizisine Lucas dizisi denir. L, sayis1 da n. Lucas
sayisini gosterir [7]. Bu dizilerle ilgili bircok 6zdeslik vardir. Bu 6zdeslikleri elde etmek

icin farkli yollar izlenmistir.

Ote yandan, ag, a,, a,, as, ..., a, € R, x degisken ve n € N olmak iizere P(x) = a,x™ +
Ap_1x™ 1+ -+ a;x+a, seklindeki ifadelere polinom denir. Koshy [1] nolu
calismasinda Fibonacci ve Lucas polinomlarinin tanimlarmi su sekilde vermistir:
Baslangic kosullart Uy =0 ve U; =1 olmak iizere n = 2 i¢in U, = xU,,_1 + U,_,
tekrarlama bagintisin1 saglayan U, (x) polinomuna Fibonacci polinomu, ayni tekrarlama
bagintisini saglayan ve baslangi¢ kosullar1 Vy = 2, V; = x olan V,,(x) polinomuna Lucas

polinomu denir.

Filipponi ve Horadam [7] nolu ¢aligmasinda Fibonacci ve Lucas polinomlarinin 1.
mertebeden tiirevlerini ele almistir. U,,(x) Fibonacci polinomunun 1. tiirevi olan U, (x)
ile V,(x) Lucas polinomunun 1. tiirevi olan V,'(x) tiirevlerinin denklemlerini elde
etmiglerdir. Daha sonra bu polinomlarin 1. mertebeden tiirevlerine ait teoremler ifade

edilmistir.

Filipponi ve Horadam [9] nolu ¢alismasinda Fibonacci ve Lucas polinomlarinin 2.
mertebeden tiirevlerini ele almistir. U,,(x) Fibonacci polinomunun 2. tiirevi olan U,,"'(x)

ile V,(x) Lucas polinomunun 2. tiirevi olan V,"'(x) tiirevlerini 1. mertebeden denklemleri



kullanilarak elde etmislerdir. Daha sonra bu polinomlarla ilgili verilen 6zdeslikleri ve

denklemleri farkli bir sekilde elde etmislerdir.

[9] nolu c¢alismada Fibonacci ve Lucas polinomlarinin k. mertebeden tiirevleri ele
alinmistir. U, (x) Fibonacci polinomunun k. tirevi olan U,(lk) ile V,(x) Lucas

polinomunun k. tiirevi olan Vn(k) tirevleri elde edilmistir. Bu polinomlarin k. mertebeden
tiirevlerine ait teoremler ifade edilmis ve ispatlanmistir. Bu ¢alismada ise bu polinomlarin
ikinci tiirevi igin Cassini formiilii elde edilmistir.

Horadam [13] nolu ¢alismasinda Fibonacci ve Lucas polinomlarinin tek kath
integrallerini ele almistir. Bu ¢alismada ise bu polinomlarin iki katl ve k katli integralleri
iizerinde durulmus ve bunlara iliskin genel formiiller elde edilmistir.

1.1. Lineer Tekrarlama Bagintis1

Tamm 1.1. a4, a, € C sabit katsayilar olmak iizere, Vn = 0 icin

Un+z2 = a1Uny1 + axUy (1.1)

tekrarlama bagintisin1 saglayan (Up)nso € C dizisine 2. mertebeden lineer tekrarlama

bagintist ad1 verilir [7].

(1.1)’de, a, # 0 olmak tiizere, eger a;,a, € Z ve Uy, U, €Z ise 0 zaman n {izerine

tiimevarim uygulandiginda U,,,, nin bir tam say1 oldugu goriilebilir.

Tammm 1.2. (1.1) tekrarlama bagintis1 ile tamimli 2. mertebeden lineer tekrarlama
bagintis1 i¢in dizinin diger tlim terimlerinin belirlenmesine yardimci olan U, ve U;
elemanlarina dizinin baslangi¢ kosullart denir [7],[8].

Tamim 1.3. (1.1) ile tanimlh (U,,),5( dizisine iliskin

f(x) =x? —a;x —a, € Clx]



polinomuna karakteristik polinomu adi verilir [7].

Ornegin, baslangi¢ kosullar1 U, = 0, U; = 1 olan ve

Unyz = 4Upyq + 50,

tekrarlama bagintisini saglayan (U,,),so dizisine iligkin karakteristik polinom

flx)=x*—4x—-5=(x+1)(x —5) € C[x]

formundadir. Ayrica bu dizinin diger tiim terimleri U, = 0 ve U; = 1 baslangi¢ kosullar

yardimiyla bulunabilir.

Ustteki ornekte de goriildiigii gibi a; Ve a,, f(x) polinomunun farkli kékleri ve oy, o,

pozitif tamsayilar olmak iizere

f(x) =x%—a;x —a, € Z[x]

polinomunu

FGO = Moy (x — )"

olarak yazabiliriz. Bu durumda asagidaki 6nermeyi verebiliriz.

Onerme 1.1. (U,),»o 2. mertebeden bir lineer tekrarlama bagmtisi, f(x) bu diziye
iliskin karakteristik polinom ve a; ile a,, f(x) € Z[x] polinomunun farkli kokleri olsun.
Bu durumda her n > 0 i¢in

Up = 32, ciaf (1.2)

olacak sekilde ¢y, ¢, € K = Q(a4, @) sabitleri vardir [7].



Tammm 1.4. (U,),s0 2. mertebeden bir lineer tekrarlama bagintis1 olsun. Bu durumda
(1.2) formiilii ile verilen ve dizinin n. terimini veren formiile (U,,),so dizisinin Binet

formtilii denir.
Bu durumda (U,,) ¢ dizisinin Binet formiilii n > 0 i¢in
U, = ciat + c,a% (1.3)

dir. Ozellikle bu formiildeki c¢; ve c¢, katsayilarni bulmak icin bu dizinin baslangig
kosullar1 kullanilir [7].

1.1.1. Fibonacci Say Dizisi

Tanim 1.5. Baslangi¢ kosullar1 Fy = 0 ve F; = 1 olmak lizere n = 2 i¢in F, = F,,_; +
F,_, tekrarlama bagintisin1 saglayan (F,) dizisine Fibonacci dizisi denir. F,, sayisi da n.

Fibonacci sayisini gosterir.

Bu dizinin ilk birkag¢ terimi 0,1,1,2,3,5,8,13,21,34,55,89,144 dir. Fibonacci dizisinin

karakteristik polinomu f(x) =x?—x—1 olup r; = l%ﬁ ve r, = %g olmak {izere

f(x) = (x —r)(x —1ry) formundadir. O halde (1.3)’den F, = c;ry™ + ™ formiilii

elde edilir. Burada F, = 0 ve F; = 1 oldugu kullanilirsa

F0=O=C1+C2
Fl =1 =C1T1+C27’2

1

V5

1

denklem sisteminden ¢; = =

Ve ¢, = elde edilir. Boylece Fibonacci dizisinin Binet

formuliin > 0 i¢in

- e

V5 m-n

E, = (1.4)

olarak elde edilir. Ayrica



rn—n :\/g, T1+T2 = 1, T, :_1, T'12 =T'1+1, TZZ =T'2+1
oldugu kolaylikla gériilebilir. Bu dizi ve bu diziye iliskin karakteristik polinomun kokleri
arasinda bircok baginti mevcuttur. Ozellikle tezin 6zgiin kisminda kullanilacak olan bazi

bagintilar1 asagida siralayacagiz. n = 1 olmak lizere

T‘ln = T'an + Fn—l (15)

rln—z < Fn < rln—l (16)
bagintilart saglanir [7].
1.1.2. Lucas Sayi Dizisi

Tanmm 1.6. Ly = 2 ve L; = 1 olmak lizere n>2 i¢in L, =L, 4+ L,_, tekrarlama
bagitisin1 saglayan (L,) dizisine Lucas dizisi denir. L, sayisi da n. Lucas sayisini

gosterir.

Bu dizinin ilk birka¢ terimi 2,1,3,4,7,11,18,29,47,76,123°dir. Lucas sayr dizisi,
Fibonacci dizisiyle aymi tekrarlama bagintisin1 sagladigi i¢in bu dizilere iliskin

karakteristik polinom ve kokleri aynidir. O halde r; = 1+2\/§ ve r, = %ﬁ olmak iizere

(1.3)’den L, = ¢y + c,1rp™ formiilii elde edilir. Burada Ly =2 ve L; =1 oldugu

kullanilirsa

L0=2=C1+C2
L1 = 1=C1T1+C2T2

denklem sisteminden c¢; = ¢, = 1 ve dolayistyla Lucas dizisinin Binet formuli n > 0

icin

L,=r"+n" a.7)

olarak elde edilir [7].



1.1.3. Fibonacci ve Lucas Sayilarma iliskin Béliinebilme Kurallari ve Baz

Ozdegslikler

Bu kisimda, ilerdeki boliimlerde ele alinacak problemlerin ¢oziimiinde kullanilacak
Fibonacci ve Lucas sayilari ile ilgili bazi 6zdeslikler ve boliinebilme kurallari verilecek.

Bu 6zdeslikler ve boliinebilme kurallarina [7] nolu referansdan ulasilabilir.

Fpoq+Fpy =1L, (1.8)
Fsn, = F,(5F,* +3(-1D") (1.9)
Foor + (FD*Fy = ByLy (1.10)
Foik — (_1)an—k = LpFy (1.11)
Lysic + (=1 Lyp_je = Ly Ly, (1.12)
Lnsk = (=1D*Lp . = 5F,Fy (1.13)
m = 3 olmak iizere F, |F,, © m|n’dir. (1.14)
m > 2 olmak iizere L,,|L,, © m|nve % tektir. (1.15)
2|E, © 3lno 2|L, dir. (1.16)
Fies1 Li—1 = Fy—1Ligsr = 2(=1)*" (1.17)
E Ly + Fy Ly = 2Fppn (1.18)
L% — 5E% = 4(—1)" (1.19)
Ly_qLpss = L2 —5(=1)" (1.20)
Fpo1Fne1 = EZ + (D" (1.21)
Fon = E Ly (1.22)
Ly, =13 =2(—-1)" (1.23)

1.2. Fibonacci ve Lucas Polinomlar:

Tanim 1.7. Baslangi¢ kosullar1t Uy = 0 ve U; = 1 olmak lizere n = 2 i¢in U, = xU,,_4 +

U,,—, tekrarlama bagmtisini saglayan U,, (x) polinomuna Fibonacci polinomu denir [1].

Tanim 1.8. Baslangic kosullar1 Vy = 2 ve V; = x olmak lizere n = 2 i¢in V;, = xV,,_; +

V,._, tekrarlama bagintisini saglayan V;,(x) polinomuna Lucas polinomu denir [1].



Tamm 1.9. Negatif indisli Fibonacci polinomlar1 ve Lucas polinomlari, sirasiyla, n > 0

icin U_,,(x) = (—D)™1U, (x) ve V_,(x) = (—=1)™V,,(x) ile tanimlanir [1].

Fibonacci ve Lucas polinomlarinda x = 1 almirsa U,(1) = F, ve V,(1) = L,, oldugu

kolaylikla goriiliir.

Teorem 1.2. n € Z olmak tizere U, (x) ve V,(x) polinomlarina iliskin Binet formiilleri

sirastyla

a — ,Bn
U =—
Ve

Va(x) = ™ + B

dir. Burada a =a(x) == ;ZH ve B=Bx) == ;2“‘, A2 —xA—-1=0

denkleminin kokleridir [1].

0_po

g ...
tl
5 esitligi

a

Ispat: n iizerine 2. Tiimevarim ilkesi uygulamirsa, n = 0 i¢in Uy(x) = 0 = —

dogrudur. 0 < k < n i¢in iddia dogru olsun. Buna gore

an_ﬁn an—l_Bn—l an_l(ax+1)—ﬁn_1(ﬁx+1)

Unt1(x) = xUp(x) + Up_1(x) = x a-p + a-p a-p
an—la,Z_ﬁ‘n—lﬁZ an+1_ﬁn+1
B a-p o a-p

oldugu goriiliir. Benzer sekilde V,(x) = a™ + " oldugu gosterilir.

A=+vVx?+4 alimwsaa — B = 4, af = —1ve a + B = x olduklar kolaylikla goriiliir.

Bunun yani sira U, (x) ve V,,(x) polinomlar1



= Zl%:] (" _].1 —J ) 2 (= 1) (1.24)
=
V= ZEJ—] (") @z (1.25)

formiilleri ile de ifade edilebilir [9],[10].

Ote yandan U, (x) ve V,(x) polinomlarinin iirete¢ fonksiyonlar1 sirastyla

G(t) = —— (1.26)
ve
G(t) = —— (1.27)

seklindedir [1].

Aksi belirtilmedigi siirece tezin bundan sonraki kisminda U, (x) ve V,(x) polinomlart

kisalik olsun diye sirasiyla U,, ve V}, ile gosterilecektir.

Teorem 1.3. n,m € Z olmak tizere,

D) Unin = Un+1Un + UplUp—q

i) Un—n = (=1)"(UnUn+1 = Un+1Un)
) Vipen = Vine1Up + VU1

V) Vnen = (=1D)"(Unm+1Vn — UnVis1)
V) Vpgy + Vooy = 42U,

dir[11].



10

2. FIBONACCI VE LUCAS POLINOMLARININ TUREVLERI

2.1. Fibonacci ve Lucas Polinomlarinin 1. mertebeden Tiirevleri

Bundan sonra aksi belirtilmedigi stirece, U, (x) Fibonacci polinomunun 1. tiirevi olan

U, (x) ile V,(x) Lucas polinomunun 1. tiirevi olan V},"(x) tiirevleri kisalik olsun diye

sirastyla Uy, ve 1, ile gosterilecektir. Bu polinomlarin ilk birkag tiirevi asagidaki tabloda

verilmistir.
n Un(x) Un(x) Va(x) Va ()
0 0 0 2 0
1 1 0 x 1
2 X 1 x?+2 2X
3 x2+1 2x x3 + 3x 3x2+3
4 x3 + 2x 3x2+2 x* + 4x% + 2 4x3 + 8x
5 | x*+3x2+1 4x3 + 6x x> + 5x3 + 5x 5x*+15x2+5
6 x° + 4x3 Sx*+12x24+3 | x®+6x*+9x2+2 | 6x°+ 24x3 + 18x
+ 3x

Teorem 2.1. n = 0 i¢in

UL = nVnA—ZxUn
ve

Vo =nU,

dir [7].

(2.1)

(2.2)

Ispat: Teorem 1.2’ye gére Fibonacci ve Lucas Polinomlarina ait Binet fomiillerinin



at—gn

a-p

Un(x) =
ve
h(x) =a™ +p"

x+Vx2+4 x—Vx2+4,
> ve f = .

olduklari biliniyor. Burada a =

tzere a — B =4,af =—1vea+ B =xolup a’ + B’ = 1 oldugu kullanilirsa

X
o = 14 [xZ+a _ x+Vx2+4  «
2 2Vx2+4 A

ve

tiirevleri elde edilir. Boylece
(@) =na™ta’ =na™?! (g) ==

ve

—Tlﬁn

B =npr g = npnt (£) ==

olur. Bu durumda Fibonacci ve Lucas polinomlarinin 1. mertebeden tiirevleri

yr = (@' =(m)a-a' @ g _ (P22,
- _

A2 42 A2

ve

11

dir. Ayrica 4 = Vx? + 4 olmak
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n n 2_pn2
= (@ + (B === () = o,

olarak elde edilir. Boylece ispat tamamlanir.

(2.1) ve (2.2) esitliklerinde x = 1 alinirsa

Un(1) = Fj =2 2.3)
ve
V,(1) = L, = nk, (2.4)

elde edilir. Burada U,,(1) = F, ve V,, (1) = L;, olarak tanimlanmustir.

Simdi negatif indisli Fibonacci ve Lucas polinomlarinin 1. mertebeden tiirevlerine ait

teorem ifade edilecektir.

Teorem 2.2. n = 0 i¢in

U, = (-1 (’”’"A‘—z""") (2.5)
ve

V' = (=", 2.6)
dir [7].

Ispat: Tanim 1.9°da verilen U_,(x) = (=1D)™""U,(x) ve V_,(x) = (=1)"V,(x)
esitlikleri kullanildiginda U’,, = (=1)"*1U}, ve V', = (—1)™V, esitlikleri elde edilir.

Burada Teorem 2.1°deki Uy, ve V}, tiirevlerine iliskin tiirev formiilleri yerlerine yazilirsa
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ULn — (_1)n+1U111 — (_1)n+1 (nVnA—ZXUn)

ve
Vi = (D", = (=1)"nU,
esitlikleri elde edilir. Boylece ispat tamamlanir.

Teorem 2.2°de x = 1i¢in U’ ,(1) = F/,, ve V!,(1) = L_,, olarak tanimlanirsa

Fly = (- () = (D)™ 27)
ve
L, =(-1)"F, = (-1)"L, (2.8)

oldugu goriiliir.
2.1.1. F), ve L}, Tiirevlerine Iliskin Béliinebilme Ozellikleri ve Ozdeslikler
Onerme 2.3. F, tektir © n ¢ift ve 3 t n “dir [7].

Ispat: E; tek olsun. O zaman (2.3)‘den nL,, — F, tektir. Eger 3|n olursa 2|L, ve 2|E,
olacagindan bu imkansizdir. O halde 3 {n ‘dir. Bu durumda 2t L, ve 2{ E,’dir.
nL, — F, ‘nin tek olmasi i¢in n’nin de ¢ift olmasi1 gerekir. Tersine n ¢ift ve 3 t n ise

(2.3)’den ispat hemen goriiliir.

Onerme 2.4. L, tektir © n tek ve 3 + n “dir [7].

Ispat: L;l tek olsun. O zaman (2.4)’den nF,, tek olur. Bu durumda n ve E, tektir. F, tek
ise 3 t n ‘dir. Boylece n tek ve 3 + n bulunur. Tersine n tek ve 3  n olsun. Bu durumda

3 t nise E, tek ve dolayisiyla nF, tektir. Boylece L;, tek olur.
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Onerme 2.5. Her n tamsayisi igin

Fo=Fy 1+ Fp o+ Fog (2.9)
ve

Ly=L, _ +L 4Ly, (2.10)
dir [7].

Ispat: (2.3)’de verilen F, = Mn=fn esitliginde L, =L, +L,_, Ve F, =F,_1 + F,_»

5

ifadeleri yerine yazilirsa

n(ln—1+Lln—2)=Fn—1—Fn—2

5
_ (=-DLp_1+(n—=2)Lp—3+Ln-142Lpn—2—Fn_1—Fp—2
5

_ (n—1)Lp—1—Fn—1 + (n—2)Lp—2=Fp—2 | Ln-1+2Ln—
5 5 5

5Fp—1
5

E =

= FT,l—l + FT,l—Z +

=F 1+ F_,+F

olur. Ote yandan (2.4)’de verilen L, = nF, esitliginde E, = F,,_, + F,,_, ifadesi yerine

yazilirsa

Ly =n(Fpq + Fyp2)
=—-DF_ 1+ —2)F_;+ Fq +2F,,
=Ly +L, ,+E +F,_,
=Ly 1+ Ly p+Llng

bulunur.
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Onerme 2.6.

a) Fpip + (“DFF,_ = LyF, + F L,
b) Frpx — (=1 Fy_j = FiLy + Ly F,
C) Lypare + (=1 Lyp_ye = LiLy + Ly Ly,
d) L., — (DL, _, = nL,F, + kL E, = 5(E,F}, + FE;) + 2F,F;

dir [7].
Ispat: a) (2.3) formiiliinde sirasiyla n yerine n + k ve n — k yazilirsa

_ Nk 3
F' o+ (—DKF,_, = (n+k) Lyt —Fnipet( ;) ((n=K)Lp_x=Fn_i)

_ )L+ CD*=K)Ln g Fnagt(CDFFn g
5 5

elde edilir. Ayrica (1.10), (1.12) ve (1.13) esitlikleri kullanilirsa

, , N(Lysr+(=D*Ly_g)+k(Lpsrk—(—D¥Lp_)  FnlL
Fn+k + (_1)an—k — n+k n—k - n+k n-k) __ 5k

NLyLy+KkS5F,Fy—FnL nlyn—FK
— nik 5nk nk=Lk( n5 n)+kaFn

= LyE, + L}.F,
oldugu gortiliir.

b) (2.3) formiiliinde sirasiyla n yerine n + k ve n — k yazilirsa (1.10) ve (1.13) esitlikleri
ile (2.3) ve (2.4) formiilleri kullanilirsa

' k! _ (+K)Lyyk—Fnik k ((M=K)Ly_g—Fn_g
P = (~ 1)y = (Ol (g (e
_ Nhng=(CD*nln g +kLng g+ (DKL= Fnax+ (DR
5
_ N(Lnpk—(=D*Lp_ )tk Lkt (DKL) = (Frar—(=1D*Fp_g)

__ NSFpFr+kLpLg—LnF
= s =
o I
= L' ,Fy + L,F,

5
nFFy + S - 0k = LR Ly, (—"L"S‘F")
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elde edilir.

C) (2.4) formiiliinde sirasiyla n yerine n + k ve n — k yazilirsa

Lok + (=D L = M+ k) Fpyp + (D (n — k)Fppye
= NFpyp + kFppr + (_1)knFn—k - (_1)kan—k
= n(Fn+k + (_1)an—k) + k(Fn+k - (_1)kan—k)

ve ayrica (1.10), (1.11) esitlikleri kullanilirsa

L+ (DL . =nEL, + kL, F, = Ly,L + L}, L,

elde edilir.

d) (2.4) formiiliinde sirasiyla n yerine n + k ve n — k yazilirsa

Loy — (D L = (M4 k) Fyp — (F1D)*(n — k)Fpye
=nFyp — (_1)knFn—k + kFpip + (_1)kan—k
= n(Fn+k - (_1)an—k) + k(Fn+k + (_1)an—k)

ve ayrica (1.10), (1.11) ve (2.3) esitlikleri kullanilirsa
nek — (CDFL e = nlyFy + KE, Ly
=(5E, + E))Fy + (5F,+Fy) E, = 5E,Fy + E,F) + 5F,F, + F,E,
= 5(F,Fy + FyE,) + 2E,F;
oldugu goriiliir.

2.2. Fibonacci ve Lucas Polinomlarimin 2. mertebeden Tiirevleri

Fibonacci polinomunun 2. tiirevi olan U,''(x) ile Lucas polinomunun 2. tiirevi olan

3," (x) tiirevleri kisalik olsun diye sirasiyla Uy ve V" ile gosterilecektir.

Teorem 2.7: n = 0 i¢in



((n2-1)42+3x2)Up—32nVy

no__
Uy = —
ve
2
n _ nVp—xnlUy
W=
dir [9].

Ispat: (2.1)’deki U}, tiirevine iliskin formiil kullanilirsa

144 d !
Uy = ix (Un)

_d (nVn—xUn)
T dx A?
(nVy—Upn—xUp )42~ (244" ) (nVy—xUy)
A4

NV A2 —Up A% —x U A% —2xnVp +2x2 Uy
A4

NNUp A% —Up A% —xnVy+x2Up—2x1nVy+2x2Up
A4

_ (n?-1)UnA%-3xnVy+3x2Uy
= —

((n?-1)42+3x2 )Uup—3xn¥y,
= =

17

(2.11)

(2.12)

oldugu goriliir. Benzer sekilde V,,'(x) tiireini elde etmek igin (2.2)’deki V, tiirevine

iliskin formiil kullanilirsa

d d n?Vy—xnU
V= L) = L b, = nuy = 2

bulunur. Boylece ispat tamamlanur.

nly—Fy,

Diger taraftan F, = — Ve L), = nF, olarak tamimlanmigti. O halde U,/ (1) = E,’ ve

15" (1) = L}, olarak ifade edilirse (2.11) ve (2.12) esitliklerinden
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_[5(n?-1)+3]F—-3nL, _ (5n%-2)F,—3nLy,

E, ” = (2.13)
ve
27 _
Ly =Tt (2.14)
elde edilir. Bunun yani1 sira F’}, ve L”,, ifadeleri
—n)2— _2(— 2_ _qyn+igp _ _1\yn+1
o= G 2)F2_5n 3(-mL_p _ (5n-2)(-1) 21? SV _ gyt EV
ve
—_n)2 _(— 2(_1\yn _(— _1\yn+1 2 _
L = (-n) L_ns( MWF_n _ n?(=D"y (Sn)( D" F _ (=1)" [%} = (=)L)
olarak elde edilir.
2.2.1. F)] ve L} Tiirevlerine iliskin Béliinebilme Ozellikleri ve Ozdeslikler
Bu kisimda n ve m herhangi iki tamsay1y: belirtecektir.
Onerme 2.8: F}/,,, + (—1)™E,",, = L,E.' + E,Ly, + 2mE,FE, dir [9].
Ispat: (2.13) esitliginde n yerine sirasiyla n + m ve n — m yazilirsa
2_ _
7,1,+m n (_1)an,,_m _ (s(n+m) Z)Fn;;n 3(n+m)Lpsm
—m)?%— —3(n—-

(=)™ (s(n-m) Z)Fn;; 3(n-m)Ly—m)

_ (Fn+m+(_1)an—m)(5(n2+m2)_2)

o 25

(Fpam=(=1D)™F-m)(10mn)=3n(Lytm+(=1D™Ly—m) =3MLn+m=(=1)"Ln-m)

+ 25

_ (FaLm(5(n2+m?)—2)+LyFp (10mn)—3nLy Ly —3M5Fy Frn)
- 25




— L, (Fn(5n2—2)—3nLn) +E, (5m2Lm—5mFm

25 25

elde edilir. Burada (2.3), (2.13) ve (2.14) esitlikleri kullanilirsa

mam + D™F,L, = L, + F, Ly, + 2mE,F,

oldugu goriiliir. Boylece ispat tamamlanmais olur.

Fp(5Ly +4L} ) +n34(-1)"

Onerme 2.9: Ly, — Ly Fy' = o

> dir [9].

Ispat: (2.3), (2.4), (2.13) ve (2.14) esitlikleri kullanilirsa

Fr{ L,r; _ Lln Fn:’ _ (nLns—Fn) (nanS—nFn) _nF, ((5n2—211;n—3nLn)

)+

10mnLy—10mFy,

25

)
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_ (MPLA—n2LpFn—n®FyLy+nFE—5n°E2+2nF2 +3n%LnFy) _ (n?Fplp+3nFZ+n®L3-5n3F2)

25

Fn((nans—nFn)

5+4nFn)+n3(L,21—5F7%)

25

olarak elde edilir. Ayrica (1.19) esitligi kullanilirsa

Fp(5Ly +4L})+n34(-1)"
25

E,L;, — L,E,' =
oldugu goriiliir.

Onerme 2.10. (IKkinci tiirev i¢in Cassini formiilii)

(E')2 — F' FIl. = 2n2Lyp—6nFyn+8F2—n?(-1)"(5n2-13)
n n—-1'n+1 — 125

> dir [9].

Ispat: (2.13) esitliginde n yerine sirastylan — 1 ve n + 1 yazilirsa

25

N2 v g ((5n2=2)Fp—3nLy 2 (5(n-1)2-2)Fy_1-3(n-1)Lp_1\ ((5(n+1)2-2)Fp41-3(n+1D)Lnt1
(Fn) _Fn—IFn+1_( ) _( )( 25 )

25 25
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(25n*-20n2+4)Fz-2(5n%-2)Fy3nLy +9n2% L%
625

(Snan_l—lonFn_1+5Fn_1—2Fn_1—3nLn_1+3Ln_1)

25

(5’”2Fn+1+10’”Fn+1+5Fn+1—2Fn+1—3nLn+1—3Ln+1)
25

25n*FZ —20n2F2 +4F37 —30n3 FyLy+12nFy Ly +9n2 L3,
625

25n Fn— 1Fn+1+50n Fn— 1Fn+1+25n Fn— 1Fn+1—10n Fn— 1Fn+1—15n Fn— 1LTL+1)
625

-15 ZFn_anH—50n3Fn_1Fn+1—100n2Fn_1Fn+1—SOnFn_anH+20nFn_1Fn+1)
625

30n Fn 1Ln+1+30nFn 1Ln+1+25n2Fn 1Fn+1+50nFn 1Fn+1+25Fn 1Fn+1)
625

625

—10Fy_1Fnq1+4Fn_1Fny1+6NFp_1Lny1+6F;_1Lny1—15n3Ly_ 1Fn+1)
625

=30n%Ln—1Fn+1=15nLn—1Fn41+6NLn—1Fn41+9M*Ly—gLnsq +9nLn— 1Ln+1)
625

( 10Fn—1Fn+1=15nFn—1Ln+1=15Fn—1Ln+1 =100 Fy_1 Fny1—20nFp- 1Fn+1)

1512 Ly 1 Fny1+30nLn—1Fpy1+15Ly—1Fny1=6Ln_1Fne1=9MLy_1Lpni1—=9Ln_ 1Ln+1)
625

_ 25n4(F7%_Fn—1Fn+1)

- 625

n3(=30FnLn—50Fn—1Fn+1+15Fn4+1Lnt1+50Fn—1Fn41+15Ln—1Fni1)

625
nz( —20F2+9L%—25F_1Fp41+10Fp_1Fpp14+15F_1Lny1+100F,_ 1 Fpeq )
—30Fn_1Ln41—25Fn_1Fn41+10Fn_1Fn41+30Ln_1Fn41—9Ln—1Ln41—15Ln_1Fn4q

+
625
12F Ln+50F, 1 Fn41—20Fp—1Fn41—30Fn_1Ln41—50F 1 Fn4q+15F1Lniq
n| +20F_1Fn41—6F_1Lny1+150n_1Fn41—6Ln_1Fny1—9Ln_1Lny1—30Lpn_1Fnqq
+9Ln_1Lln4q
625

+

(4Fr%—25Fn—1Fn+1+10Fn—1Fn+1+15Fn—1Ln+1+10Fn—1Fn+1—4Fn—1Fn+1)
—6Fn_1Ln41—15Lpn_1Fniq1+6Ln_1Fn41+9Lln_1Llniq

+ 625

elde edilir. Ayrica (1.17), (1.18) (1.19), (1.21), (1.22) ve (1.23) esitligi kullanilirsa ve

gerekli diizenlemeler yapilirsa

(Fu)z -1 "o _ 25n4(F1%_(Fr%+(—1)”))"'713(—30FnLn+15(Fn—1Ln+1+Ln—1Fn+1))
n n—-1n+1 — 625

n?(=20FF+9L3+70Fy—1Fn+1~15Fn—1Ln+1+15Ln—1Fn+1=9Ln-1Ln+1)
625

+

+ N(12FLp—21Fq—1Ln41=21Lp—1Fn+1)
625
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(=9Fn—1Fni1+4F5+9Fn_1Lny1=9Ln_1Fns1+9Lln—1Lny1)

+ 625

250t (=)™ 4n3(-30F+15.2Fp)
- 625

22 —20F2+9(4(—1)"+5F2)+70(FZ+(—1)")+15(=Fp—1Ln+1+Ln-1Fn+1)
-9(L3-5(-1)")

+ 625
4 n(12Fn—21(2Fn))—9(Fi +(-D™) +4FF -9((-2) (- D) +9(L5-5(-1™)
625

_ =25n* (1) +n2(—20F2+36(—1)"+45FF +70F +70(-1)"-30(-1)")
625

n?(=9L4+45(—1)M)+n(12Fp—42F;1)—9F2 —9(—1)"+4F27 +18(—1)"+9L% —45(—-1)"
625

-25n*(-1)"+n?(95F2+121(—1)"-9L% ) +n(—30Fyp,) +40F7
625

-25n*(—1)"+n2(10L,,+65(—1)")—30nF,,, +40F3)
625

2n?Lypn—6nF,n+8F2 —n?(-1)"(5n%-13)
125

olarak bulunur. Boylece ispat tamamlanmis olur.

. 2Nn2Lyn—2nFyn—4FZ +5n2(—1)"(n?
Onerme 2.11: (L) — Lij_, Ly, = 2t2n=20fon =41 (

=) dir [9].

Ispat: (2.14) esitliginde n yerine sirastylan — 1 ve n + 1 yazilirsa

2
(n)z_ " " _ n%Ly—nFy _ (n—1)2Lp—1—(n—1)Fp_1\ {(n+1)%Lpy1—(N+1D)Fpyq
n n—-1~n+1 —
5 5 5
n4L3—-2n3 Ly Fy+n2F—(n—-1)2(n+1)%Ly—1Lny1+(m—1)?>(M+1)Ly_1 Fpyq
25

n (M=1DFp—1 M+ 1)Ly~ (=) (M+ 1) F—1Fn+1)

25
_ n4L%—2n3LnFn+n2F7%—(n4—2n2+1)Ln_1Ln+1+(n3—nz—n+1)Ln_1Fn+1
- 25

(n3+n%-—n—1)Fp_1Lny1—(*—1)Fp_1Fns1

+
25

_ ML —-2n3 Ly Py AP Ff —n* L1 Lng1 +2n° Ly g Lnp1—Ln—1Lnt1+n3Ln—1Fnyq
25

~N?Ln—1Fn41~NMln—1Fnt1+Ln-1Fri1 +n3 Fao1Lng 1 #1* Fpo1 Lt —MFn—1Lln4t
25

+ ~Fn-1ln+1=1*Fn1Fnt1+Fa-1Fntr
25
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bulunur. Burada (1.17), (1.18), (1.20), (1.21), (1.22) ve (1.23) kullanilirsa

(L” 2 LII LII — n4(L%L_Ln—an+1)+n3(_ZLnFn+Ln—1Fn+1+Fn—1Ln+1)
n n—-1n+1 25

n?(FZ+2Ln—1Lnt1—Ln-1Fni1+Fn1lns1=Fn—1Fns1)+n(=Ln_1Fny1—Fn_1lns1)
25

+ (=Lp-1ln+1+Ln-1Fn+1—Fp—1lnt1+Fn—1Fn+1)
25

5n*(—1)"+n?(2Lp % - 10(- 1) +2(- 1)~ (- 1)™)—n(2Fzp) —4Fp >

+ 25

_ 54 (=1)"+n2 (2L —5(~1)™)—2nF3, —4F,>
- 25

_ 2n%Lyp—2nFn—4F,*+5n%(-1)"(n?-1)
o 25

oldugu goriiliir. Boylece ispat tamamlanmig olur.

2.3. Fibonacci ve Lucas Polinomlarinin k. mertebeden Tiirevleri

Un,(x) ve V,(x) polinomlarinin k. mertebeden tiirevlerini sirasiyla U,(Lk) ve Vn(k) ile

gosterelim. Bu durumda

U = P ) = L) (2.15)
7 =y () = L) (216)
dir. x = 1 alinirsa U,(lk) ve Vn(k) tiirevleri sirasiyla Fn(k) ve quk) ile gosterilecektir [9].
Teorem 2.12. n, k € Z* igin

R =~ (nicUn + buicVi) 2.17)

dir. Burada
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ank - Z |Ek0 (k l+n)Ak l(ckl + dkl) +Z lkO (k l+n)Ak l(ckl - dk 1) (2-18)
2 i)

Ve

bn,k :Zki=0 (k L+n)Ak 1= l(ckl_dkl)“l'z i=0 (k l+n)Ak 1= l(ckl+dk1) (2-19)
2|(k—1) 2t(k—1)

olupi =1,2,..., k i¢in ¢y ; Ve d,; ifadeleri,

i+ (T ) Beia + o+ (F T D plee = i (CT ) 4 (2.20)
i+ (T adiiy + o+ (T D ald = (T 1) 4 (2.21)

lineer denklemlerini saglar. Dahasi, i = 0,1,2, ..., k igin

Ck,i = Pi,i® + Qi

ve

dii = Pr,iB + Qi (2.22)
bagintilarini saglayan, katsayilari tamsayi olan, x ‘e bagl py ; Ve qy ; polinomlar: vardur.
Ispat: Ispat igin [12] nolu kaynaga bakilabilir.

2.3.1. Fibonacci ve Lucas Polinomlarmim k. mertebeden Tiirevlerine iliskin Bazi
Ozdeslikler

Teorem 2.13.

1)y =y
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2)UP =20, + U, + kUl
k k k
3) Vn( )= Ur(l+)1 + Ué—)1

3 v =y + 8 + kv

K
5) Ur(n-':)-n = E i—o(i) (Ur(z+1l)Uwgl) + Ur(n l)UT(ll—)l)

k
k k k—i) (i k—i) (i
0t = 3 ()0 )

k
k k k—i . k—i .
DU =0r )y (8 (vl - v )

=0
k
k k k—i . k—i .
) Vith = 0 (§) (Ui - vl o)

dir [12].

n2Vp—xnUp

Ispat: 1) k iizerine tiimevarim uygulanirsa, (2.1) ve (2.12)’den V;;’ = = = nUy,

oldugundan iddia k = 2 icin dogrudur. k icin V% = nU% ™ esitligi dogru olsun. O

zaman
k K)\/ k=1~ k—=1)vs k
R = () = U YY = Uy = a0y
oldugundan iddia k + 1 i¢in de dogru olur. Dolayisiyla k > 2 i¢in Vn(k) = nU,(Lk_l) olur.

2) Esitligin dogrulugu k lizerine tiimevarimla yapilacaktir. Buna gore U, = xU,_, +

U, _, esitliginde her iki tarafin bir defa tiirevi alinirsa

U), = Up_1 + xU,_; + U),_, elde edilir. Dolayisiyla k = 1 igin iddia dogrudur. Iddia k

icin dogru olsun. Yani
vl = xul, + U, + kulSP

olsun. Bu durumda
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U = (UP) = (xv, + ul, + kvl = v+ xulD + Ul + kUl
= xUSED + Ul + (e + DU,
oldugu goriiliir. Dolayisiyla iddia k + 1 igin de dogru olur. Boylece ispat tamamlanir.

3) Esitligin dogrulugu k lizerine tiimevarimla yapilacaktir. Buna gore V,, = Up1q + Up_q

esitliginde her iki tarafin bir defa tiirevi alinirsa

Vi = Upyr + Upq

elde edilir. Dolayisiyla k = 1 i¢in esitlik dogrulanir. Esitlik k i¢in dogru olsun. Yani
Vn( 9= Uagi)1 + U;SI?1

olsun. Bu durumda

Vn(kﬂ) = (Vn(k))’ = (U,(l’_?1 + U,(l’i)l)’ = U,(l’f;l) + U,(l’f;l) oldugu goriiliir. Dolayisiyla
esitsizlik k + 1 i¢in de dogru olur. Boylece ispat tamamlanmis olur.

4) Esitligin dogrulugu k iizerine tiimevarimla yapilacaktir. Buna gore V,, = xV,_; +

V,—, esitliginde her iki tarafin bir defa tiirevi alinirsa

Vi =Voa +xVp g+ Vs

elde edilir. Dolayisiyla k = 1 i¢in iddia dogrudur. iddia k igin dogru olsun. Yani
0 = xR

olsun. Bu durumda
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(k+1) k-D\ _ &) (k+1) (k+1) (k)
( ) ( + kVo2y ) =Voy + XV AV, RV

+

1

xV Vn"“) + (k+ 1)V(k)

oldugu goriiliir. Dolayisiyla iddia k + 1 i¢in de dogru olur. Boylece ispat tamamlanir.

5) Ispat1 k iizerine tiimevarimla yapilacaktir. Buna gére Teorem 1.3 i)’de verilen

Unin = Uns1Up + Up U, —1 denkleminde her iki tarafin bir defa tiirevi alinirsa

Unin = Ums1Un + Uy Un + U Ung + U Uy

- Zl (D) (i Pu? + uiu?,))
i=0

oldugu goriiliir. Dolayisiyla k = 1 iddia dogrudur.

k
iddia k igin dogru olsun. Yani U = 2 (l:) (Ur(f Dy® 4 ylk-by® ) esitligi
i=0

saglansin. Bu durumda

ot = (v

m+n

k . .
:z 0(1;) [Ur(::ll z)U(z) Ug<+1l)ur(ll+1)+u(k+1 l)U(l) U&—L)Uéljll)]
i

olur. Ote yandan (Z) + (r _rll_ 1) = (Z::__ i) esitligi kullanilirsa

( ) (k) + ( ) yerine yazarsak

l

U(k) :Zk+ k+ 1 U(k+1 Dy® 4 ylert-dy®
= 0

m+n m+1

k
22 (Ilc Ur(rll(-:-ll l)U(l) +U(k+1 l)U(l)
i=

0

k+1
+z (l Ur(rll(-:-ll l)U(l) _|_U(k+1 l)U(l)

i=1
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esitligi goriiliir. Bu esitligin sag tarafindaki ikinci toplamda i = j + 1 doniisiimii yapilirsa

(0) = 3 (F T okt 0ue + v o0,

k N g N s
=2 (Do v s uiou,
i=
k
k o o
e ()lsdug gy
j=0
= 2 (D00 + U DU + U DUl 0 U
i=
_ yyk+1)
_Um+n

elde edilir. Boylece ispat k + 1 i¢in de yapilmis olur.

6) Ispati k iizerine tiimevarimla yapilacaktir. Buna gore Teorem 1.3 iii)’de verilen

Vinen = Vine1Un VU, —1 denkleminde her iki tarafin bir defa tiirevi alinirsa

V1’n+n = V1;1+1Un + Vm+1UrIl + Vr;LUn—l + U 1,1—1

I OIC TRl

oldugu goriiliir. Dolayisiyla k = 1 iddia dogrudur.

k ; ; . .
iddia k igin dogru olsun. Yani V&) = z (ll() (V,,(Lﬁ_ll)U,(ll) + Vn(lk_l)U,(llzl) esitligi
i=0

saglansin. Bu durumda

U (V(k) )

m+n m+n

=D (Y[R OU® + P v, vy
=

olur. Ote yandan (Z) + (r _rll_ 1) = (:I D esitligi kullanilirsa

(k T 1) = (I:) + (i f 1) yerine yazarsak
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12 k+1
® \ _ k+1 (k+1—-10) 5,(0) (k+1—10) ;,(0)
(me) = Ei ( ; )[I/m+1 YU + VTR

k N N
-3 (o o,
.

k+1
k (k+1—1) y,(0) (k+1-0) ;)
+Z, (i _ 1) [Vm+1 Un + Vm Un—l

esitligi goriliir. Bu esitligin sag tarafindaki ikinci toplamda i = j + 1 doniisiimii yapilirsa

12 k+1
&\ _ 2 : k+1 (k+1-0) ;) (k+1-1) ;,(0)
(Vm+n) - =0 ( i )[Vm+1 l Unl + Vm l Unl—l
1=

k

Z kN [y, (e+1-0) 4 7(D) (k+1=0) (D)

= i O(i) [Vm+1 l Unl + Vm l Unl—l
=

ko rk N N
Y (e e
j=0
k

. m+1 m+1

_ Z (Ilc) [V(k+1—i)Ur(li) n V(k—i)UT(li+1) N Vn(lk+1—i)UT(li_)1 n V"(lk—i)UTSi_-l-ll)]

i=0
_ et

m+n

elde edilir. Boylece ispat k + 1 i¢in de yapilmis olur.

7) lIspatt k iizerine timevarimla yapilacaktir. Buna gore Teorem 1.3 ii)’de verilen

Unn = (D" (U,Upns+1 — Upny1Uy) denkleminde her iki tarafin bir defa tiirevi alinirsa

Urln—n = (_1)n(UrInUn+1 + UmUr’1+1 - Ur’n+1Un - Um+1U1,1)

1
— 1 (;;a-0,® (-0
- (_1)nzi=0 (l) (Um l Unl-l-l - Um+1l Unl )
oldugu goriiliir. Dolayisiyla k = 1 iddia dogrudur.

k . . . .
iddia k igin dogru olsun. Yani US2, = (—1)" Y (¥)(uSPu®, - uSPu)

=0

esitligi saglansin. Bu durumda
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Ul = (0%,

k
k Kb 1—D) (i i) oo (i
e IOl R

k
k k+1-i [ k—i i+1
oS () ouP - o e

olur. Ote yandan (Z) + (r _Tll_ 1) = (Zi i) esitligi kullanilirsa

(k -1_ 1) = (I:) + (i f 1) yerine yazarsak

(Us2,) = (—1)“2:)1 (D)o u®, - vl v

k
k s . . .
=E0n )y (o Pu®, - v e

i=0 ‘1

k+1
k k+1—i) (i k+1—0) (i
w-n )y () [ u®, - ol u?)
l

esitligi goriiliir. Bu esitligin sag tarafindaki ikinci toplamda i = j + 1 doniigiimii yapilirsa

(082,) = or Y () o0, - v ou|

=0

k) :Ur(riﬁ-l_i)U(i) _ U(k+1—i)UT(li):

n+1 m+1

n+1

k _ _
k k—J) 1,(+1) k—J) 1 ;(+1)
+Er Y (5) | el - vl ug )

- (—1)”2;

k
k i . i .
e Y (8o - ucue
1=

k) :Ur(:ﬂ—i)Uﬂl n Ur(f—i)U(iﬂ):

1 k+1
elde edilir. Bé}ilCCC ispat k+1 1@11’1 de yapllmls olur.

8) Ispati k iizerine tiimevarimla yapilacaktir. Buna gore Teorem 1.3 iv)’te verilen

Vinen = (=D)"(Ums1Vn — U Viy1) denkleminde her iki tarafin bir defa tiirevi alinirsa
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Vien = (D" (Umga Vo + U Vi — UpiVigr — Uni V1)
1
1 D (i o
- o3 Okt -

i

oldugu goriiliir. Dolayisiyla k = 1 iddia dogrudur.

k , , . .
fddia k igin dogru olsun. Yani V%, = (—1)"2 (’l‘) (vsov® — vl )
i=0

esitligi saglansin. Bu durumda

k+1 &\
Vngt—n) = (Vm—n)
k
k 1) (] Voo i
= ([ o

k
k k4101, ki) (i
NN ] S T e

olur. Ote yandan (Z) + (r :1_ 1) = (:I D esitligi kullanilirsa

(k T 1) = (Il{) + (i f 1) yerine yazarsak

’ k+1
k k+1 k+1—0),(i k+1-10)¢,(i
(59 = oY (5 1) [ttt — oy,

i=0
k

S 0 L
i=0 N1
k+1

+0r () [UEEOE - oy,
i=1 L

esitligi goriiliir. Bu esitligin sag tarafindaki ikinci toplamda i = j + 1 doniigiimii yapilirsa

’ k+1

k k+1 k+1—0),(i k+1—i)y,(i

(m2) = (7 Do o — v,
l:

k
k k i . k i .
- oY (s vt

k
kN[, (k=i G+1) (k=J)(,(+1)
+ (_1)11 Zj—o (1) [Um+1] Vn] - Um g Vn-{-l
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_ (_1)n2- (k) [U(k+1—1)Vn(1) 4y =Dy G+ _ U,(,f“"l)v(l) _ Uﬂc—l)v(wl)

0 i m+1 m+1 'n n+1 n+1
=

_ 1 (k+1)
- Vm—n

elde edilir. Boylece ispat k + 1 i¢in de tamamlanmuis olur.
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3. FIBONACCI VE LUCAS POLINOMLARININ INTEGRALLERI

3.1. Fibonacci ve Lucas Polinomlarinin Tek Kath Integrali

Tanm 3.1. U,,(x) ve V,(x) polinomlarinin tek katli integralleri sirastyla VU,, ve @V,

ile gosterilecek olup
X

Dy, = j U,(s)ds

0

ve
x

wy, = f Vy(s) ds
0

ile tanimlanir. Burada U, = PU, (x) ve PV, = PV, (x) olduguna dikkat edilmeli
[13].

Bu polinomlarin ilk birka¢ terimine iliskin tek katli integralleri asagidaki tabloda

verilmistir.
N Un(x) Va () DU, A
0 0 2 0 2x
1 1 X X x*
2
2 2 3
2 X x“+2 x~ X + 2x
2 3
3 x?+1 x3 + 3x x? xt 32
5 T PR
3 2 2 4 5 3
4 x3 + 2x x*+4x* +2 x:+x2 x?+4i+2x
4 2 5 3 5 6 4 5x?
5 x*+3x*+1 x> +5x%+5x | X 4,34 %_}_5%4_5%
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Teorem 3.1.

Vi (x)—Vn(0)

i)n > 0i¢in PU, = - (3.1)
2 — —
ii) n > 1 igin D, = 20— (@ (3.2)
dir [13].
ispat: i) VU, = [T U,(s)ds = fx(an_ﬁn)ds olupa=22 =22 ved=vsZ2+4
: n o 0 A 2 ! 2

oldugu kullanilirsa ve u = s + Vs? + 4, v = s — V5?2 + 4 dontisimleri yapilirsa

Wy = L (¥t -=H"

x x x
A [ GAat o xS ] LUt duy vt —de 1 (ut | vn
_zn[fo A ds J'0 A ds]_znlAAu(l) AAv(I)l_znln+n(|)l

-1 [(x‘“‘)n + (x-a™ (2“+(—2)n)]

2n n n n

o — xR

=~[a" + "~ (D" + (=D)M)]

_ "n(x)-Vn(0)
- n

elde edilir.

i) a=%,ﬁ=%ve4\=\/sz+4 oldugu kullanilirsa ve u = s + Vs? + 4, v =5 —

Vs? + 4 dontistimleri yapilirsa

OV, = [ Va(s) ds

= gy ds = 7 ((EE5) + (255) ) as

1 rx u?2+4\ du v244\ dv
=5l (50) 5 v (50) S ds
= f;c[un_z(u2 + 4) du + v 2 (v? + 4) dv]

T oon+1

X
1 [yn+t un—1 pn+l pn-1

= s e+ (B + 4]
2n+1 | n+1 n-1 n+1 n—-1

0
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n-— n n— x
l(st) | Hen57) ! L () i | Hs55a) ! |
2n+1 n-1 n+1 n-1
0
(xwﬁ) 4(x+m)"‘1 N (x—VxZra)" N a(x—VxZra)"
2n+1 n-1 n+1 n-1
n+1 n-1 _oyn+1 _oyn—1
- [(2) n 4(2) n (=2) n 4(-2) ]
2" n+1 n+1 n—1
1 (x+\/ )n+1 1 <x+\/x2+4 n-1 n 1 f(x- x2+4 ntl
T n+1 2 n—-1 2 n+1 2
+L x—Vx2+4 n-1 11 (—pntt _ (-pn?
n—1 2 n+1  n-1 n+1 n—1
_ a‘l’l+1 an—l ﬁn+1 Bn—l _ L _ L _ (_1)n+1 _ (_1)71—1
T on+1 + n—1 + n+1 + n-1 n+l1 n-1 n+1 n—1
bulunur. Ote yandan Teorem 1.3 v) kullanilirsa son esitlikten
(1)V _ an+1+ﬁn+1 an—1+ﬁn—1 _ (1_(_1)n) _ (1_(_1)11)
n- n+1 n-—1 n+1 n-1
_ Vne1(®) | Vuoa(x)  4nUR(0)
= + —
n+1 n—-1 n2-1
_ nA2Up—xVy—4nUy(0)
- n2-1
elde edilir. Boylece ispat tamamlanur.
Sonug 3.2.1 > 1 igin VY, = 2028 4 =1 4 e dir Burada K,, = — 52 dir [13].

Ote yandan (3.1) ve (3.2) esitliklerinde x = 1 alinirsa

U= L=t
U,(1)=] U,(x)dx =
0 Lp—2 .
~ ,  ngift (n>0)
ve
: = ek (> 1)
@) = J; G dx =) 5,0, ngift

nz-1

(3.3)

(3.4)
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oldugu goriiliir. (3.3) ve (3.4) esitlikleri sirasiyla PF, ve L., ile gosterilecektir. Yani
DU, (1) = PE,

ve

D) = VL,

dir [13].

Onerme 3.3. VF,,, + WF,_; = @L,dir [13].

Ispat: n tek olsun. (3.3) esitliginde ifadeler yerine yazilirsa

(1)F + (1)F — Lny1—2 + Lp—1—-2 — n(Ln+1+Ln—1)—Ln+1+Ln_1—4n
n+1 n—-1 i ) e

elde edilir. Burada (1.13) esitligi kullanilirsa

n(lnt1t+ln-1)—Lny1+tln_1—4n _ SnFp—Ly—4n es)s
2 - 2 - n
n<—-1 n<-1

olur. Ote yandan n cift iken (3.3) esitligindeki ifadeler yerlerine yazilirsa ve (1.13)

esitligi kullanilirsa

L Lp— n(L +Ly_1)—L +Lp— 5nF,—L
(1)Fn+1 _|_ (1)Fn_1 — n+1 n—-1 __ n+1TLitn-1 n+1 n—-1 __ n=tn _ (1)Ln
n+1 n-1 n2-1 n2-1

oldugu gortiliir.

(€8]
Ln—"Ln b

n

Onerme 3.4. n > 0 tamsayisi i¢in PF,,; — PF,_; = dir [13].

Ispat: n tek olsun. (3.3) esitliginde ifadeler yerlerine yazilirsa



(1)F _ (1)F _Lny1=2  Lpq—2 N(Lnt+1—Ln-1)—(Ln+1+Ln-1)+4 _ Nlp—5Fp+4
n+l1 n-1 n+1 n-1 nz-1 nz-1

elde edilir. Ayrica (3.4) esitligi kullanilirsa ve gerekli islemler yapilirsa

36

SnFpn—4n—Ln+Ln
Wp @ _ Nln—5Ft4 _ nLn‘(—n ) _ n’Ly  SnFp—4n-Ln _ Lp
n+1 n-1 nz—1 n2-1 nn2-1) nnz-1) nn?-1)
_ n?ly DLy, Ln _ Lp(n?-1) @L,
T nn2-1) n n(n2-1)  nn2-1) n
Lp—®L,
n

elde edilir. n ¢ift igin de benzer sekilde ispat yapilir.

2(1)F2n

Onerme 35. (F,)? = 2 (ﬁmzn—zwpn

n

, ntekise

) , n=2ciftise
dir [13].

Ispat: n tek olsun. (1.23)’deki L,,, = L% — 2(—1)" esitligi ve (3.3) kullanilirsa

2
W2 _In _ Lan=2 _ 2 (Lan—2\ _ 2 (1)
(VRy =2 lm2 2 =2wp,,

elde edilir. Ote yandan n ¢ift i¢in Ly, = L3 — 2(—1)" esitligi kullanilirsa

((1)Fn)2

_ (Lp=2)2 _ L3-4Lp+4 _ Lppn+2—4Lp+4 2Ln=2  4Ln=2 _ 2 (“)an—zmpn)

n2 n2 n2 n 2n n n n

oldugu goriiliir.

Onerme 3.6.
L (1)F i
- n tek ise
(1)F — 2
2n (Ln+2)(1)Fn

. ncift ise
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dir [13].

Ispat: n tek olsun. (1.23)’deki L,,, = L% — 2(—1)" esitligi ve (3.3) kullanilirsa

Wp = lem=2 L4222 _ L _ Lnln _ DFaln
n 2n 2n 2n n 2 2

elde edilir. n gift iken L,,, = L2 — 2(—1)" ve (3.3) esitligi yerine yazilirsa

_Lap—2 _ L3-4 _ (Lp—-2)(Lp+2) _ WF(Lp+2)

(1)F
2n 2n 2n 2n 2

oldugu goriiliir. Béylece ispat tamamlanmig olur.

Onerme 3.7. (Tek kath integral icin Cassini formiilii) n > 1 bir tek say1 olmak iizere

n?(10F,—9)-1%

(&9) 2 (&8) 1 —
( Fn) - Fn—l Fn+1 - n2(n2-1)

dir.

Ispat: n tek olsun. (3.3) esitliginde ifadeler yerlerine yazilip ayrica (1.13) ve (1.20)

esitlikleri kullanilirsa

((1)1;' )2 W MWp — Ly (Ln—l—z) (Ln+1—2) — L Ln—iln41=2(Ln-1+Ln-1)+4
n n-1 ntl n? n-1 n+1 n? n2-1
_ ﬁ _ L%+45-10F,+4 _ LZn?-1%-1L3n?-5n%+10n%F,—4n?
n? n2-1 n2(n2-1)

_ n2(10F,-9)-1%
- n2(n2-1)

elde edilir. n ¢ift olsun. (3.3) esitliginde ifadeler yerlerine yazilip ayrica (1.20) esitligi

kullanilirsa

Wpy2 _ Wp MW _ (Un=2)*>  (Ln_q1) (Ln+1\ _ Lai—4Llnt4  Ln-1ln4s
( n) n-1 n+1 — -
n2 n-1 n+1 n2 n2-1
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_ L3-4Lp+4  L3-5  LZn?-L3-4n’Lp+4Lp+4n®—4-—n2L%+5n?
- n2 nz—1 n2(n2-1)

—Lp(Lp+4n?-4)+9n?-4
n2(n2-1)

elde edilir. Boylece ispat tamamlanmis olur.

(“)nerme 3.8. (1)Fn+ W Frpp= (SLn 6Ln) dir.

Ispat: n tek olsun. (3.3) esitliginde ifadeler yerlerine yazilip ayrica (1.12), (1.13) ve (2.4)

esitlikleri kullanilirsa

W _ g _ Ltz _ Ln-z _ nn+a=Ln-2)=2(Ln+2+Ln-2)
n+2 n=2" n42  n-2 n2—4

__ 5NFy—6Ly _ S5Lp—6Ly
T on2-a T n2-g

elde edilir.

Onerme 39. L, ., —PL,_, =®F, ., —®F _, dir.

Ispat: n tek olsun. (3.4) esitliginde ifadeler yerlerine yazilip ayrica (1.13), (1.18) ve (2.4)

esitlikleri kullanilirsa

(&8) 1) __ 5(m+1)Fp41—Lnta 5(n—1)Fy_1—Lp_q
Ln+1 - Ln—l - -
(n+1)2-1 (n-1)2-1

_ 1 (5(n+1)(n- 2)Fn+1—nLn+1+2Ln+1 5(n—1)(n+2)Fn_1—nLn_l—ZLn_l)
n

24 nz-4

2-4

+

(
(571 (Fn+1—Fn- 1) S5n(Fpy1+Fn- 1))
S

S :|»—\

10(Fp+1—Fn-1)—n(Ln+1—Ln-1)+2(Lnt1+Lln- 1))
n2-4

1 (Sn Fn—SnLn—lan—nLn+10Fn) 1 (Snan—6nLn) . (SLQI—eLn)
n n2—4 n n2—4 n2—4

— (M (1)
= Fn+2 - Fn—z

elde edilir. Boylece ispat tamamlanmis olur.
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3.2. Fibonacci ve Lucas Polinomlarimn iki Kath Integrali

Tanim 3.2. U,(x) ve V,(x) polinomlarmimn iki katli integralleri sirastyla ®U,, ve PV,

ile gosterilecek olup

X S
@y, = f f U, (t)dtds
0

0

ve

N

X
@y =fon(t)dtds
0

0

seklinde tamimlanir. Ote yandan

Jy Un(s) ds = Uy,

ve

Jy Va(s) ds = @V,

oldugundan U, (x) ve V;,(x) polinomlarinin iki katli integralleri

(Z)Un — f(ic (1)Un(s)ds

ve

(Z)Vn — f;c (1)Vn(s) ds

ile gosterilebilir.
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Teorem 3.10.
1) _
i) n> 0i¢in PU, = tzn+vn(()) (3.5)
(&8} (&8}
i) n > 1igin PV, = 224 2 K x (3.6)
dir. Burada K,, = ~22n@: g,
n-—-1

Ispat: i) Teorem 3.1 i)’deki esitlik kullanilirsa

X
@y, = [F DY, (s)ds = f (M) ds = ~[[XVu(s) ds — [ V,,(0) ds]
0

= = (¥, - x1,(0))

_ Oy —x1,(0)

n

elde edilir.

ii) Teorem 3.1 ii)’deki esitlik ve Teorem 1.3 v)’deki V(%) + V,_1(x) = 42U, (x)

esitligi kullanilirsa

A2 Uy, (S)—sVp(s)—4nUn (0)
(2)Vn — fox (1)1/;1(5) ds = f;c (n (8)—sVn(s)—4n )ds

n2-1

= [ (V41(5) + Voea(8)) = V() dls] + [ Kndls

olur. Burada K,, = %_nl(o)’dir. U, (0) sabit oldugundan K,, de sabittir. Ayrica V., (x) =

xV,, (x) + V,,_1(x) ifadesi yukaridaki integralde yerine yazilirsa

DY, = —— [ (V41(5) + Vioa(8)) — sVu(s))ds] + Kpx

= [ (Vs (8) + 1Vinea (5) = (Vi () = Vs (99) ) dis| + Kot

1

= —— [ (=DVps1(8) + (+ DVyy (8))ds] + Kpx

n2-1

— f;c (Vn+1(5) + Vn—1(5)) ds + Knx

n+1 n-—1




41

elde edilir. Boylece

@y Dy
@y = ity Tl L gy
n+1 n-1

elde edilir.

Ote yandan (3.5) ve (3.6) esitliklerinde x = 1 alinirsa

(1)Ln

2) T n , mtek
Un(D) = [1 OU ) dx =0 (3.7)
+ ,  ngift (n>0)

ve
1) _ _
. Loy W , ntek (n>1)
W) = fy PG dx =] o ) (38)
—_—t , neift
n?-1

oldugu goriiliir. (3.7) ve (3.8) esitliklerinin sag taraflarindaki ifadeler sirasiyla ®F, ve

@)1, ile gosterilecektir. Yani

2 Un(l) — (Z)Fn

ve

(ZJVn(l) — (2)Ln

dir.

Onerme 3.11. n cift ise (m+ 1D)PF,, — (n—1)?PF,_; = VF,, - VF,_, +

n2—4

dir.
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Ispat: (3.7) esitliginde ifadeler yerlerine yazilip ayrica (1.13), (1.18) ve (2.4) esitlikleri

kullanilirsa

(l)Ln (l)Ln_
(4 DPFry = (0= PPy = (14 D22 (= )22

_ 5(+)Fp41—Lny1—4(m+1)  S(—1)Fp_1—Ly—1—4(n-1)
(n+1)2-1 (n-1)2-1

(5(n+1)(n—2)Fn+1—nLn+1+2Ln+1—4-(n+1)(n—2))
n?—4

1
n
1 (5(n—4)(n+2)Fh_1—nLn_l—ZLn_l—4(n—1)01+2))
n n?—4

(Snz(Fn+1—Fn_l)—Sn(FnH+Fn_1)—10(Fn+1—Fn_1))
n2-4

3 IH 3 |H

(n(Ln+1 Lp_1)— 2(Ln+1'|'Ln 1)— 8”)
24

1(5n Fn—5nLy—10F,— nLn+10Fn+8n)
n n2-4

1 (Snan—6nLn+8n) __ 5Lh—6L,+8
n2—4 - n2—4

n

— (1)Fn+2 _ (1)F _

24
elde edilir.
” "l _ 2_
Onerme 3.12. n cift ise n(n+ 1)PF,; +n(n—1)®F,_; = 250n SL”nZS_LZ 8 —2),
dir.

Ispat: n ¢ift olsun. (3.7) esitliginde ifadeler yerlerine yazilip ayrica (1.13), (1.18), (2.4)
ve (2.14) esitlikleri kullanilirsa

(€8]
nn+ 1D)PF, ., +n(n—1DPF,_; =n(n+ 1) It — 1)%

5(n+1)Fnt1—Lny1—4(n+1)
(n+1)2-1

5(n—1)Fp—1—Lp—1—4(n-1)
(n-1)2-1

+n

_ 5(n+ 1)(77.—2)Fn+1 —NLp41 +2Ln+1—4(1’l+ 1)(1’1—2)
n2—4
5(n—1)(n+2)Fy—1—NnLp—q1—2Lp—1—4(n—-1)(n+2)
n2—4

+
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_ 512 (Fry1+Fn1)=5n(Fnt1~Fno1)—=10(Fnt1+Fn-1)
n2—4
_ n(lpt1+Ln-1)=2(Ln+1-Ln-1)+8(n*-2)
n2—4

_ 5N2Lp—5nFy—10Ly—5nFy+2Ly,—8(n%-2)
- n2-4

_ (5n%2-8)Ly,—10nF,—8(n?>-2) _ 25L}/-5L}—8L,—8(n?-2)
n2-4 - n2-4

elde edilir. Boylece ispat tamamlanmis olur.
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4. FIBONACCI VE LUCAS POLINOMLARININ k-KATLI
INTEGRALI

Tamm 4.1. U, (x) ve V, (x) polinomlarinin k kath integralleri sirasiyla

f:foxf: U,(s)ds

k katli

ve

f(ff;...f;cVn(s)ds

k katli

ile tanimlanir. Bu integraller sirasiyla (k)Un ve (k)Vn ile gosterilecektir.

Ote yandan, V,(x) = x* + 4x? + 2 polinomu i¢in Sonug 3.2’den

[Va()ds =E2 4+ 584 o), Py(x) =0,

f f V, (s)dsds = f f (s* + 4s? + 2)dsds = VZ(:) + V“Z(;C) + V41(2x) + Vzéx) %

(1+0)!

(3+D)!

i [(4 D Ve—2i(x) + —=

2
=0 | (6—i)! V2+21(x)] + P, (x), P, (x) = -

(v, (s)dsdsds = [ [ [X(s* + 4s? + 2)dsds ds
0 Jo Jo 0 Jo Jo

= V7 (x) + Vs(x) | Vs(x) n V3(x) n Vs (x) n Va(x) n V5 (x) n i)  2x
210 150 = 100 60 60 26 s - -
(4-D)! ! 5
Z ( ) [(7 l)'V7 2‘( ) + (3:_ ) V1+21(x)] + Pz(X) Pz(x) = _?x

ve boyle devam edilirse V,(x) = x* +4x%+ 2 polinomunun k Kkath integrali

1<k<n-1igin

X (X x —1(k—-1 (4-1)! (4—k—1+i)!
fo fo b fo V4-(S)ds = ;‘:Ol ( l ) (4+kl_l)' V4+k—2i(x) + mv4—k+2i(x)] + Pk—l(x)
k katli
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seklinde tahmin edilebilir. Burada P,_,(x)’in (k — 2). dereceden bir polinom oldugu

goriilebilir. Boylece V;,(x) polinomunun k katli integrali i¢in asagidaki teorem verilebilir.

Teorem4.1.1 <k <n-1igin

X (X x _1(k—1 (n-0)! (n—k—1+i)!
fo fo b fo Vn(s)ds = ;‘:O1 ( l ) (nikl—L)' Vn+k—2i(x) + ﬁvn—k+2i(x)] + Pk—l(x)
k katl

dir. Burada P,(x) sabit bir polinom ve k > 2 igin P,_,(x) ifadesi n ¢ift ise (k — 2).

dereceden bir polinom ve n tek ise (k — 1). dereceden bir polinomdur.

Ispat: k iizerine tiimevarimla ispat yapilacaktir. k = 1 igin Sonug 3.2’ye gore iddianin

dogrulugu goriilebilir. Simdi de k i¢in dogru olsun. Yani

(n—k—1+i)!
(n—1+1i)!

(k)Vn _ yvk-1 (k — 1) (n—0)!

i=0 U ;) sy V-2 () + Vn—k+2i(x)] + Pe_q(x)

dogru olsun. Simdi k + 1 i¢in

(n—k—2+i)!

Vn+k+1—2i(x) + (TL—1+l’)!

(k+1)Vn: k (k) (n=0)!
i

i=0\; ) |Garaio Vn—k—1+2i(x)] + P (x)

oldugu gosterilecektir. Buna gore

00 = [) “rs)ds

oldugu kullanilirsa kabulden

—1 (k= 1\ [_o-0! ki)
Iy Oy, (s)ds = fox( {‘(=01( : ) V=i (%) +MVH—’C+2i(x)DdS

i (n+k-i)! (n—1+i)!

+Pp (%)

X
_wk-1(k—1\[ =D ) . (n—k-1+0)! (1) .
— 4i=0 ( i ) (n+k—0)! Vn+k—21(s) + (n—1+1)! Vn—k+21(s)] (l)

+Pk (X)
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— Zl_c—l (k - 1) (n—1i)! [Vn+k+1—2i(x) Vitk—1-2i(x)
=0 i (n+k=)! L (n+k+1-20) ~ (m+k—1-20)
k=1 (k — 1\ (n=k=14+)! [Vp_g4142i®) | Vinok—142i(x)
*+Lizo ( i ) (n—1+1)! [(n—k+1+2i) + (n—k—1+2i)]  Pe(x)
_ @) Vagge1(x) | Vpgg-1(x) _ n-1)! [Va4k-1(%) | Vpag—3(x)
T (n+k)! [ (n+k+1) + (n+k-1) ] + (k 1) (n+k—-1)! [ (n+k-1) (n+k-3) ]
F o (n—k+1)! [Vyg43(x) | Vg1 (x)
(n+1)! (n—k+3) (n—k+1)
(n—k=D! [Vng+1(x) | V—g—1(%) A=K Vo gy3(X) | Vg1 (%)
(n—-1)! (n—k+1) (n—-k-1) ] + (k 1) (m)! (n—k+3) (n—k+1)
m=2)! [Vigr-1(x) | Vnpr—3(x)
Tt (n+k-2)!'L (n+k-1) + (n+k-3) ] + Pk(x)

(M)W g—1(x)

M=—D)Wyyp_1(x)

_ MWhige1(x)
T (n+k+1)!

(n+k)!(n+k-1)

(n—l)!Vn+k_3 (x)

+ (k- 1) (n+k—1)!(n+k—1)

. (n—k+1)'Vn_k+3(x) (n—k)'Vn_k+1(x)

+(k—1)

(n—k-2)Vy_g—1(x)

(n+k-1)!(n+k-3)

+

(n+1)!(n—k+3) (n+1)!

+ (n-1)!

_ =K)Whnks1(x¥) | | (n=2)Vpipe_1(x)
+(k 1) m)!(n—-k+1) T +

(n—k—l)!vn_k+1(x) _ (n—k)!Vn_k+3(x)
(n-1)!(n—-k+1) +(k 1) m)(n—k+3)

(n=2)Wyp 4 —_3(x)
(n+k-2)!(n+k-3)

(n+k—-1)! + Pe(x)

nm—1)!Wpnip—1(x)

_ MWhige1(x) [
T (n+k+1)!

+(k—1)

(n+k)(n+k-1)!(n+k-1)

M=-D)Wyy_3()

+(k—-1)

Mm+k)(n—1)!Wp4p_q(x) ]
(n+k)(n+k-1)!(n+k-1)

(=k)Wy_g41(x)

n (n—k=2)Vp_p—1(x)

(n+k—-1)!(n+k-3)

Tt T

(n-1)!

nM—k—1)Wp_g41(x) 4 (m=R) (k=D _je41 ()
[ n(n-1)(n—k+1) +(k 1) nn-1)!(n—-k+1) ]

+(k _ 1) (n—k)!Vn—k+3(x) + el + (n_z)!vn+k—1(x) + Pk(x)

n)!(n—k+3)

(=141 (x)

_ (M)W re41(X)

(n+k-1)!

(n+k+1)!

(n_k)!Vn_k+1 (x)
(n+1)!

+ (n—k-2)Wy_j—1(x)

(n+k)(n+k-1)!(n+k-1)

(k(n+k—1)) + -

4 (kD () (k(n —k+ 1)) +

(n—-1)!

(n=2)Vpig—1(x)
(n+k-1)!

+P,(x)

oldugu goriiliir. Dolayisiyla

(n-i)!

oy, =3t () [ v

nn-1)!(n—-k+1)

(n—k—2+1i)!

e V142 (0| + Pe(3)

tk+1-2i(X) +
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V(%) Vp—1(x) —4nUy (0)
n+1 n-1 n<—1

elde edilir. Ote yandan k = 1 ise Sonug 3.2’den f V,(s)ds =

—4nUn(0)

n2-1

ifadesi bir reel sayr oldugundan P,(x) = %"1(0) bir sabit

oldugu goriiliir.
polinomdur. Bunun yanisira k = 2 igin Py_;(x)’in n ¢ift iken (k — 2). dereceden bir
polinom oldugunu gostermek i¢in yine k {izerine tiimevarim kullanilabilir. Buna gore

k = 2 ise Teorem 3.10 ii) ve Sonug 3.2’den

X (X . Vi) Vi (x) Vi (x) Vn—2(%)
Jo Jo Vo ($)dsds = e T oron T K Y oo Y s T K

-1 1
=30 (* 7 ) [ V-2t + S22V (O] + Ko + Ky
oldugu goriilir. O halde K., + K,—, ifadesi bir reel say1 oldugundan P,(x) = K,.; +
K,_; bir sabit polinomdur. Iddianin k igin dogru oldugu kabul edilirse yani P,_;(x),
(k — 2). mertebeden bir polinom ise Sonug 3.2 kullanildiginda

(k+1)V( )_f (k)V (s)ds = k 1(k l 1) (n=0)! [Vn+k+1—2i(x) Vitk-1-2i(%)

(n+k—i)! L (n+k+1-20) (n+k—1-2i)

Knt+k—2i — 1\ (n=k=14+)! [V 142i(X) | Vag—142i(x) Kn—k+2i
(n+k-— 21)] Z ( ) (n-1+4i)! L (n—k+1+2i) (n—k—-1+2i) (n—k+2i)] +XPk 1(X)

oldugu goriiliir ve

_ k-1 k-1 (n=0! Knyk-2i — 1\ (n=k=1+1)! Kn_g42i
Pk(x) —ka_l(x) +Zi=0( i )(n+k—i)!(n+k—21)+z ( i ) (n—1+i)! (n—k+2i) (4'1)

olarak alinirsa P (x) polinomunun (k — 1). mertebeden bir polinom sonucuna vartlir.

Benzer bir ispat n tek oldugunda da yapilir. Bdylece ispat tamamlanmis olur.

Sonug 4.2. Teorem 4.1°de ifade edilen Py (x) polinomu igin eger n + k ¢ift ise P, (0) =
0’dur.

Ispat: (4.1)’de n + k ¢ift olarak alinirsa K, x_5; = 0 Ve K,,_x42; = 0 olacagindan P, (0) =
0 elde edilir.

Sonu¢ 4.3. k > 1 i¢in



) —1(k—1\[ @n-i) (2n—k—1+0)!
Van(1) = 1'(=01( i ) [(2n+k_i)!L2n+k—2i t o LZn—k+2i] + Pr—1(1)

dir. Burada Py_;(x), Teorem 4.1’de ifade edilen polinomdur.

48
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5. SONUCLAR VE ONERILER

Tezin ti¢lincii boliimiinde, Fibonacci ve Lucas polinomlarinin tek katli integralleri, 2 kath
integralleri ve bu polinomlara ait baz1 6zdeslikler ve teoremlerin ispatlarinda kullanilacak
olan bazi yardimci sonuglar ifade edilmistir. Tezin dordiincii boliimiinde ise Fibonacci ve
Lucas polinomlarinin k katl integraller tanimlanmis ve 6zellikle Lucas polinomunun k

katli integrali i¢in

L1 (k= 1\[ (=) (n—k=1+D)!
o Iy Iy Va(s)ds = ?:ol( i ) ﬁvmk—zt(@ +7zn_Ti)l!Vn—k+2i(x)] + Pr_q(x)
k katl

seklinde bir formiil elde edilmistir. Benzer bir sonucun Fibonacci polinomunun k kath

integrali icin bulunup bulunamayacag arastirilabilir.
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