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NOKTASAL EGiK RIEMANN DONUSUMLER UZERINE

OZET

Yiiksek lisans tezi olarak hazirlanan bu ¢aligma 4 bolimden olusmaktadir. Birinci boliimde
tezin konusuyla ilgili tarihsel siiregten bahsedilmistir. Ikinci béliimde ise diger boliimlerde
bize fayda saglayacak temel tanim, teorem ve ornekler verilmektedir.

Uciincii  boliimde, &ncelikle kompleks geometride, hemen hemen Hermityen
manifoldlardan Riemann manifoldlarina tanimlanacak olan noktasal egik Riemann
doniistim tanimi verilerek bu doniistimiin varligi ile ilgili 6rnekler verilmistir. Daha sonra,
hemen hemen Hermityen manifoldlardan Riemann manifoldlarina tanimlanan noktasal
egik Riemann doniisiimler yardimiyla total uzay (kaynak manifold) ve baz uzay (hedef
manifold) geometrisi incelenmistir. Ayrica noktasal Riemann doniisiimler tarafindan
tanimlanmis distriblisyonlar i¢in ayrisim teoremleri verilmistir. Daha sonra kompleks uzay
formlardan Riemann manifoldlarina noktasal egimli Riemann doniisiimleri i¢in Casorati
esitsizliklerini i¢eren egrilik iliskileri incelenmistir.

Dordiincii boliimde, kompleks geometride, Riemann manifoldlarindan hemen hemen
Hermityen manifoldlara tanimlanan noktasal egik Riemann doniisiimler tanimlanarak bu
doniistimler ile ilgili 6rnekler verilmistir. Daha sonra noktasal egik Riemann doniistimlerin
var olma kosullar1 incelenerek bu doniisiimlerin harmonikligi arastirilmistir. Ayrica
noktasal egik Riemann doniisiimlerin tamamen jeodezik olabilmesi i¢in gerekli ve dnemli
kosullar verilmistir.

Anahtar Kelimeler: Riemann Dontistimler, Noktasal Egik Riemann Doniisiimler, Hemen
Hemen Hermityen Manifold, Egik Fonksiyon.
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ON POINTWISE SLANT RIEMANNIAN MAPS

ABSTRACT

This study, which was developed as a master’s thesis, consists of four parts. In the thesis
of the first chapter, the political thesis of the chapter, the political process related to its
subject is mentionrd. In the second part, basic difinitions, theorems and examples that will
benefit us from other interest rates are given.

In the third chapter, firstly, the definition of point oblique Riemannian maps, which will be
defined from almost Hermitian manifolds to Riemannian manifolds in complex geometry,
is given and examples of the existence of this maps, are given. Then , with the help of point
oblique Riemannian maps defined from almost Hermitian manifolds to Riemannian
manifolds, total space (source manifold) and base space (target manifold) geometry are
investigated. Also decomposition theorems are given for distributions defined by point
Riemann maps igated, then curvature relations including Casorati inequalities for point
slope Riemannian maps from complex space forms to Riemannian manifolds are invest
maps igated.

In the fourth chapter, point oblique Riemannian maps defined from Riemannian manifols
to almost Hermitian manifolds in complex geometry are defined and examples of these
maps are given. Then, the existence conditions of point oblique Riemannian maps were
examined and the harmonicity of these mapa was investigated. In addition, necessary and
important conditions are given for point oblique Riemannian maps to be completely
geodetic.

Keywords: Riemannian Maps, Pointwise Slant Riemannian Maps, Almost Hermitian
Manifolds,Slant Function.



1. GIRIS

Diferansiyel geometride Riemann manifoldlar (veya yari-Riemann manifoldlar) arasinda
tanimlanan  donilistimlerin  temel olanlar1  izometrik immersiyonlar (Riemann
altmanifoldlar) ve Riemann submersiyonlardir. Bu doniisiimlerin genel hali ise Riemann
dontistimlerdir. Bu doniisiimler iki manifold iizerinde tanimlanan geometrik yapilari
karsilastirmak icin yaygin bir sekilde kullamlir. izometrik immersiyonlar (Riemann
altmanifoldlar1); Riemann manifoldlari, Riemann metrikleri ve Jakobiyen matrisleri ile
birlikte karakterize edilmis doniisiimlerdir. Bu tiir donisiimler, ranki keyfi olan
doniisiimlerle karsilagtirildiginda olduk¢a 6zel kalmaktadir. Bu nedenle Fischer Riemann
submersiyonlar1 ve izometrik immersiyonlar1 da iceren Riemann doéniisiimleri tanimladi.
Bir Riemann doniisiim, izometrik immersiyon ve Riemann submersiyon olmayan, ancak
kismi izometri sartin1 saglayan bir dontigimdiir. Bdylelikle iki manifold arasindaki en

genel izometri tanimlanmis olacaktir.

Altmanifoldlarin geometrisinde en dikkat c¢eken altmanifold tiirleri kompleks
manifoldlardir. Bu tir manifoldlarin altmanifoldlari, tanjant uzayinin manifoldun
kompleks yapist altindaki davranigina bagli olarak tanimlanmaktadir. Bu altmanifold
tiirlerinden bazilar1 sunlardir: Holomorfik altmanifold (invaryant altmanifold), tamamen
reel altmanifold ve egik altmanifoldlardir. Son zamanlarda egik altmanifoldlarin ve bu tiir
altmanifoldlarin tlimiinii igeren noktasal egik altmanifoldlar Chen ve Garay (2012)
tarafindan tanimlandi. Kompleks manifoldun altmanifoldu {izerinde tanimlanan bu
yapilarin Riemann submersiyonlarindaki karsiliklar: olan holomorfik submersiyon Watson
(1976), anti-invaryant Riemann submersiyon, yari-invaryant Riemann submersiyon ve
egik Riemann submersiyon kavramlar1 Sahin (2017) tarafindan tanimlandi ve farkli
uzaylarda birgok matematik¢i tarafindan calisildi. Diger taraftan holomorfik
altmanifoldlar, tamamen reel altmanifoldlar ve egik altmanifoldlar1 6zel siniflar olarak
iceren ve herhangi bir Riemann manifoldundan hemen hemen Hermityen manifolda
tanimlanan invaryant Riemann doniisiimleri, anti-invaryant Riemann doniisiimleri ve egik

Riemann déniisiimleri Sahin (2017) tarafindan tanimlandi ve bu tiir doniisiimlerin 6zellikle



hedef manifoldun geometrisini incelemede olduk¢a kullanish oldugu goriildii. Ayrica bu
doniistimlerin harmonik morfizmler teorisinde yeni sonuglar iiretmede yararli oldugu
goriildii. Ustelik holomofik submersiyonlar, anti-invaryant submersiyonlar ve egik
submersiyonlar1 6zel smiflar olarak igeren ve herhangi bir hemen hemen Hermityen
manifolddan Riemann manifolduna tanimlanan holomorfik Riemann doniistimleri, anti-

invaryant Riemann doniisiimleri ve egik Riemann doniigiimleri de ¢alisildi.

Bu ¢aligmada altmanifoldlar, Riemann submersiyonlar ve Riemann doniistim kavramlarini
0zel siniflar olarak igeren noktasal egik Riemann donilisiim kavrami tanimlanacak ve bu
doniistim kullanilarak kaynak ve hedef manifoldlarinin geometrisi ayrintili incelenecek ve

iki manifoldun geometrik yapilar karsilastirilacaktir.

Bu tezdeki amacimiz ilk olarak kompleks geometride 6nemli bir yere sahip olan hemen
hemen Hermityen manifoldlardan Riemann manifoldlara noktasal egik Riemann
doniisiimler ve Riemann manifoldlarindan hemen hemen Hermityen manifoldlara noktasal
egik Riemann doniisiimlerin tanimlar1 tizerinde durularak bu doniistimlerden elde edilen
distribiisyonlarin geometrileri incelenerek bu doniisiimler ile ilgili 6rnekler vermektir.
Daha sonra ise kaynak manifold, hedef manifold ve liflerin geometrisini ayrintili bir sekilde
incelemek ve ayrica kompleks uzay formlarindan Riemann manifoldlarina noktasal egik

Riemann doniigiimleri i¢in Casorati esitsizliklerini igeren egrilik iligkilerini incelemektir.



2. TEMEL KAVRAMLAR

2.1. Riemann Manifoldlar

Tanim 2.1.1. M bir diferansiyellenebilir manifold ve X' (M)’ de M' manifoldu tizerindeki

diferansiyellenebilir vektor alanlarinin kiimesi olsun. VX,Y,Z € X (M) ve a,b € R igin,

Gae: X (M) X X(M) = C°(M,R)

olur.
i. I X, Y) = g (Y, X)(simetrik)

il. I (X, X) =2 0,VX €X(M)icin gy (X,X) =0 & X = 0, (pozitif tanimlilik)
iii. Bilineer;
Im(@X +bY,Z2)=agyu(X,Z) +bgp(Y,2)

Ve

I (X, aY +bZ) =agy(X,Y) +bgy(X,Z2)

sartlarini saglayan g, doniistimii Riemann metrigi (veya metrik tensor) ve (M, gar) ikilisi

ise Riemann manifoldu olarak adlandirilir(Gundmundson, 2006).

Tanim 2.1.2. M’ Riemann manifoldunun metrik tensorii g, olsun. Bir X, € T,M  tanjant

vektoriiniin uzunlugu,

”Xp” = JQM(Xp'Xp) (2.1)

esitligi ile hesaplanir(Gundmundson, 2006).



Tamm 2.1.3. M Riemann manifoldunun metrik tensorii gy olsun. Sifirdan farkli

Xp, Yp €T, M tanjant vektorleri arasindaki 6 agist,

9oe(Xp, Yp) = [|[Xp[[[|Yp ]| cos 6 (22)
esitligi ile tanimlanir. Burada 6 agis1 [0, 7] kapali araligindadir(Hacisalihoglu, 2003).

Tanim 2.1.4. Y, bir M  manifoldundan bir N  manifolduna tanimlanan
diferansiyellenebilir ¥: M — N bir doniisiim olsun. X € T,M igin, M de segilen a(t)
egrisine

a(ty) = p noktasinda X vektorii teget olsun. Bu durumda y(p) = lp(a(to)) noktasinda
Q= w(a(t)) egrisine teget olacak sekilde i, (X (a(t))) vektoriinii karsilik getiren

dontigime 1 dontstiiminin tirev dontsimi denir ve ,:TyM - Tyx)N seklinde

gosterilir(Sahin, 2012).
Tanim 2.1.5. (M, g»r), (V, g») Riemann manifoldlart ve

Y: (M, gar) > (V, ga)

bir €% doniisiimii olmak tizere; V p € M ve U, V,, € TyM igin,

I (Up, Vp) = gn (d’*(Up)ﬂ/}*(Vp)) (2.3)

ifadesi saglaniyor ise M’ den V' ye tanimlanan ¢ doniisiimiine bir izometri denir(Baird

and Wood, 2003; Giindiizalp, 2007).

Tamm 2.1.6. X ve Y M manifoldu iizerinde taniml iki vektor alani olsun. C* (M, R)

kiimesinden se¢ilmis bir f fonksiyonu alalim.

[ X(M) xX(M) - X (M)



[X.Y]f =X(Yf) - Y(Xf) (2.4)
seklinde tanimlanan [, ] fonksiyonuna X ile Y in Lie (parantez) operatorii denir. Bu
operator asagidaki ozellikleri saglar(Carmo, 2003).

VX,Y,Ze X(M), f,f, € C*°(M,R) ve a,b € R olmak tizere;

i [xY]= —[v,X]

ii. [aX +bY,Z] =alX,Z]+Db[Y,Z]
iii. —[X,[Y,Z]]+ [V, [Z X]] + [Z [X,Y]] = 0, (jacobi 6zdesligi)

iv. [f X iY] = fIX, Y]+ fFXf)Y — (Y )X
dir.

Tanmm 2.1.7. M bir manifold I'(TM) de bu manifold iizerinde tanimlanan
diferansiyellenebilir vektor alanlarinin kiimesi olmak tizere; VX,Y,Z € I'(TM) ve

f € C®(M,R) i¢in, V:I'(TM) - I'(TM) ile tanimlanan ve
i VeayZ =VyZ+VyZ
i V(Y +2) =Vy¥ +VyZ
. VY =fV,Y

iv.  VifY = X[fIY + fVyY

sartlarin1 saglayan V doniisiimiine M {izerinde bir afin konneksiyon (veya lineer
konneksiyon) denir ve Vy ifadesine de X vektor alanina gore kovaryant tiirev denir(Carmo,
2003).
Tanim 2.1.8. M bir manifold, V afin konneksiyon ve [, ] Lie braketi olsun. Bu durumda
X,Y € I'(TM) i¢in,

T:r(TM) X I'(TM) - I'(TM)



(X,Y) > T(X,Y) = VY — Vy X — [X, Y] (2.5)
tensoriine torsiyon tensorii denir(Yano and Kon 1984).

Tanmim 2.1.9. M bir manifold ve VX,Y € I'(TM) i¢in T(X,Y) = 0 ise V konneksiyonuna

simetrik veya sifir torsiyonlu (torsiyonsuz) denir(Yano and Kon 1984).

Tanim 2.1.10. M bir manifold, g, simetrik ve non-singiiler bilineer form olsun. Eger V
konneksiyonu asagidaki 6zellikleri sagliyor ise bu konneksiyona Riemann konneksiyon

veya Levi-Civita konneksiyonu denir(O’Neill, 1983).
i [X,Y] =VyY -V, X

. Xgn(Y,Z2) = gue(VxY, Z) + g5 (Y, VxZ)(konneksiyonun metrikle bagdasabilme
ozelligi).

Tanmim 2.1.11. M {izerinde tanimli bir Levi-Civita konneksiyonu VX,Y,Z € I'(TM) igin
290 (VxV, Z) = Xgpne (Y, 2) + Yga (Z,X) — Zgpe (X, Y) — gac (X, [V, Z])
+9u (Y, [Z,X]) + 92 (Z, [X,Y]) (2.6)
esitligi ile bulunur. Bu esitlige koszul esitligi ad1 verilir(O’Neill, 1983).

Teorem 2.1.1. Bir Riemann manifoldu iizerinde bir tek Riemann konneksiyonu

vardir(Chen, 1973; Boothby, 1986).

Tanim 2.1.12. (M, g;¢) bir Riemann manifoldu ve a: I - M bir egri olsun. X € I'(TM)

vektor alani i¢in & = a, (i) olmak iizere VyoX = 0 ise X vektor alanina a boyunca

at
paraleldir denir(Boothby, 1986).
Tanim 2.1.13. (M, g5r) bir Riemann manifoldu olsun. a: I — M egrisinin teget vektor

alan1 a boyunca paralel ise a’ya geodezik egridir denir(Boothby, 1986).



2.1.1. Altmanifoldlar

Tamm 2.1.1.1. Eger ¢ immersiyonu 1 — 1 ise ¥ ye immedding (gémme), M ye de V" nin
(gémiilen) altmanifoldu denir(Hacisalihoglu 1982, 2003).

Tamm 2.1.1.2. M™ ve '™ Riemann manifoldlari olsun.
Y:M™ - N

C* doniisimii i¢in boy (l/J* (TpM )) = m ise Y nin p € M noktasindaki rank1 m olup

rank(y) = m ile gosterilir. Eger boy(M) = rank () ise ¥ donlisiimiine immersiyon

(daldirma) denir. Bu durumda M ye de V' nin immersed altmanifoldu denir(Hacisalihoglu

1982, 2003).

Tamm 2.1.1.3. (M, gar) ve (IV, gy) sirastyla m ve n boyutlu Riemann manifoldlari ve
Y:M->N

bir immersiyon olsun. VX,Y € I’ (Tp]\/[ ) i¢cin

ise Y’ye izometrik immersiyon (metrik koruyan immersiyon) adi verilir(Chen, 1973).

Tanmm 2.1.14. M ve N sirastyla m ve n boyutlu Riemann manifoldlar1 olsun. NV

manifoldunun altmanifoldu M olsun. ¥ ve V sirasiyla M ve N manifoldlarnin Levi-Civita

konneksiyonlar1 olsun. VX,Y € I'(TM) olmak {lizere,

h: X (M) x X (M) - XL(m)

VyY = VY + h(X,Y) (2.1.2)



ile gosterilen denkleme gauss denklemi denir. Burada VY ve h(X,Y) sirasiyla VY nin

teget ve normal bilesenleridir. h, M nin ikinci temel formudur(Chen, 1973).

Tanim 2.1.1.5. (2.1.2) denkleminde eger h = 0 ise M manifolduna tamamen geodezik

altmanifold denir(Chen, 1973).

Tamm 2.1.1.6. M ve IV sirastyla m ve n boyutlu Riemann manifoldlar1 olmak iizere, V'
manifoldunun altmanifoldu M olsun. M nin normal birim vektor alan1 V ve —AyX ve V}JgV

sirastyla 7,V nin teget ve normal bilesenleri olmak iizere,
A XL(M) x X(M) = X (M)
TV = —AyX + ViV (2.1.3)
seklinde yazilan ifadeye weingarten denklemi denir. burada Ay ye, V ye bagh sekil
operatérii, V1 konneksiyonuna da M in TL M normal konneksiyonu adi verilir(Sahin,

2012).

Ikinci temel form ve sekil operatorii arasinda

I (h(X,Y), V) = gp (Y, AyX) (2.1.4)
esitligi vardir.
2.1.2. Distribiisyon

Tamm 2.1.2.1. M bir manifold olmak lizere Vx € M noktasma T,M nin bir D, alt

uzayin karsilik getiren doniisiime distribiisyon denir.
D:M - T, M

x->D,cT,M



V x noktasinda D, geren r tane diferansiyellenebilir vektor alanlari varsa D, e

diferansiyellenebilir r-boyutlu distribiisyon denir(Chen, 1973; Sahin, 2012).
Ornek 2.1.1.1. Her vektor alan1 1-boyutlu distribiisyon tanimlar(Sahin, 2012).

Tanim 2.1.1.2. M bir C* manifold olmak iizere, M manifoldu iizerinde D; r-boyutlu bir
C® distribiisyonu ve M nin altmanifoldu M olsun. Eger Vx € M noktasinda

Maltmanifoldunun tanjant uzay: ile D, aym ise M manifolduna D nin integral

altmanifoldu denir(Chen, 1973). Yani,

bir immedding olmak iizere Vx € M i¢in
. (T,M) =D, (2.2.1)

dir. Eger D distribiisyonunun M manifoldunu kapsayan baska bir integral manifoldu

yoksa M manifolduna D nin bir maksimal integral manifoldu (leaf) denir(Chen, 1973).

Tamm 2.1.1.3. M bir C® manifold ve M nin altmanifoldu M olsun. Eger Vx € M icin
D distriblisyonunun x noktasini kapsayan bir maksimal integral manifoldu varsa D

distribiisyonuna integrallenebilirdir denir(Giindiizalp, 2007).
Ornek 2.1.1.2. 1-boyutlu her distribiisyon integrallenebilirdir(Sahin, 2012).

Tanmim 2.1.1.4. D bir distribiisyon ve X, Y € D olsun. Eger [X,Y] € D ise D distribiisyonu
involutivedir denir(Sahin, 2012).

Teorem 2.1.1.1. (Frobenius Teoremi) M bir C* manifold ve D, M iizerinde r-boyutlu
bir distribiisyon olsun. Bu durumda her involutive distribiisyonu integrallenebilirdir.

iistelik D distriblisyonunun s € M noktasindan gegen bir tek maksimal integral manifoldu
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vardir ve s noktasini ihtiva eden diger tiim integral manifoldlar bu maksimalin bir agik

altmanifoldudur(Sahin, 2012).

Tanim 2.1.1.5. (M, gjr) bir Riemann manifoldu ve (M, gy;) Riemann manifoldu

tizerindeki lineer konneksiyonu da V olsun. Eger VX € I'(TM), Y € I'(D) igin
VyY e I'(D)
ise D disribiisyonu M de paraleldir denir(Giindiizalp, 2007).

Tamm 2.1.15. (M™, g»r) ve (N7, g5) Riemann manifoldlari ve n < m olmak {izere

Y: (M, ga) = (V, gn)
orten C*doniistimii igin

ranky,, = boyN

oluyorsa ¥ ye x € M noktasinda bir submersiyon denir. Vx € M igin i bir submersiyon
ise M {lizerindeki bir i doniisiimiine submersiyon ad1 verilir(Falcitelli, Lanus and Pastore,

2004; Giindiizalp, 2007).

Tamm 2.1.16. (M™, g»r) ve (N'", g5) Riemann manifoldlari olmak tizere

P: (M, gae) > IV, gw)
bir C*doniisiimii olsun. x € M i¢in

Ve =V (¥) = cekip,, = {x €T, M:9,,(X) = 0} ¢ T, M
ve

H, =Vt cT,M

olarak tanimlayalim. V, uzayina ¥ doniisiimiiniin V,, uzaymna x noktasindaki dikey uzay1
denir. V, dikey uzayiin dik tiimleyen uzay1 olan H,, e ise 1 doniisiimiiniin x noktasindaki

yatay uzay1 denir(Baird and Wood, 2003; Giindiizalp, 2007).
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boylece M Riemann manifoldu x € M igin
T.M=V,®H,=V,dV, (2.7)
ortogonal ayrigimi mevcuttur(Giindiizalp, 2007).

Tanim 2.1.17. (M, gar) ve (N7, g») Riemann manifoldlari olmak tizere

Y: (M, ge) > IV, gw)
bir C*doniisiimii olsun. x € M noktasina sirasiyla V, ve H,, altuzaylarini karsilik getiren

x-7V,
ve

x->H,

doniisiimleri M \ Cy lizerinde swrasiyla V =V() ve H =H(y) ile gosterilen
C™ disribiisyonlarini tanimlar. V = V(y) ye ¥ nin dikey distribiisyonu veya dikey alt

demeti, H = H () ye ise yatay distribiisyonu veya yatay alt demeti denir(Baird and
Wood, 2003; Giindiizalp, 2007).

Tamm 2.1.18. M manifoldu tizerindeki herhangi bir X vektor alani yatay distribiisyona
ait ise X vektdr alanina yatay vektor alani denir ve yatay vektdr alanlarmin kiimesi X" (M)

ifadesiyle gosterilir(Sahin, 2012).

Tamm 2.1.19. M {izerindeki herhangi bir X vektor alan1 dikey distribiisyona ait ise X
vektor alanina dikey vektor alani denir ve dikey vektor alanlarinin kiimesi X7 (M) seklinde
gosterilir(Sahin, 2012).

Herhangi bir E € I'(T,M) vektor alaninin dikey ve yatay bilesenleri sirasiyla vE ve
hE ile gosterilir(Sahin, 2012).

Tamm 2.1.20. (M, gar), (W, g»r) Riemann manifoldlari arasinda
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l/J(M,g]v[) - (ng]\f)

C* submersiyonu i¢in ¥V p € M noktasinda ,, tiirev doniisiimii yatay vektorlerin

uzunlugunu koruyorsa yani U,V € H,,, s € M i¢in,

I (UV) = Gy ($s (U), s (V) (2.8)

ise Y doniisiimiine bir Riemann submersiyon denir(Falcitelli, lanus and Pastore, 2004;

Glindiizalp, 2007).
Tanim 2.1.21. (M7, g»r) , (W, g-) Riemann manifoldlart ve

IP(M;QM) - (Nrg]\f)

doniisiimii Riemann submersiyon olsun. Bu durumda (1,2) mertebeli T temel tensor alant

X,Y € I'(TM) olmak lizere
TyY = hV,xvY + vV, hY (2.9)

ile tanimlanir(O’Neill, 1966; Giindiizalp, 2007).

T temel tensor alani asagidaki 6zelliklere sahiptir.
i. X,Y,Z € '(TM) igin Ty anti-simetrik ve lineer operatordiir. Yani
I (TxY, Z) = =g (TxZ,Y) dir.
ii. X €er(TM)igin Ty yatay ve dikey altuzaylarin rollerini degistirir.
iii. T dikey tensor alanidir. Yani X € I'(TM) igin Ty = T,y dir.

iv. T dikey tensor alani simetriktir. Yani X,Y € I'(V) igin TyY = Ty X dir.

Tanmim 2.1.22. (M, g») , (N7, g») Riemann manifoldlar1 ve
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l/J(M,g]v[) - (ng]\f)

doniisiimii Riemann submersiyon olsun. Bu durumda (1,2) mertebeli A temel tensoér alani

X,Y € I'(TM) olmak lizere

AyY = hV,xvY + vV, 0¥ (2.10)

ile tanimlanir(O’Neill, 1966; Giindiizalp, 2007).

il.

iil.

1v.

X,Y,Z € I (TM) igin Ay anti-simetrik ve lineer operatordiir.

I (AxY,Z) = =g (AxZ,Y).

X eI (TM) igin Ay yatay ve dikey altuzaylarin rollerini degistirir

A yatay tensor alanidir. Yani X € I'(TM) igin Ay = Apy dir.

A yatay tensor alani alterneleyendir. Yani X,Y € I'(H) igin AyY = —Ay X dir.

Lemma 2.1.1. (M™, gar) , (WV", g») Riemann manifoldlari arasinda tanimlanan

Y: (M, gae) = (N, gx)

doniisiimii bir Riemann submersiyon olmak iizere X,Y € X*(M) ve V,W € XV(M) igin

VyW = TyW + 7,W, (2.11)
VXV = AXV + UVXV, (213)
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dir(Glindiizalp, 2007; Sahin, 2008).
Tanim 2.1.23. (M, g»c) , (N, gp-) Riemann manifoldlari ve
P: (M, ga) = WV, gw)
dontistimii bir Riemann submersiyon olsun. Eger tensor alan1 T sifir ise ¥ doniisiimiiniin
herhangi bir ¥ ~!(x) lifine M manifoldunun tamamen jeodezik altmanifoldu

denir(Falcitelli, lanus and Pastore, 2004; Giindiizalp, 2007).

Tamm 2.1.24. 1, M manifoldundan ' manifolduna bir déniisiim olsun. V' manifoldu
iizerindeki bir konneksiyon V olsun. 1 boyunca N manifoldu {izerindeki v

konneksiyonuna 1) boyunca v konneksiyonunun geri ¢ekme (pullback) konneksiyonu adi

verilir(Garcia-Rio and Kupeli, 1999).
Tamm 2.1.25. (M™, g»r) , (W, g5r) Riemann manifoldlari ve

1,[1(]‘/[;9]\/[) - (Nrg]\f)

~ Y
bir doniisiim olsun. V konneksiyonunun 3 boyunca geri ¢cekme konneksiyonu V' olmak

tizere, VX,Y € I'(TM) igin

Vip.: [(TM) x [(TM) = [(TN)

(V) (X, Y) =V J. (1) — . (VY) (2.15)

ile gosterilen Vi, doniisiimiine 1 doniisiimiiniin ikinci temel formu denir(Garcia-Rio and

Kupeli, 1999; Sahin, 2012).
Onerme 2.1.1. ¢ : (M, g5r) = (I, ga) bir déniisiim olsun. X, Y € I'(TM) igin,

(V) (X, Y) = (VI (Y, X)
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dir. Yani doniigiimiin ikinci temel formu simetriktir(Fischer, 1992; Sahin, 2012).
Tamm 2.1.26. Y: (M, gpe) = (W, gy) bir doniisiim olsun. {eq, ey,..., e}, ['(TM)
i¢in bir ortonormal yerel ¢at1 olsun. ¥ doniisiimiiniin tensiyon alan1 t(y), Vi, ikinci temel

formun izine esittir. Yani

@) = 2(V) = ) (W) (e e) (2.16)
i=1

dir. Bir Y: (M, gae) = (W, g») doniisiimiiniin tensiyon alani i boyunca bir vektor

alamdir. Yani t(y) € I, (TN) dir(Fischer, 1992; Sahin, 2012).

Tanmmm 2.1.27. Eger t(¥) =0 ise ¥: (M, gx) = (IV,gy) doniisiimiine harmonik
doniisiim denir(Fischer, 1992; Sahin, 2012).

Tamim 2.1.28. (M, g»r) , (W, g) Riemann manifoldlar1 ve

Y: (M, gp) = (N, gxn)

bir doniistim olsun. O halde s € M noktasinda 1 doniisiimiiniin tiirev doniisimi P,

olmak tizere X € Ty M ve Y € T¢)V' igin,

In W.s(X),Y) = gac(X,5(Y)) (2.17)

ile tanimlanan 1 *° doniisiimiine s € M noktasindaki i, doniisiimiiniin adjoint dontisiimii

denir(Sahin, 2012).

2.2. Kompleks Manifoldlar

Tanim 2.2.1. M bir Hausdorff uzay1 ve M de bir agik {U,},e1 olsun. Eger Vs € M i¢in

YpullgcM->W, cC"
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homeomorfizmasi var ve U, N Ug # @ olmak iizere
¢aﬁ = l/)aOIl}ﬁ_lil/)ﬁ(Ua N Uﬁ) - l/)a(Ua N Uﬁ)

Ppa = Ypote " Pa(Ug N Ug) = Pp(Ug N Up)

doniisiimleri holomorfik ise M manifolduna kompleks manifold denir. C" ve R?" 6zdes
oldugundan M manifoldu 2n —boyutlu bir reel analitik manifolddur. Burada {U,, ¥g }ge1
ya da M manifolduna holomorfik koordinat komsulugu denir(Matsushima, 1972).

Tamm 2.2.2. M manifoldu 2n —boyutlu bir reel manifold olmak lizere M manifoldu

iizerinde (1,1) mertebeli tensor alan1 J olsun. O halde Vs € M i¢in,
Js: TsM — TSM']SZ = -1y

ile tanimlanan /| endomorfizmi (lineer donlislimii) mevcutsa /] ye M manifoldu
iizerinde hemen hemen kompleks yap1 denir. M manifolduna ise /] kompleks yapisi ile

birlikte hemen hemen kompleks manifold denir(Yano and Kon, 19884; Sahin, 1996).

Tamm 2.2.3. M, hemen hemen kompleks manifold olmak lizere, eger V € M agi81

uzerinde

1Ga) =55+ 1 Gr) =57

olacak sekilde V nin {xlg , yﬁ } koordinat sistemi varsa M manifolduna kompleks manifold

ad1 verilir(Yano and Kon; 1984).

Sonug 2.2.1. M bir hemen hemen kompleks manifoldu ise n = 2m dir. Burada n, M nin

kompleks boyutu, 2m ise M nin reel boyutudur(Kobayashi and Nomizu, 1963).

Tamm 2.2.4. M bir hemen hemen kompleks manifold ve M nin hemen hemen kompleks

yapisi [, olsun. M iizerinde bir Riemann metrigi g, olmak lizere, VX,Y € X (M) igin
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Im Une X, InY) = gue (X, Y) (2.18)
ise gy bilineer doniisiimiine Hermityen metrik denir(Yano and Kon; 1984).

Tamm 2.2.5. M bir hemen hemen kompleks manifold olmak iizere, eger M manifoldu
iizerinde bir g Hermityen metrigi tanimli ise M ye hemen hemen Hermityen manifold
denir. M bir kompleks manifold ve M iizerinde g;,, hermityen metrigi tanimli ise M ye

Hermityen manifold denir. Bu hemen hemen Hermityen manifold VX,Y € X (M) igin,

Ja® = =T ve g (X,Y) = geUncX, Jpc¥) (2.19)
esitligini saglar(Yano and Kon; 1984).

Tanim 2.2.6. M hemen hemen Hermityen manifold, g»; ve Jyr, M lzerinde sirasiyla

Hermityen metrik ve hemen hemen kompleks yapi olsun. VX, Y € X (M) igin;

AX,Y) = g (X, JacY) (2.20)

ile taniml1 tensore temel 2-form denir. bu manifold iizerinde tanimli Hermityen metrigi g,
ve hemen hemen kompleks yapisi J;, olsun. Bu durumda M, hemen hemen Hermityen

manifoldu (M, gar, Jar) ile gosterilir(Yano and Kon; 1984).

Tamm 2.2.7. M bir hemen hemen kompleks manifold ve g;,, M {izerinde bir Hermityen
metrik olsun. Eger M {izerinde tanimlanan A temel 2-formu kapali ise yani dA = 0 ise gy,

Hermityen metrigine Kaehler metrik denir(Yano and Kon; 1984).

Tanim 2.2.8. Eger M' kompleks manifold ve M iizerinde g;,, Kaehler metrigi taniml

ise (M, g, Jar) ye Kaehler manifold denir(Yano and Kon; 1984).

Teorem 2.2.1. (M, gir,J»r) hemen hemen Hermityen manifoldun Kaehler manifold

olmasi i¢in gerek ve yeter sart

Vae =0 (2.21)
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dir(Yano and Kon; 1984).

Teorem 2.2.2. (M, gur,Jae) bir hemen hemen Hermityen manifoldu bir Kachler

manifoldu ise. VX,Y € TM igin,

(VxJm)Y=0
VY = (Vxa)Y + [ VY —— Vy/aY = JpeVxY (2.22)

dir(Yano and Kon; 1984).

Tanm 2.2.9. (M™, gar,J;,.) ve (N, g, Ja) (m > n) olacak sekilde bir hemen hemen
Hermityen manifoldlar olmak tizere, F: (M7, g, ac) = N7, gn, ) bir C®
submersiyonu asagidaki sartlart sagliyorsa bu F doniisiimiine hemen hemen Hermityen
submersiyon veya Holomorfik submersiyon denir(Yano and Kon; 1984).
i.  F bir Riemann submersiyon,
ii.  F bir hemen hemen kompleks dontisiimdiir. Yani,
FJre = I (2.23)

dir(Yano and Kon, 1984).

Tamim 2.2.10. (M™, gar, Jae) ve (W, g, Jr) hemen hemen Hermityen manifoldlar

olmak lizere

F:(M, gaerJae) = (N, g Jwv)

doniistimii bir Riemann dontisiimii olsun. Eger

FJs = In. (2.24)
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ise F doniistimiine p; € M noktasinda bir Holomorfik Riemann submersiyon denir(Sahin,

2014).

Tanim 2.2.11. (M, g, Jar) hemen hemen Hermityen manifold ve (V, g»-) Riemann

manifold olsun.

F:(M™, gaerJae) = (N, go)

donistimii (n < m) sartimm saglayan bir Riemann submersiyon olsun. Eger dikey
distribiisyon [, e gore invaryant ise F doniisiimiine bir invaryant Riemann submersiyon

denir. Yani,

Jac(gekF,) = gekF, (2.25)

dir(Sahin, 2013).

Tanim 2.2.12. F, (M, gar,Jor) hemen hemen Hermityen manifolddan (V, g»-) Riemann

manifolduna tanimlanan

F:M", gaesJae) = V", go)

dontisimii (n < m ) sartin1 saglayan bir Riemann submersiyon olsun. Eger ¢ekF, J5, €
gore anti-invaryant ise F doniisiimiine anti-invaryant Riemann submersiyon denir(Sahin,

2010).
Jac(gekF.) € (gekF,)* (2.26)

Tamim 2.2.13. F, (M, gar, Jar) hemen hemen Hermityen manifolddan (V' g»-) Riemann

manifolduna tanimlanan

F: (Mm,g]\/[»]]v[) - (Nn’g]\f)

dontisimii (n < m) sartin1 saglayan bir Riemann submersiyon olsun. D; € ¢ekF,

distriblisyonu var,
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cekF, = D@D,

Jae(D1) =Dy, Jae(D,) S (cekF)L (2.27)

ise F doniisiimiine yari-invaryant Riemann submersiyon denir. Burada D,, ¢ekF, da D,

distribisyonunun ortogonal tamamlayicisidir(Sahin, 2013).

Tanim 2.2.14. F, (M, gar,Jar) hemen hemen Hermityen manifolddan (V, g»-) Riemann

manifolduna tanimlanan

F:M", gaerJae) > V", gw)

donistimii (n < m) sartin1 saglayan Riemann submersiyon olmak iizere, eger p; € M
noktasinda sifirdan farkli X € ¢cekF,, vektoriiigin cekF,, ve JpX arasindaki 6(X) agis1
sabit yani, p; € M ve ¢ekF,, deki X tanjant vektorlerinin segiminden bagimsiz ise F

doniisiimiine egik submersiyon denir. Burada 6 agisina da egik submersiyonun egik acist

denir(Sahin, 2011).

2.3. Riemann Doniisiimler

Tamim 2.3.1. F, (M, gy) Riemann manifoldundan (JV, g;) Riemann manifolduna

tanimlanan

F:(M, gn) > (V,gn)

diferansiyellenebilir bir doniistim olsun. p; € M noktasinda F, lineer doniisiimiiniin
¢ekirdek uzaymi ¢ekF,, ve ortogonal tiimleyen uzaym da H, = (cekF)L ile

gosterelim. M’ manifoldunun p; € M noktasindaki tanjant uzay1

Tp, M = cekF., @® (cekF)t (2.28)
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ayrigimina sahip olur. p; € M noktasinda F, lineer doniisiimiiniin goriintisii gorF,p,, ve

ortogonal tiimleyen uzayini da (g('jr?-"*p 1)L ile gosterelim. Boylelikle NV nin Tg, )N

tanjant uzay1 p; € M noktasinda
.. . 1
TrppN = gorFuy, ®(gorF.p,) (2.29)

ayrigimina sahip olur. p; € M noktasinda p, = F(p,) olmak lizere

((sekp,) " g2e P

((;ek?-‘*pl)l
ve
((QﬁrT*pl)r 9w (pz)) |(g67‘T*p1)
i¢ carpim uzaylar arasinda
1 ..
Fh :(cekF.,, ) - (gorF.yp,) (2.30)

ile tanimlanan doniisiim bir lineer izometri ise

F:(M, gn) > (V,gn)

diferansiyellenebilir doniisimiine p; € M noktasindaki Riemann donilisimii adi

verlir(Fischer, 1992).
Lemma 2.3.1. F, (M, gs;) Riemann manifoldundan (M, g»-) Riemann manifolduna
tanimlanan
F: (M, gnm) > V', gw)
Riemann doniisimii olsun. VX,Y,Z € I’ ((gekﬂ)l) icin

In((VEYX,Y),F.(2)) = 0 (2.31)

esitligi vardir(Sahin, 2012).
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Ispat: F bir Riemann déniisiimii oldugu igin (2.1.17) denkleminden,

g ((VEYX ), F(D)) = g (VR F(D)) — g (R (VYY) F(2)

elde edilir. Ve F nin 6zelliginden dolay1
an (VYK F(D) = gu (VERW),F(D) - 92 (VE'Y, 2) (2.32)

elde edilir. Diger yandan V™, M nin bir Levi-Civita konneksiyonu oldugu i¢in, koszul

esitliginden;
292c(VX'Y, Z) = Xgn (F.(V), Fu(D)) + Y gac (X, Z) = Zgac (X, Y)
+9m ([X, Y], 2) + gne([Z,X],Y) — gac([Y, 2], X)
elde edilir. F([X,Y]) = [F.(X),F.(Y)] oldugu icin, gp(X,Y) = gn(F.(X), F.(V))
ifadesi kullanilarak;

(V¥Y,Z) = Xgu (F.(N, F(D) + Ygu (F(X), F(2)) — Zgn (F.(X), (1))
+9x ([F.CO,FWM]F(D) + gn ([F(2), F.(X)], F.(V))

—gw ([F.(0), F.(2)], (X))
elde edilir. Ayrica, VY, IV iizerinde bir Levi-Civita konneksiyonu oldugu igin,
92 (VY. Z) = gy (VR F(D)) (2.33)
esitligi elde edilir. (2.32) ve (2.33) esitlikleri kullanilarak,

I ((VEY(X,Y), F.(2)) = 0

elde edilir. Buradan da
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(VE)(X,Y) e I'((gorFE)L), vX, Y € I'((cekF.)L) (2.34)
olur.

Altmanifoldlardaki weingarten denklemi Riemann doniisiimlere uygulanirsa
V7V = —SyF.X + VitV (2.35)

esitligine sahip oluruz. Burada SyF. X, ng_-* ¥V nin F vektor alan1 boyunca teget bilesenidir.

SyF.X, V uzerinde bilineerdir. X,Y € I“(((;ekiﬂ)l) veV € F((géril’-'*)i) icin
(VF)X,Y) = V;:*XE(Y) - T*(V)J{[Y)
dir. Burada F,Y € I'(gorF,) oldugundan

In ((VEIX,Y),V) = gy (F.(Y), SyFX) (2.36)

esitligi vardir. (2.36) esitligi, Riemann doniisiimler i¢in doniisiimiin ikinci temel formu ile
sekil operatorii arasinadaki bagintiy1 verir. (VF,) simetrik oldugu i¢in Sy de (gorF,) mn bir
simetrik lineer doniisiimiidiir(Sahin, 2012).

simdi (2.9), (2.10) ve (2.11) denklemleri kullanilarak bir Riemann déniisimiin

tamamen geodezik olmasi icin bir tanima yer verilecektir.

Tamim 2.3.2. F, (M, gyr) Riemann manifoldundan (I, g»-) Riemann manifolduna

tanimlanan

F:(M, gn) > (V,gn)

diferansiyellenebilir doniisiim olsun. VX,Y € I'(TM) i¢in (VF)(X,Y) =0 ise bu F

doniisiimiine tamamen geodezik doniisiim denir(Sahin, 2012).

Teorem 2.3.1. F, (M, gyr) Riemann manifoldundan (WV, g-) Riemann manifolduna

tanimlanan

F:(M, gn) > (V,gn)
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Riemann doniisiim olsun. F doniislimiiniin tamamen geodezik olmasi i¢in gerek ve yeter

sart,
i, A =0
ii. SyFEX=0

. X, Yer ((gek?—"*)l) ve VET ((gbrﬂi)l) icin lifler tamamen geodeziktir(Sahin,
2012).

Ispat: ilk olarak F, (M, gjr) Riemann manifoldundan (W, g»-) Riemann manifolduna

tanimlanan

F: (M, gn) > (V, gw)
doniigiimiiniin tamamen geodezik olmasi i¢in gerek ve yeter sart VU, Uy, U, € I'(cekF,)
ve VX,Y € F(((;ek?-"*)l) igin

(VF)(X,Y) = 0,(VE)(X,U) = 0 ve (VF)(U;,Uy) =0 (2.37)

olmasidir. (VF,)(X,U) € I'(gorF,) oldugu i¢in
(VE)(X,U) =0

ifadesinin saglanabilmesi i¢in gerek ve yeter sart Y € I’ ((gekT*)i) i¢in
In((VEI(X,U), F(Y)) = 0 (2.38)
olmasidir. Burada (2.15) ifadesini kullanilarak,
(VE)(X,U) = =F.(V§'U)
elde edilir. (2.13) ifadesini kullanilarak,

(VE)(X,U) = =F.(AxU) (2.39)
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elde edilir. (2.38) ve (2.39) ifadelerinden yararlanilarak,

In(F(AxU), F(V)) = =g ((VEI(X,U), E(Y)) = 0
elde edilir. F bir Riemann doniisiim oldugundan,
Irne(AxU,Y) = =g ((VEI(X,U), F.(Y)) = 0 (2.40)
esitligi bulunur. Buradan,

I (AxU,Y) = =gy (U, AxY) = 0
olup
AyY =0
olur. Aym sekilde (VF,)(U,V) € I'(gorF,) igin

olmasi i¢in gerek ve yeter sart X € I (((;ekT*)J-) icin

I ((VEI(WU,V), F(X)) = 0 (2.41)
olmasidir. Burada yine (2.15) esitliginden faydalanilarak
(VE)WU,V) = —F.(V}V)
esitligi elde edilir. (2.11) esitligi kullanilarak
(VEIW,V) = —F.(TyV) (2.42)

elde edilir. (2.41) ve (2.42) esitliklerinden,



I (F(TV), F (X)) = —gn ((VE (U, V), (X))
elde edilir. F bir Riemann doniisiimii oldugundan otiirti

9 (TyV,X) = =g ((VFI (U, V), (X))
elde edilir. Son olarak, X, Y € I'((¢ekF.)1) igin

(VEI(X,Y) =0
olmasi i¢in gerek ve yeter sart V€ I’ ((gﬁri]—"*)l) icin
g ((VEIX,Y),V) =0

dir. (2.36) esitligi kullanilarak

In((VFI(X,Y),V) = gn (F.(Y),SyF.X) = 0

elde edilir.

buradan da SyF.X = 0 bulunur. Béylece ispat tamamlanmis olur.

26

(2.43)

(2.44)
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3. HEMEN HEMEN HERMITYEN MANIFOLDLARINDAN
Ri”EMANN MANIFOLDLARINA NOKTASAL EGIiK RIiEMANN
DONUSUMLER

Bu boliimde kompleks geometride, hemen hemen Hermityen manifoldlarindan Riemann
manifoldlarina tanimlanan noktasal egik Riemann doniisiimler ile alakali tanim, teorem ve
orneklere yer verilecektir. Noktasal egik Riemann doniigsiimlerden ortaya c¢ikan
distribiisyonlarin geometrisi incelenerek ayrisim teoremlerine yer verilecektir. Son olarak
kompleks uzay formlarindan Riemann manifoldlarina noktasal egik Riemann doniigiimleri

icin Casorati esitsizliklerini iceren egrilik iliskileri incelenmistir.

3.1. Noktasal Egik Riemann Doniisiimler

Tamim 3.1.1. F, (M, g, Jac) hemen hemen Hermityen manifoldundan (V', gy-)

Riemann manifolduna tanimlanan

F: (M, grerJoc) = (N, gov)

Bir Riemann doniisiim olsun. V p; € M noktasi ve sifirdan farkli U € I'(¢ekF, ),
vektorii i¢in [y, U ve (¢ekF,),, uzay: arasindaki 6(U) wirtinger acisi, U € I'(cekF, ),
vektor alan1 ve p; € M noktasinin se¢iminden bagimsizdir. Buradan F bir noktasal egik
Riemann doniistimdiir. Bu durumda 8, M {izerinde bir fonksiyondur, bu fonksiyona

noktasal egik Riemann doniisiimiin egik fonksiyonu denir(Giindiizalp ve Akyol, 2022).

Eger p; € M noktasi i¢in egik fonksiyon 8 = g ise noktasal egik Riemann

doniisiimii tamamen reel olarak adlandirilir. Benzer sekilde bir p; € M noktasi i¢in egik
fonksiyon 8 = 0 ise bu nokta kompleks nokta olarak adlandirilir. Eger bir noktasal egik
Riemann doniisiimii ne kompleks noktaya ne de tamamen reel noktaya sahip degilse bu

dontistime uygundur denir(Sahin, 2017).

Bu doniisiim bir alt immersiyon oldugundan doniisiimiin rank1 kaynak
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manifold {lizerinde sabittir. Buradan bu doniisiim i¢in rank teoremi kaynak manifoldun
dikey distribiisyonu, kaynak manifoldun tanjant demetinin bir integrallenebilir alt

manifolu anlamina gelir((Abraham et al. 1988), sayfa 205).

Simdi noktasal egik Riemann dontisiimler i¢in bazi1 6rnekler verelim.

Ornek 3.1.1. Hemen hemen Hermityen manifolddan bir hemen hemen Hermityen
manifolduna tanimlanan hemen hemen Hermityen submersiyonu, (gorF,)* = {0} ve § =

0 ile birlikte bir noktasal egik Riemann doniisiimdiir(Giindiizalp ve Akyol, 2022).

Ornek 3.1.2. Hemen hemen Hermityen manifolddan bir Riemann manifolduna tanimlanan
her anti-invaryant Riemann submersiyonu, 8 = g ve (gorF)*+ = {0} ile birlikte bir

noktasal egik Riemann doniisiimdiir(Giindiizalp ve Akyol, 2022).

Ornek 3.1.3. 0 egik fonksiyonu ile her uygun noktasal egik Riemann submersiyonu,
(gorF.)*+ = {0} ile birlikte bir noktasal egik Riemann doniisiimdiir(Giindiizalp ve Akyol,
2022).

Ornek 3.1.4. 6 egik acisi ile her has egik Riemann submersiyonu, (gorF.)* = {0} ile
birlikte bir noktasal egik Riemann doniisiimdiir(Giindiizalp ve Akyol, 2022).

Ornek 3.1.5. Her uygun egik Riemann déniisiimii bir sabit egik fonksiyonu ile birlikte bir

noktasal egik Riemann doniistimdiir(Giindiizalp ve Akyol, 2022).
Simdi noktasal egik Riemann doniisiimii ile ilgili uygun 6rnekler verelim.

Ornek 3.1.6. (R*, gg+) bir Riemann manifold ve (R*, ], gg+) bir hemen hemen Hermityen

manifold olsun. Bu hemen hemen Hermityen manifold tizerinde /; ,J; ve /g hemen hemen

kompleks yapilarimt  JiJ, = —J,J; ve Jg = (cosp)J; + (sinB)], sartin1 saglayacak

sekilde tanimlayalim. R* iizerindeki {/; , /,} hemen hemen kompleks yapilari
J1(b1, by, b3, by,) = (—b3,—by4, by, by) ve Jo(by, by, bz, by,) = (—by, by, by, —b3) seklinde olup
Juz = J1(=b3, by, by, —b3) = (—by, b3, —by, by)

J2J1 = J2(=bz, —by, by, by) = (b4, —b3,» b,, —b1)

oldugundan J,J, = —J,J; saglanir. Simdi ]ﬁz = —1I oldugunu gosterelim.
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Jg* =1g(Up) = Jp((cosp) J1 + (sin))5) = Jp((cosp)J1) + Jp((sin B)J;)
= c053]3(—bs, —by, by, b,) + sin 8 Jg(—=by, by, by, —bs)
= cosp(cosB)((—by, —by, —b3, —by)) + cosp(sin ) (by, —bs, by, —b;)
+sin B cosf(—by, bs, —by, by) + sin B ((sin )(—by, —b,, b3, by))
= (=by, —by, —bs, —b,)(cos?B + sin®B)
+(—by, bs, by, —by) (cosB sin f — sin B cosp)
= (=by, —by, b3, by) = —(by, by, b3, by)

oldugundan Jg bir hemen hemen bir kompleks yapidir. F, bir hemen hemen Hermityen

manifolddan bir Riemann manifolduna tanimlanan

F: (RY ], ggs) = (R*, ggs)

Riemann doniisiimiinii

) 2V2 y—t
T(x,y,z,t)—<x51na+zcosa,\/§,\/ﬁ, \/?)
seklinde secelim.

0/ 95 Oh Oh]

dx dy 0z Ot

af, 0df, df, 0df, sina 0 cosa 0

Ox W b9z ot 0 0 0 0
Tlog on of om| 7|0 0 00

> oy 9z | L0 Yz 0 “Ygs

of o O Of

[0x dy 0z Ot

buradan rank(F,) = 2’dir. Simdi dikey ve yatay distribiisyonlar1

V =c¢ekF. =sp {Vl = (—cosa,0,sina,0), V, = (0, 1/\/E,O, 1/\/2)}

H = (¢ekF)*+ =sp {Hl = (sina,0,cosa,0), H, = (0’ 1/\/2’0’_ 1/\5)}
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seklinde secelim. Buradan da
gre(Hy, Hy) = gre (F.Hy, FHy) ve gre(Hy, Hy) = gra(F.Hy, F.H,) oldugunu
gosterelim.

gr+(Hy, Hy) = ((sina,O, cosa,0),(sina,0, cosa,O)) =1

sin 0 cosa 0
0 0 0 0 sm a 1
FH, =| O 0 0 0 0
o 0 0 0 cosa 0
1 1 0
l 0 /\/f 0 / 2J
gr+(FHy, FHy) = ((1,0,0,0), (1,0,0,0)) =1 olup esitlik saglanir. Aymi sekilde

gr+(Hy, Hy) = gre(FHy, F.Hy) esitligi de saglandigindan yatay vektorlerin uzunlugu

gre(JpV1 V2)

korunur. Simdi cosf = ———
17gvalllsgvall

ifadesini bulalim. Daha sonra Jz = (cosp) J; +

(sin B)]; esitligini kullanarak /;V; i bulalim.

JgVi = ((cosp) J; + (sin B)];)(—cosq, 0,sina, 0)
= (cosp) J; (—cosa, 0,sina, 0) + (sin $)J,(0, —cosa, 0, —sin @)

= (—cosf sina, — sin fcosa, cosBcosa, —sin f sin )

VgVal| =1, IIVall = 1

1 1
vV, V,) = —cosf sina, — sin fcosa, cosffcosa, —sin 8 sin a ,(O,—,O,—)
gR4(]B 1 2) cg]R4 (( B B B :8 ) \/E '\/E )

1
= ——sinf (cosa + sina)

V2

esitlikleri kullanilarak

cosf = — \/%sinﬂ (cosa + sina) ise 6 = arccos (— %sinﬂ (cosa + sin a)) elde edilir.

bu durumda, F egik fonksiyonuf = arccos (— \/%sin S (cosa + sin a)) ile birlikte

noktasal egik Riemann doniistimdiir.



31

Ornek 3.1.7. (R®, gge) bir Riemann manifold ve (R®, J, ggs) bir hemen hemen Hermityen

manifold olsun. Bu hemen hemen Hermityen manifold iizerinde J; ,J, veJg hemen hemen
kompleks yapilarim1  JiJ, = —J,J; ve Jg = (cosp)J; + (sinfB)], sarti saglayacak

sekilde tanimlayalim.R® {izerindeki {J; ,/,} hemen hemen kompleks yapilari
J1(c1,¢2,€3,€4,C5,C6) = (—Cg,—C5, —C4, €3, €1, C2)
J2(cy, €2, €3, €4, C5,C6) = (—C3, €1, —C4, €3, —Ce, C5)

seklinde secelim. Buradan J,J, = —J,J; ve ]ﬁz = —1I esitlikleri saglanir.F, bir hemen

hemen Hermityen manifolddan bir Riemann manifolduna tanimlanan

F: (RS, ], ggs) = (R®, gre)
Riemann doniisiimiini

t -t te —t
T(tll t2; t3, t4_, t5, t6) = (2—5,t4, O, t1’ 6 3’())

V2 V2
olarak secelim. Simdi dikey ve yatay distriblisyonlar1
V =¢ek F, = {V; =(0,1,0,0,1,0), V, = (0,0,1,0,0,1)}

1 1 1 1
H = (gekT*)J_ — H1 - (OF\/_E; 0;0;__2, 0); Hz = (O’O’\/_E’O’O’_ﬁ)r
H3 = (1,0,0,0,0,0, ), H4 = (0’0,0’1’0’0)

secelim. ggre(H;, H;) = gre(F.H;, F.H;)  esitligi her i i¢in saglandigindan yatay

vektorlerin uzunlugu korunur. Simdi

_ gRG(]BVL Vz)

cosf = H———
17Valllzgval

ifadesini bulalim.
JgVi = (—cosp —sin $,0,0,0,0,cosp — sin B), ||/pVa|| = V2., V2l = V2

grs(JgV1, V2) = ggs((—cosp — sin B, 0,0,0,0, cosp — sin 8), (0,0,1,0,0,1))

= cosf —sinf
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olup cos 8 = w ise 8 = arccos (@) olur. Bu durumda, F egik fonksiyonu

6 = arccos (@) ile birlikte noktasal egik Riemann doniistimdiir.

F, bir Kaehler manifoldundan (M, gy, Jae) bir Riemann manifolduna (V, gy )

tanimlanan bir doniisiim olsun. Bu durumda, U € I'(¢ekF,) i¢in,
JamU=vyU+6U (3.1.1)

ayrisimi yazilabilir.. Burada yU ve 6U, J5,U ‘un dikey ve yatay kisimlaridir. Ayrica Y; €
I'( (¢cekF,)?1) icin agsagidaki esitlik elde edilir(Giindiizalp ve Akyol, 2022).

Yy = 7Y, + 6Y; (3.1.2)

burada da, yY; ve §Y1, JacY:' in dikey ve yatay kisimlaridir. Uy, U, € I'(¢cekF,) i¢in
asagidaki esitlikler elde edilir(Giindiizalp ve Akyol, 2022).

(Vy,8)Uy = 8Ty, U, — Ty, yU, (3.1.3)
(Vy,¥)Uz = 7Ty, U, — Ty, 8U, (3.1.4)
burada V, M iizerindeki Levi-Civita konneksiyonudur ve
(Vy,6)U, = hVy, 86U, — 6Vy, U,
(VU1V)U2 = ﬁUl]’Uz - )/WUle
seklinde yazilabilir(Giindiizalp ve Akyol, 2022).

Tamim 3.1.2. F, (M, g, Jac) hemen hemen Hermityen manifoldundan (V, gy-)

Riemann manifolduna tanimlanan

F: (M, gre:Joc) = (N, gov)

bir Riemann doniisiim olsun. Eger §, V’ya gore kovaryant tiirevi sifir ise ¢ekF, iizerindeki

V Levi-Civita konneksiyonuna gore paraleldir denir(Giindiizalp ve Akyol,
2022).

Yani U;, U, € I'(¢cekF,) igin
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(Vy,8)U, = Vy,8U, — 6V, U, = 0.

F, (M, gar,Jar) hemen hemen Hermityen manifoldundan (V' g»-) Riemann
manifolduna tanimlanan noktasal egik bir Riemann donilisiim olsun. Bu durumda,
5(¢cekF,), (¢ekF,)*’in bir alt uzayidir. Boylece, ¢ikan sonug su olur. cekF, @ §(cekF,),
Ja e gore invaryanttir. Vp; € M igin, (¢ekF.)*’in p, invaryant alt uzay: vardir. Oyle ki

Ty, M = cekF., @ 8(gekF.p,) ® My,

elde edilir(Giindiizalp ve Akyol, 2022).

Teorem 3.1.1. F, (M, gy, Jn) hemen hemen Hermityen manifoldundan (IV, gj)
Riemann manifolduna tanimlanan bir Riemann doniisiim olsun. F, bir noktasal egik
Riemann doniisiim olmast i¢in gerek ve yeter sart ¢ek¥, ilizerinde tanimlanmis reel 6

fonksiyonunun var olmasidir(Giindiizalp ve Akyol, 2022).

y? = —(cos?6)I (3.1.5)
dir.
: _ gmUnpUryU) _gM(U1:Y2U1)
Ispat. COS 6 = Uiy ULl IUslyUsl
ve U; € I'(¢ek F,) igin cos 0 = Iyl oldugundan,
[17ac U4l

_ Im (Ulr yzUl)
1U4 1

cos?0 =

elde edilir. Buradan
vy2U; = —(cos?6)U,
olur. U;,U, € I'(cek F,) i¢in (2.2), (3.1.1) ve (3.1.5)’ den

gM(yUlﬁ yUZ) = COSZHgM(Ulﬂ UZ) (316)

veE

g (68U, 6U,) = sin?0g,,(Uy, Uy) (3.1.7)
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elde edilir. Daha sonra U; € I'(g¢ek F,) igin
76U, = —sin?0U,, 56U, = —&yU, (3.1.8)

bulunur. Buradan (3.1.6) kullanilarak, {E;, sec6 yE,, E;, secf YEy, ..., E,, sec6 yE, }
kiimesi I' (¢ek F,)’in bir ortonormal bazidir. Ayni sekilde (3.1.7) de kullanilarak,

{csc O 6E,, csc O SE,, ...,csc O OE, }, F(S((;ek ?;)) i¢in bir ortonormal bazdir. Noktasal
egik immersiyonlarda oldugu gibi

{El, secH YE, E2, secl yE,, ..., E,, , secf YE,, ,csc 6 6E,,cscB 6E,, ...,cscl 6En}b321

noktasal egik Riemann doniisiimler i¢inde uyarlanmis bir bazdir.

Lemma 3.1.2. F, (M, gu,Jp) hemen hemen Hermityen manifoldundan (V', gy-)
Riemann manifolduna tanimlanan noktasal egik bir doniisiim olsun. Eger §, ¢ek, iizerinde

V'ya gore paralelse, bu durumda U; € I'(¢ekF,) i¢in
Tyu,¥Us = —cos?0Ty, Uy (3.1.9)
dir(Glindiizalp ve Akyol, 2022).
Ispat. § ‘nin paralel oldugu varsayilsin. Bu durumda U;, U, € I'(¢ekF.) igin
Ty, YUz = 8Ty, U,
elde edilir. U; ve Uy’ nin yerleri degistirilerek,
Ty,yU; = Ty,¥U, (3.1.10)

elde edilir. (3.1.10) igerisinde U, yerine yU; yazilirsa, ispat tamamlanir.Simdi, F

doniisiimiin harmonik olmasi i¢in gerekli ve yeter kosullar verilecektir.

Teorem 3.1.3. F, (M, gar,Jac) Kaehler manifoldundan (IV', g»-) Riemann manifolduna

tanimlanan noktasal egik bir donilisiim olsun. Bu durumda F’nin harmonik olmasi i¢in

gerek ve yeter sart
i.  T,gVE; = —cos?0TgE; (3.1.11)

i izlsgerry (Sej}"*(. )) €T (W), (3.1.12)
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i, izl yerr) “F (Sejﬂ-"*(.)) € I'(6(cek), (3.1.13)

olmasidir. Burada {E;,secOyE;, E;, secOyE,,..., E,, secOyE,} ve {ey} smasiyla ,
['(¢cekF,) ve I'((gorF,)L) ‘in ortonormal bazidir(Giindiizalp ve Akyol, 2022).

Ispat. E;,secOyE,, E,, secOyE,,..., E,, secOyEy, cscO8Ey,...,csc08E,y, Ey, ..., E, bir
Kanonik ortonormal bazi secelim. Burada {El,seCHyEl,EZ,seCH)/EZ,...,Ep,seCH}/Ep}

(¢ekF.)’nin bir ortonormal bazi, {E;,...,E,} w nin bir ortonormal baz1 ve 8 bir egik

fonksiyondur. Bu durumda F’ nin harmonik olmasi i¢in gerek ve yeter sart

=P (VE)(E, E) + sec?0(VE) (YE;, YE) + CSCZ@E?fl(Vﬁ)(5Ei, 0E;)

+221(VF)(ELE)) =0 (3.1.14)
(2.11) ve (2.15) kullanilarak
20 ((VE)(E, E) + sec?0(VE)(YE,, YE)) = —F.(Tg,E; + sec?0T g, vE;)  (3.1.15)
yazilir. (2.34)’ten
csc?0%;T (VF.)(SEy, 8E;) + 52, (VE)(E;, E)) € T((gorF)*)

durumuna sahibiz. Boylece
csc20% (VE)(SE;, 6E) + 2% (VE) (B, E)) =

csc?0%T, %521 g (VF) (OEy, OEp), ex)ex + Z2, iy 9o (VE) (B E), ex)er

esitligi yazilir. Burada {e; }, (g67F.)* nin bir ortonormal bazidir. (2.36) kullanilarak

csc?0%P (V) (SE;, SE) + I (VE)(E E; =

esc?0377, 55y Gy (Se Fo(OE), F.(OED ) + 5 551 v (8o, B (B, F.(E;) ) e (3.1.16)
ifadesi elde edilir. Son olarak (3.1.15), (3.1.16) ve F,’nin adjointinden ispat tamamlanir.

Lemma 3.1.4. F, (M, g, Jar) Kaehler manifoldundan (V, g»-) Riemann manifolduna
tanimlanan noktasal egik bir doniistim olsun. 6’ nin paralel olma durumunda (3.1.11)

saglanir(Giindiizalp ve Akyol, 2022).
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Tamim 3.1.3. (M, gar) ve (IV, g5 ) Riemann manifoldlari arasinda tanimlanan F
diferansiyellenebilir doniigiimii i¢in eger VU;, U, € I'(TM) icin (VF,)(U;,U,) = 0ise F

doniistimiine tamamen geodezik doniisiim denir(Giindiizalp ve Akyol, 2022).

Simdi F noktasal egik Riemann doniisiimiiniin tamamen geodezik olmasi i¢in gerekli ve

yeterli kosullar1 verelim.

Teorem 3.1.5. F, (M, gar,Jor) Kaehler manifoldundan (I, g5-) Riemann manifolduna

tanimlanan noktasal egik bir doniisiim olsun. F'nin tamamen geodezik olmasi i¢in gerek
ve yeter sart V;,Y, € ['((cekF)L) ve Uy, U, € T'(gekF,) igin,

i gM(TU16U2:]7Y1) = —QN((Vﬂ)(U1:5VU2)'ﬂ(Y1))
+gN((V:F;<)(U1' 5U2)'-7:;<(5Y1))

i, ga(Ay,8UL,7Y2) = g (V3, F(8yUL), Fu(Y2)) — g (V§, . (8U1), F.(8Y2))
iii. VyFRY, + F(6(4y, 7Yz + VL 8Y,) + (Vi 7Y, + Ay, 6Y,)) € T(gorF.)
dir(Giindiizalp ve Akyol, 2022).

Ispat. F, noktasal egik bir Riemann déniisiimiiniin tamamen geodezik olabilmesi icin
gerek ve yeter sart VY;,Y, € ['((cekF)L) ve VU, U, € T'(¢ekF,) icin, asagidaki

esitliklerin saglanmasidir.
I ((VF) (U1, U5), (Y1) = 0, gor (VE) (Y1, Ur), Fu(Y2)) = 0, (VE)(Yy, Y,) = 0
dir. (2.15), (2.19) ve (2.22) kullanilarak
I ((VEI(W,, Up), (V) = —gac (VEUL Y1) = —gac (VI ac Uz Jac V)
elde edilir. (3.1.1) ve (3.1.2) esitliklerden
I (VEY(Uy, Uy), Fu(Y1)) = —cos20 gar (Vi Uy, Y1) + sin20U; (0) gar (U, Y1)
+ 90 (VIL6YUL Y1) — gac (VLU 7Y1) — gae (VL 6U,, 6Y7)
yazilir. F bir Riemann doniistimii oldugu i¢in (2.12) ve (2.15)’ den

sin?0 g ((VE) (U, Uy), F.(Y1)) = —gar(Ty, 68Uz, 8Y1) — g (VE) (Uy, yUs,), Fo(Y1))
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+9x ((VE)(Uy, 8U,), F.(6Yy) ) (3.1.17)

bulunur. Benzer sekilde
sin®0 gy ((VE)(Yy, Up), Fu(Y2)) = —gac(Ay, UL 7Y2) — gov (V3, F.(8UL), Fu(8Y2))

t9w (VQT-*(SVUl), T*(Yz)) (3.1.18)
elde edilir.
ayrica, (2.15) ve (2.22) kullanilarak VY;,Y, € T'((¢cekF,)?') icin,
(VFI(Yy, Yz) = VQE(YZ) + :T';U1V{\/f 1Y2)
yazilir. Buradan (2.11)-(2.14) ve (3.1.1), (3.1.2) kullanilarak
(VE)(Y1,Y2) = V5, F(Y2) + F(FAy, 7Y2 + 8Ay, 7Y, + yVVy 7Y, + UV TY,
+7RVYL Y, + SRV 6Y, + yAy, 6Y, + 6 Ay, 6Y2)
esitligine ulagilir.
VAy, 7Yz + YVVy 7Ys + VAV 8Y, + y Ay, 8Y, € T(¢ekF,) oldugundan
(VE)(V1,Y,) = Vi, Fu(Yy) + F(8Ay, 7Y, + SUVPI7Y, + ShVL8Y, + 54y, 6Y,) (3.1.19)
yazilir. (3.1.17)-(3.1.19)’den ispat tamamlanir.

gg, B = M X N manifoldu iizerinde tanimli bir Riemann metrik tensor olsun ve kabul
edelim ki D ve D kanonik foliasyonlar1 her yerde dik bir sekilde kesissinler. Bu durumda
de Rham teoreminden (de Rham, 1952) biz biliyoruz ki gp, normal ¢arpim Riemann
manifoldunun metrik tensorii olmasi icin gerek ve yeter sart D ve D tamamen geodezik

foliasyon olmasidir(Ronge and Reckziege, 1993).

Simdi, noktasal egik bir Riemann doniisiimiiniin total manifoldunun yerel ¢arpim

Riemann manifoldu olmasi i¢in gerekli ve yeter kosullar verilecektir.

Teorem 3.1.6. F, (M, gur, Jar) Kaehler manifoldundan (V, g»-) Riemann manifolduna
tanimlanan noktasal egik bir dontisiim olsun. (M, gar, Ja¢) Kaehler manifoldunun yerel bir

carpim Riemann manifoldu olmasi i¢in gerek ve yeter sart
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vY,, Y, € T'((cekF)LY) ve VU, U, € T'(¢cekF,) icin,
I. gJV[(TUI(SUZIVYl) = —gn ((VE) (U4, 5yU,), F(Y1))

+gn ((VE) (WU, 8U,), %.(81))

i gn (VR (N, 7Y2), F(8U)) = g (. (Y2), VE. F.(6YU) )
—gn (F(8Yy), V{;ﬁ (6Uy))
dir(Giindiizalp ve Akyol, 2022).

Ispat. VVY,,Y, € I'(cekF.)*) ve VU, U, € I'(cekF,) igin, (2.22), (3.1.1), (3.1.2) ve
(3.1.5) ifadeleri kullanilarak
I (V9T Y2, Uy) = —cos?0 gy (Vy! Uy, Y2) + gac (V7! §yUy, V)
— g (V918U 7Y2) — gar (V3L 8U4, 8Y,)

yazilir. F bir Riemann doniisiim oldugundan (2.15) esitligi kullanilarak

sin?0gac (W, Y, Ur) = =g (Fu(Y2), (VE) (Y1, 6YUD) + g (W7, F(8yUy), Fu(Y2))
— g (F(8UL), (VE) (Y, 7%)) + g (F.(8Y), (VE) (Y1, 6U) ) — g (VE,F.(8U), F.(8Y))
elde edilir. Buradan (2.31) esitliginden

SN0, (Vi; Y2, Un) = g (V, F(8yU), Fu(¥3) = g, (Fo(8U), (VF.) (Y1, 7Y))

~3 (VQ?* (6U), F. (SYZ)) (3.1.20)

seklinde yazilir.(3.1.17) ve (3.1.20) den ispat tamamlanir.

Simdi bu boliimde kompleks uzay formlardan Riemann manifoldlarina noktasal egik

Riemann doniigiimleri i¢in Casorati esitsizliklerini igeren egrilik iligkilerini verelim.
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3.2. Kompleks Uzay Formlarindan Riemann Manifoldlarina Noktasal Egik Riemann

Doniisiimler

Tamim 3.2.1. (M, g, Jar) bir Kaehler manifoldu olsun. v sabit holomorfik kesit egriligine
sahip M (v) kompleks uzay formunun Riemann Christoffel egrilik tensorii,

VY, Y5, Y3, Y, € T'(TM) vektor alanlart igin (Yano ve Kon, 1985),

Ry (Y1, Y2, Y3, Yu) = %{gM(Yl,y4)gM(Y2,y3) = Im (Y1, Y3)gne (Y2, Ys)

+ 9 Y, IreY3) I U2Y2, Ys) — gae Yoo JneY3) e UneYe, Ya)

+293% (Y1, e Y2) 9 Une Y3 Ya) } (3.2.1)

esitligi elde edilir(Yano ve Kon, 1985).

Tamm 3.2.2. F, (M, g)r) Riemann manifoldunun (V, g5 )Riemann manifolduna bir
Riemann déniisiimii olsun. Sirasiyla, Ry, ve Ry, VM ve V" ’nin egrilik tensor alanlari
olsun. Bu durumda, VY;,Y,,Ys,Y, € I'((gcekF,)"L) icin gauss formiilii

v Ry (FYy, FY2)FY3, FYy) = gy (R (Y1, Y2) Y3, Ya) + g (VE) (Y1, ¥3), (VE) (Y2, Ya))

—gn ((VE) (Y, Y), (VE) (Yy, Y2)) (3.2.2)
seklindedir(Sahin, 2017).

Simdi varsayalim ki F, bir (M™(V),Jar, gm) kompleks uzay formundan bir
(W™, gp)Riemann manifolduna tanimlanan 3 < n = ranke < min{b,,b,} sartim

saglayan bir Riemann déniisiim olsun. VY;,Y,, Y3, Y, € T'(cekF.)t icin (3.2.1) kullanilarak

In Rog (FVy FY)F Y3, FYa) = = (00 (Y9 (F Ys) = G Vo, Y Gae (Y2, Ya)
93 I Y20 U2Ya Us) = Gre Vo 3eY2) 9 Unels, U) + 205 O Y2 e Une Y, U}
93 ((VEI (1, ¥3), (VR (2, Y)) = gor (PEI (1, Ya), (VE) (12, 15) (3:23
esitligine sahip oluruz(Giindiizalp ve Akyol, 2022).

p1 € M ve (¢cekF,)"* ve (gorF.)* in iki ortonormal bazi sirasiyla {Ey, Es, ..., E,} ve

{Ep+1,Eps2, ..., Ep,} olsun. Buradan gorF,’in boyutu p’dir. Bu yiizden
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Wi = gs, (VE)(EED,Bg),  ks=1..p, [f=p+1..,b, (3.2.4)
I 12= 2§ 1 g, ((VF) (Ex, Es), (VE) (v, Es)) (3.2.5)
ve
iz =30 (VE)(Ew Ex), N izF I1*= gy (izF, izF) (3.2.6)

yazilabilir(Glindiizalp ve Akyol, 2022).

F’ nin normunun karesi, (N™, g5-) manifoldu tzerindeki (¢ekF,)* yatay uzayinin ikinci
temel formu, C ile gosterilir ve (¢cekF,)* yatay uzaymin Casorati egriligi olarak

adlandirilir. Boylece (3.2.7)’den

20 (FE? (3.2.7)

1 1
_ 2_ —vyb
C=SNF =850,

elde edilir(Giindiizalp ve Akyol, 2022).
simdi F bir Riemann doénisiimi oldugu icin (3.1.1) ve (3.2.3) kullanilarak
3P 10w Ry (FEy, F.E)F.Eg, F.E) = Sp(p — 1) + 23}, g3 (F.Ey, F.OES)
+2 o1 ((VE) (Ex, Es), VFE) (Es, Ex)) — 2 519 (VE) (B, Ex), (VE) (Es, E)) - (3.2.8)

elde edilir (Glindiizalp ve Akyol, 2022).

buradan
gorF, — K _ 3_1/ S 112 Il 2
2t =2P@ =D+ 116 1%+ pC—ll izF | (3.2.9)
esitligi elde edilir. Buradan gor,’in iizerindeki 799" sakaler egriligi
9% = 38 19w (R (F.Ey, F.E5)F.E, F.Ey)
ve
I 6 12= %} ;_, 9%, (F.Ey, F.OE)

esitligi tanimlanir(Giindiizalp ve Akyol, 2022). (3.2.9) esitliginden asagidaki teorem elde

edilir.
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Teorem 3.2.1. F, bir (M™ V), /s, gm) kompleks uzay formundan bir (W, gy)
Riemann manifolduna tanimlanan 3 < n =ranke < min{by,b,} sartini saglayan

noktasal egik Riemann donlsim olsun. Yatay uzay1 lizerindeki Casorati egriligi
2 . % v 1
C=—19"% ——(p—1) —— I § I’+ = Il izF II? (3.2.10)
p 4 ip p

olarak elde edilir(Giindiizalp ve Akyol, 2022). (3.2.9)

kullanilarak asagidaki sonug elde edilir.

Sonug¢ 3.2.1. F, bir (M™ V), s, 9mr) kompleks uzay formundan bir (V" g»-) Riemann
manifolduna tanimlanan 3 < n = ranke < min{b,, b,} sartini saglayan noktasal egik

Riemann donisiim olsun. eger F tamamen geodezik donlisiim ise

2099% = Zp(p— 1) + v 612
4 4

esitligi elde edilir(Giindiizalp ve Akyol, 2022).

egrilik iligkileri hem noktasal egik altmanifoldlar(Chen and Garay, 2017) hem noktasal
egik submersiyonlar(Lee and Sahin, 2019) hem de de noktasal egik Riemann doniistimler
i¢cin hesaplanmamistir. Bu ylizden aradaki iligkiler bir 6zel durum olarak diisiintilebilir. F,
bir (M™(v),Jae, gae) kompleks uzay formundan bir (M", g») Riemann manifolduna
olan (gorF,)t = {0} ile birlikte noktasal egik bir Riemann déniisiimii olsun. Varsayalim
ki{Ej,...,Ep} p1 € M igin (¢ekF, )p, dik uzaymin bir ortonormal bazi ve {Ep_,_l, ce) Ebl}
de (¢ekF.p 1)l yatay uzaymin bir ortonormal bazi olsun. ¢ekF,, dik uzay1 tizerindeki
75K+ skaler egriligi

TSekFe — Ez,s=19M(§(Ek' E)Es Ey)

cekF,

seklinde tanimlanir. ve ¢ekF,, nun k normallestirilmis skaler egriligi de

2,1.(,‘ekT*

ngk?—; —
p(p—1)

seklinde tanimlanir(Giindiizalp ve Akyol, 2022).buradan
TS = 9y (T(Ew Es). Eg),  ks=1,...,p, B=p+1,...,b,

T ”2= ZglszlgM(T(Ek' Es)' T(Ek' ES))'
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izT = 20 _,T(Ey, Ep), Il izT 1>= g (izT, izT)

yazilabilir. Ve M manifoldu {izerindeki C%*% ile gosterilen T’nin normunun
karesi,cekF,, dikey uzaymin Casorati egriligi olarak adlandirilir. Buradan asagidaki

P1 g
esitlik

1 1

elde edilir. Simdi, 2 < t i¢in (¢ekF,)p, 'nin t boyutlu alt uzayinin Ls*% nin %% (Lse*F)

Casorati egriligi asagidaki gibi tanimlanir(Giindiizalp ve Akyol, 2022).

1
C(}ekT*(L(}ekT*) — ” T ”2 t ﬁ p+1zks 1(1}59)2

gek}" gek}"

(¢ekF.)p, nin o™ *(p — 1) ve 65" *(p — 1) normallestirilmis o¢** Casorati

egrilikleri

[ cekF, (p — )] . Cﬁf” + f{cqek.’F (L(;ekT) I sekF. ((;ekiF )p1 nin hiper
~2

ylizeyi} ve

2

[ CekT (p )] — chikT* _ p_;linf{c(;ekf* (L(}Ekgj*): LC@kT*’ (gekﬂ)pl nin

hiper ylzeyi} olarak verlir(Giindiizalp ve Akyol, 2022).

Teorem 3.2.2. F, bir (M™V),Jar,gn) kompleks uzay formundan (3 <p) bir
(™, g») Riemann manifolduna olan (gérF.)* = {0} ile noktasal egik bir Riemann
doniisiim olsun. Bu durumda, (¢ekF.),,, iizerindeki o5° ek Ve agekT normallestirilmis o —

Casorati egrilikleri, asagidakileri saglar(Giindiizalp ve Akyol, 2022).

L @)K < e (p - 1) + ~+ cos20, (3.2.11)

3v
4(p-1)
ii. (i) ks < g _Cekr? ‘(p—1) + E +

3v 2
2D °S 0 (3.2.12)
ayrica, (¢ekF,)p, lzerindeki {Ey,...,E,} ve ((¢ekF.)p, )"t tzerindeki {Epiq,...,Ep }
uygun ortonormal bazlarina gore p; € M noktasindaki herhangi bir esitsizlikte esitlik

durumu gecerlidir. T nin bilesenleri asagidakileri saglar(Giindiizalp ve Akyol, 2022).
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1
T =T = =Ty aps =5T BEP+Lp+2..,b1},
TE =0, k,se{l,,...p}(k#s), BE{p+1,p+2,...,b}
Ispat. (Falcitelli et al. 2004)’un (1.27)’si ve (3.2.1) kullanilarak,
2756KF = X (p2 — p) + ¥ cos?f — pCST 4| izT |12 (3.2.13)

elde edilir. Simdi, bir Q%¢** fonksiyonu T’nin bilesenlerine gore asagidaki ikinci

dereceden polinom ile iliskilendirilir.

1 v
QgekT-* — E [(pz _ p)egek}; + (pz _ 1)Cgek}1 (Lgek?—;)] _ ZTgek.'F* 4+ Z (pz _ p)

3pv._,
+Tcos 6.

genellestirilmis ifadeyi bozmadan, hiperdiizlem L$¢*%’nin {E;,. .., Ep_1} tarafindan

kapsandigini varsayarak ortaya koyulabilir ki

Q(,‘ERT* — Zbl Z}Z{?;i [p(Tkﬁk)z + (p + 1)(T]§3)2]

B=p+1
b - p—1
+30L 1 (20 + DIV (TE)225D THTE + —— (15,)?] (3.2.14)
dir.
(3.2.14) kullanilarak Q%¢**nin
+1 pp+1l +1 b b
TC = (T T Ty T T

kritik noktalarmin asagidaki denklemlerin sonraki sistemleri i¢in ¢6ziim olduguna

ulasilir.

anek};
B
0T,

=2(r+ 1)TE — 257 TF =0

aggek};
B
aT,,

=(r—-DT, - 252 'Tf = 0
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0 cekF,
< =40+ DT, =0
ol

bl cekF,
9 5 =2(r+ DT, =0
oL,

burada, k,s€{1,2,....p—1}, k#s ve f€e{p+1,...,b;}. Acikcasi, yukaridaki
denklemlerin sistemi sadece lineer homojen denklemlerden olusan bir sistemdir vek # s
icin T¢ ¢Oziimiinde Tk[z = 0 oldugunu ve yukaridaki denklemler sistemindekilineer
homojen denklemlerin ilk iki serisine karsilik gelen determinantinin kayiplart oldugunu

kontrol etmek kolaydir. Buna ek olarak, Q%*%’nin Hessian Matrisi asagidaki gibi

tanimlanir.
H; O 0
0 H, O
cekFy — 2
H Q") 0 0 7,
burada
2p =2 ... =2 =2
-2 2p ... =2 =2
Hy=|... ... . .. .
-2 =2 .. 2p =2
-2 -2 ... =2 p-1

0, uygun boyutlarinin sifir matrisini belirtir ve H,, H3; matrisleri asagidaki diyagonal

formlara sahip olanlardir.
H, =diag(4(p + 1D4(p+1),....4(p + 1)),
Hs =diag(2(p +1),2(p + 1), ...,2(p + 1)).
bu durumda, standart bir hesaplama, # (Q%°%%) nin 6zdegerlerinin

$11 =0, $22=p+3, $33=..=&pp =2(p+ 1),
Ek5=4(p+1)’€kb1=2(p+1)' Vk,SE{l,Z,...,p_l}, k+s

oldugunu gosterir. Ayrica Q%% paraboliktir sonucu ¢ikar ve yukaridaki denklemler
sisteminin ¢dziimii T icin olan Q%**(c) global minimum degerine ulasilir. Halbuki,

Q%ekF%(c) = 0 ve @k > 0 elde edilir. Boylece,
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v 3pv
2057 < S [(p? — p)CFIT + (p? — DET (LT )] + 2 (0 —p) + 2PY cos26 (3.2.15)

4

N =

olur. (3.2.15) kullanilarak M ’in tiim L®*% hiperdiizlemi icin

1 p+1 v 3v
cekF, ~ [_Cgekﬁ CSekF. (1 sekF. ] —+———cos?0 3.2.16
o < [ s B S e senn| 4 2 - o (3:216)

elde edilir. Simdi, (3.2.16)’daki her L¢** hiperdiizlemi iizerindeki infimumu alarak

v 3v
jsekFe < O-éekf*(p -1+ 7 + ——cos?60 (3.1.17)

4(p—1)

olur. Ayrica

TP =0, vVkse{12..p), k#s  Be{+1,..,b}
ve

B _orB — — o7k
T =21 =..=2T,

p_]_p_1J Vkﬁse{p+1,p+2,,b1}

olursa (3.1.17) i¢inde olan esitlik isaretinin kontrolii kolayca yapilabilir. Benzer sekilde

(11)’yi elde ederiz. Teorem 3.2.2. kullanilarak asagidaki sonuglar elde edilir.

Sonu¢ 3.2.2. F, bir (M ™(v), Jar, 9ar) kompleks uzay formundan 3 < p ve 8 = g egim
fonksiyonuile bir (N, g»r) Riemann manifolduna olan (g6érF.)* = {0} ile noktasal egik
bir Riemann doniisiimii olsun. Bu durumda, (¢ekF.),, iizerindeki agekf* ve Egekf*

normallestirilmis o — Casorati egrilikleri, asagidakileri saglar(Gtlindiizalp ve Akyol, 2022).

; ek, cekF. v
i kS <o; -+
s ekF, ~ =5ekF v
ii. k¢ <odg; ‘(p—1D+ "

ayrica, sadece ve sadece (¢ekF.),, tzerindeki {Ei,...,E,} ve ((cekF.), )" tizerindeki
{Ep+1,...,Eb1} uygun ortonormal bazlarima gore p; € M noktasindaki herhangi bir

esitsizlikte esitlik durumu gegerlidir. T’nin bilesenleri asagidakileri saglar(Giindiizalp ve

Akyol, 2022).

1
T =T =..=T) ,_ = ETpf;, BeEp+1,p+2...,b}
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TP =0, kse(d,,...p}(k#s), BEP+Lp+2,...,b}

Sonu¢ 3.2.3. (M™(V),Jam, gne) kompleks uzay formundan 3<p ve 6 =0 egim

fonksiyonuile (™, g»-) Riemann manifolduna olan (gérF,)t = {0} ile noktasal egik bir

. e e . . ekT, _cekF,
Riemann doniisimii olsun. Bu durumda, ((;ekT*)p , Uzerindeki acg ve 0'69

normallestirilmis o — Casorati egrilikleri, asagidakileri saglar(Giindiizalp ve Akyol,
2022).

(p+2)v
4(p-1)

(p+2)v
4(p-1)

. ekF,
i kR <al T (p

s 1)+

.. —cekF,
i, k<G (p-1) +

ayrica, sadece ve sadece (¢ekF,),, lzerindeki {E;,...,E,} ve ((cekF.), 1)l tizerindeki
{Ep+1,...,Eb1} uygun ortonormal bazlarima gore p; € M noktasindaki herhangi bir

esitsizlikte esitlik durumu gegerlidir. T’nin bilesenleri asagidakileri saglar(Giindiizalp ve
Akyol, 2022).

6 —1f = =TF = i7F pet+ip+2..b

11 — %22 7T 1p—1_2 pp’ :8 {p P IRERD] 1}1

p—

TE =0, kse(l,,...p}(k#s), BEP+Lp+2,...,b}
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4. RIEMANN MANIFOLDLARINDAN HEMEN HEMEN
HERMITYEN MANIiFOLDLARA NOKTASAL EGIiK RiEMANN
DONUSUMLER

Bu kisimda kompleks geometride, Riemann manifoldlarindan hemen hemen Hermityen
manifoldlarina tanimlanan noktasal egik Riemann doniistimler ile ilgili tanim, teorem ve
orneklere yer verilecektir. Noktasal egik Riemann doniisiimlerden ortaya c¢ikan

distribiisyonlarin geometrisi incelenerek ayrisim teoremleri incelenecektir.

4.1. Noktasal Egik Riemann Doniisiimler

Tamm 4.1.1. (M, g)r) Riemann manifold ve (IV, gy,J») hemen hemen Hermityen

manifold olmak tizere;

F: (M, gn) = NV, g Jov)

bir Riemann doniisiim olsun. Eger V p; € V' noktasi igin sifirdan farkli X € I'(gorF,) p,
vektorii igin [ F, (X) ve (g0rF,) p, uzay: arasindaki 8 (X) wirtinger agis1 X € I'(gorF,) p,
vektor alan1 ve p; € NV noktasinin se¢iminden bagimsiz ise F doniisiimiine noktasal egik
Riemann doniisiim denir(Akyol ve Giindiizalp, 2022). Bu durumda 6 agis1 V' iizerinde
noktasal egik Riemann doniigiimiiniin egik fonksiyonu olarak adlandirilir. Eger M 'nin her

noktasi tamamen gergek noktaysa, F noktasal egik Riemann doniisiimii tamamen gercek

olarak adlandirilir(Akyol ve Giindiizalp, 2022).

Ornek 4.1.1. (R* gg+) bir Riemann manifold ve (R?, g ggr+) bir hemen hemen
Hermityen manifold olsun. Bu hemen hemen Hermityen manifold lizerinde J;,/, ve Jp
hemen hemen kompleks yapilarimt [/, = —J,J; ve Jg = (cosp)]J; + (sinp)], sartim

saglayacak sekilde tanimlayalim. R* iizerindeki {J; , J,} hemen hemen kompleks yapilari

]1 (Cll Cy,C3, C4-) = (_C3I —Cy,Cq, CZ)
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J2(c1,¢3,¢3,¢4) = (—Cy, €1, €4, —C3)

seklinde gosterilsin.

F: (R? gy) = (RE,QMJ),

Xy + X3 Xy + X3 )
)

:F(Xl,XZ,X3) = (xl; \/§ ) \/8

ile verilen bir F : (IR{3 - ]Rf’;) Riemann doniisiimii diisiinelim. Bu durumda, rankF = 2 ve
6 = arccos % (\/E sinf + cos ) ve F egik fonksiyonu 8 olan bir noktasal egik Riemann

doniisiimdiir(Akyol ve Glindiizalp, 2022).
Ornek 4.1.2. Ornek 4.1.1.” deki hemen hemen kompleks yapiy1 kullanacagiz. Farz edelim
ki,

F: (R4' gN) - (]R?g, gJV[l])r j:'(xlr X2,X3, X4) = (O: x20: X4)

olsun. Basit bir hesaplama ile rank F = 2 ve 8 = f oldugunu goriiliir. Bunun sonucu
olarak, F egik fonksiyonu pf olan bir noktasal egik Riemann doniisiimdiir(Akyol ve

Glindiizalp, 2022).

Ornek 4.1.3. Ornek 4.1.1.” deki hemen hemen kompleks yap1y1 kullanacagiz. Bir doniisiim

tanimlayalim:

F: (R4' g]\f) - (RE' gM'])' T(xl,xz,x3,x4) = (xl,O, X3,0)

olsun. bu durumda, direkt hesaplamalarla, F nin jakobiyen matrisi

(=Nl
(=l e NeiNe)
O RO O
(=N}

dir. O halde F doniisiimii egik fonksiyonu f ile bir noktasal egik Riemann doniigiimdiir.

Oyle ki,

kT—<a 6) (kT)l_<a 6)
se * T V9x, Ox,” ger b C0xy 0xg
or F, = ( 6) ("T)l_<a 6)
9o =Gy oy, 9T T Gy ey,
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ifadeleri elde edilir(Akyol ve Glindiizalp, 2022).

Ornek 4.1.4. (R® ggs) bir Riemann manifold ve (R®,J 5 ggre) bir hemen hemen
Hermityen manifold olsun. Bu hemen hemen Hermityen manifold tizerinde J;,J, ve Jp
hemen hemen kompleks yapilarim 1/, = —J/; ve Jgz = (cosp)J; + (sinp)], sartim

saglayacak sekilde tanimlayalim. R® iizerindeki {J; , J,} hemen hemen kompleks yapilari
J1(dy,dy,d3,dy, ds, dg, d7,dg) = (—dg, —d;, —dg, —ds, dy, d3, dy, dy)
ve
J2(dy, dp, d3, dy, ds, dg, dy, dg) = (—da, d1, —da, d3, —de, ds, —dg, d7)
seklinde tanimlansin. Simdi /;/, = —J,J; oldugunu gosterelim.

J1(=d;y,dy, —dy, d3, —dg, ds, —dg,d;) = (d;,—dg, ds, —dg, —d3,dy, —d, dy)
Jo(=dg,—d7, —de, —ds, dy, d3, dp, dy) = (=d7,dg, —ds, ds, d3, —d4, dy, dp)

olup J1J, = —J,J; esitligi saglanir.
Jp = cosf ], +sinf ],
esitligindeki Jp, R8 iizerindeki hemen hemen kompleks yapidir.

F, bir Riemann manifoldundan bir hemen hemen Hermityen manifolda tanimlanan

F: (R® ggs) = (RE.J 5 ggs )

bir Riemann doniisiimiini

2x, +/3x
F(x1,X2,X3, X4, X5, Xg, X7,Xg) = <cosax1 —sina xg,sina,13,v19,0,V17, 0,—2 7 7)

seklinde secelim.
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[Cos a 0 0 0 0O 0 —sina
0 0O 0 0 0 O 0 0
0 0O 0 0 0 O 0 0
0 0O 0 0 0 O 0 0
Fo=1 0 0 0 0 0 O 0 0
0 0O 0 0 0 O 0 0
0 0 0 0 0 O 0 0
2 \/§/
0 /\/7 0 0 0 O 7 0
bu durumda, rank¥, = 2 olup
d d 2 0 V30
kF)* ={H, = cosa———sina=— ,Hy= ———+—=—
(cekF,) { 1 cosaax1 smaax8 2= Fom + 7 6x7}
orF, = W, * = D _sinal +_20 V30
gorF, = {Wl = coscxay1 smaay8 , Wy = G TR 0y7}

JW,* = cos BJ;(cos «, 0,0,0,0,0,0, — sin @) + sin ], (cos a, 0,0,0,0,0,0, — sin «)
= cos B(sina, 0,0,0,0,0,0, cos @) + sin 8(0, — cos «, 0,0,0,0, — sina, 0)
= (cos B sina,—sin f cosa,0,0,0,0, —sin S sin a, cos 8 cos a)
gre W, W,") =

IR® ((cos B sina,—sin S cos a,0,0,0,0, —sin B sin a, cos 8 cos ), (0, 2 0,0,0,0, v 0))

N N
sinf
= — 2cosa —V3sina
77\ )
elde edilir. Buradan
sin B .
s ——=(2cosa+V3sina) .
Wi, W (
c059=gR8(]* 1 *2)= V7 =—Sm'8(2cosa+\/§sina)
JWo ([ Two™ | 1 V7

sinf8 .
olup 8 = arc cos (— 7 (2 cos a + /3 sin a))

oldugundan F bir noktasal egik Riemann doniisiimdyir.



51

Bir, noktasal egik Riemann doniisiimiin egik fonksiyonu ile noktasal egik bir
immersiyon (ya da submersiyon) degilse ona has denir. Asagida verilen teoremi kullanarak,

noktasal egik Riemann doniisiim Orneklerini elde etmek miimkiindiir.

Teorem 4.1.1. F;, (M,g)) Riemann manifoldundan (V, gy, J5r) hemen hemen
Hermityen manifolduna bir Riemann submersiyonu olsun. ve F5 de (IV, gy, J5r) hemen
hemen Hermityen manifoldundan (P, gp,/») hemen hemen Hermityen manifolduna
noktasal egik bir immersiyon olsun. Bu durumda, F,0F; bir noktasal egik Riemann

dontistimdiir(Sahin, 2010).

Ornek 4.1.5. (R*, g5r), g standart metrikli standart Oklid uzay1 olsun. J;J, = —/,J;
sartlarini saglayan R* iizerindeki {]1 ]2} hemen hemen kompleks yapi ¢iftini géz 6niine
alalim, agagidaki gibi

Ji(a,b,c,d) = (—b,a,—d,c)

]2(0,, b, c, d) = (_C: d: a, _b)

herhangi bir gercek degerli fonksiyon f: R* — R icin,

Jp = cosBJ; + sinf ],

esitligini kullanarak R* iizerindeki yeni hemen hemen kompleks yapi Jg> i
tamimlayabilir. Bu durumda, R} = ( R*, g, ]B) bir hemen hemen Hermityen
manifolddur.

F: (R, g = (dx] + dx3 + dx} + dx})) = (R}, gar.Jp)
yukaridaki doniisiimii g6z oniine alalim. asagidaki,

(xll X2, X3, .X'4,) = (0'0' X2, xl)

Riemann submersiyonunun
m: (RY, g = (dx;? + dx,? + dxs? + dx,2)) - E?

(xlf X2, X3, x4) - (x1; x2)
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ve noktasal egik immersiyonun
l/): EZ - (R4I 91;])
(t,s) = (0,0,5,1)

birlesimidir. F'nin egik fonksiyonu 6 = f olan bir noktasal egik Riemann déniigiim
oldugunu IR{?; lizerindeki Jg uyumlu hemen hemen kompleks yapiya gore dogrulamak

kolaydir(Akyol ve Giindiizalp, 2022).

F, bir (M, g»r) Riemann manifoldundan bir (N, gy, J») hemen hemen Hermityen
manifolduna bir noktasal egik Riemann dontisiim olsun. Bu durumda F,(X) € I'(gorF,) ,

X € I'((cekF.,)™*) olmak iizere;
InF.(X) = dF.(X) + wF.(X), (4.1.1)
olacak sekilde ayrisima sahiptir. Buradan
¢F,(X) € I'(gorF,) ve wF.(X) € I'((gorF,)*)dir. AyricaV € I'((gorF,)*) igin
JV = BV + CV (4.1.2)

ayrisimina sahiptir. Buradan BV € I'(gorF,) ve CV € I'((gorF,)*t) ‘dir. Asagidaki
sonucun ispat1 egik immerrsiyonlar i¢in olanla birebir aynidir (Cabrerizo et al. 2000) ve

(Chen, 1990), bu yiizden onun ispatin1 gegiyoruz.

Teorem 4.1.2. F bir (M, g5) Riemann manifoldundan bir (N, gy, /») hemen hemen
Hermityen manifolduna bir Riemann doniisiim olsun. A € [—1,0] olacak sekilde bir Asabiti

varsa F bir noktasal egik Riemann déniisiim olur. Buradan , X € I'((¢cekF.)") i¢in
O*F.(X) = AF.(X) (4.1.3)

olur. F noktasal egik bir Riemann doniisiimii ise A = —cos?8 olur. yukaridaki teoremi

kullanarak  VX,Y € I'((gorF,)*) igin
In (dF.(X0), ¢F.(Y)) = cos?8 gar (X, Y)
Ve

In (0F.(X), 0F.(Y)) = sin?8 gy (X,Y)
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esitlikleri elde edilir. Simdi bu boliimde ek-doniisiim kavramini bu boliimde elde edilen

sonugclar i¢in yararli olmas1 amaciyla hatirlatiyoruz(Garcia-Rio ve Kiipeli, 1999).
Tamim 4.1.2. F, (M, gar) ve (IV, g»-) Riemann manifoldlar1 arasinda

F:(M,gn) = WV, gn)

bir Riemann doniisiimii olsun. Buna gore F/nin *F, adjoint doniigimtix € T, M , y €
TrpHN vep, € M icin gM(x,* T*ply) = 0N (T*plx, y) seklinde karakterize edilebilir.
V p; € M noktasinda (p, = F(py)) F LI,

Fh,: ((sekF) o), gMpl((gekT*)l(pl))) ~ ((@O1F) (P2), Inpa oo )

lineer bir doniisiim olarak diisiiniilerek F" adjointi *F h*p , le gosterilir(Akyol ve

Glindiizalp, 2022).

T*pl:(Tle,gMpz) - (szN,ngz)’ in adjointi *T*pl olsun. Bu durumda y €

I"(gt')rT*pl) iken lineer dontiisiim

(% Fp)": g1F.(py) = (sekF)*(py),

( * Fip 1)hy =* F,p,y ile tanimlanir, p, = F(p,) bir izomorfizimdir ve

-1 h
(T*%l) = ( * T*Pl) =x (T*%l)
esitligi elde edilir(Akyol ve Giindiizalp, 2022).

Teorem 4.1.3. F, (M, g5r) Riemann manifoldundan (V, gy ,/5-) Kaehler manifolduna
egik fonksiyonu 6 olan bir noktasal egik Riemann doniisim olsun. Buradan (gorZ,)
distriblisyonu V' iizerinde tamamen jeodezik bir foliasyon tanimlamasi i¢in gerek ve yeter

sart WS,y X — Vit 0dFEY — CV3wFY ¢ (gorF.)L dir(Akyol ve Giindiizalp, 2022).
ispat. gn (VEEY,V) = gy (VZOEY,JV) + gn(VEwEY,JV)
= — gn(VEP2FY,V) — gy (VR wdF.Y,V)
+ gn (VEEY,BV) + gy (VEwFY,CV)

F bir PSRM oldugundan sunu elde ederiz.
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gn(VEE.Y, V) = cos?0gy (VXFEY, V) — gy (—SweryX + VT wdFY,V)
+ g (=SoryX + V5 wEY,BV) + gy (—SorrX + VitwEY,CV)
sin?0 gy (VEF.Y,V) = — g (Vi 0dFY, V) = gor(=SuryX, BV)
+ gn (Vi wFY,CV)

Teorem 4.1.4. F, (M, g)r) Riemann manifoldundan (I, gy, /) Kaehler manifolduna
egik fonksiyonu 6 olan bir noktasal egik Riemann doniisim olsun. Buna gore
(gorF,)* distribiisyonu N iizerinde tamamen jeodezik bir foliasyon tanimlamasi igin

gerek ve yeter sart
sin20 £.X(0) gy (W, V) = gy (W, —[V, F.X] + cos?0VERV — VR ywdpV — CV¥ ywV)
olmasidir(Akyol ve Giindiizalp, 2022).
Ispat. Metrik tensériiniin 6zelligi kullanarak YV, W € I'(gorF,) ve X € I'(¢ek®F,) igin,
In(WW,FX) = — gn(W, [V, FX] + VF¥4V)

esitligi yazilir. Daha sonra (4.1.1) ve (4.1.2) kullanilarak

In(WW,FX) = = gy W, [V, EXD) + gw(W,VExd?V) + go (W, VEx0dV)

+ gn (W, CV2 ywV)

elde edilir.

F bir noktasal egik Riemann doniisiim oldugundan, (4.1.1), (4.1.2) ve (4.1.3) ifadeleri

kullanilarak
In (AW, F.X) = sin20 £.X(6) gn (W, V)
+ g (W, =V, F.X] + VE ywdV + CV g0V — cos*0VEV)

esitligi elde edilir ispat tamamlanir. Teorem 4.1.3. ve Teorem 4.1.4. kullanilarak asagidaki

sonug elde edilmistir.

Sonu¢ 4.1.1. F, bir (M, gy;) Riemann manifoldundan bir (N, gy, J5) Kaehler

manifolduna bir noktasal egik Riemann doniisiim olsun. Buradan V' goére yerel ¢arpim
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Riemann manifoldu olmasi i¢in gerek ve yeter sart asagidaki ifadeler yazilir(Akyol ve

Glindiizalp, 2022).

i. X,Y er(gorF,)ve Ve I'((gorF.)L) igin
sin20 £.X(0) gy (W, V) = gy(W, —[V,F.X] + cos?0VERV — V¥ ywdV — CVF ywV)
olur.

i, wSyryX — V¥twdFY — CVEwF.Y nin (gorF.)* 'de

hicbir bileseni yoktur(Akyol ve Giindiizalp, 2022).

Tamm 4.1.5. F, Iki Riemann manifoldu arasinda tanimlanan bir F diferansiyellenebilir
dontisimii i¢in V X,Y € I'(TM) icin (VF,)(X,Y) =0 ise F donilisimiine tamamen
jeodezik denir(Akyol ve Giindiizalp, 2022).

Tamamen jeodezik bir doniisiimiin geometrik yorumu, total uzaydaki her jeodeziyi,
yay uzunluklariyla orantili olarak baz uzayindaki bir jeodezige doniistiiriir. Asagidaki

teorem noktasal egik Riemann doniisiimiin tamamen jeodezik olmasi i¢in gerekli kosullar

verir(Akyol ve Glindiizalp, 2022).

Teorem 4.1.5. F, bir (M, g;;) Riemann manifoldundan bir (N, gy, /) Kaehler
manifolduna bir noktasal egik Riemann doniisiim olsun. Eger F tamamen jeodezik bir

doniisiim ise

i. X,Y,Z € I'(gorF,) igin asagidaki esitlik elde edilir

sin 20V (0) gy (F.X, F.Y)
= gn (EY, [F.X,V] + cos?0V) F.X — BV} oF.X + Vi) wpF.X)
ii.  lifler tamamen jeodezik altmanifoldlardir.
iili.  (cekF,)* distribiisyonu M iizerinde tamamen jeodezik bir foliasyon tanimlarsa F

tamamen jeodezik bir doniisiim olur(Akyol ve Glindiizalp, 2022).

Ispat. V X,Y € I'((¢cekF,)* )ve V € I'(gorF.) igin

I ((VEIX, V), V) = — g (FY, VE,V)



= — gy (EY,[EX,V]) — gn (Y, V) EX).
elde edilir.
g ((VEYX,Y),V) = — gu (EY, [FX VD) — gy (In Y, V) $F.X)
= gn UnFY, V) 0F.X).
In((VEIX,Y),V) = = gn (Y, [FX,V])
+5in 20V (0) gy (F.X, F.Y) — cos?0 gy (FY, V) FX)
+ g (FY, BV 0 FEX) + gn( FY, V) 0 F.X)
(1)’y1 verir ki (ii) ve (ii1) kosullari, ikinci temel formdan agiktir.
Teorem 4.1.6. F, bir (M, g5r) Riemann manifoldundan bir (N, gy, /) Kaehler

manifolduna bir noktasal egik Riemann doniisiim olsun. F ’nin harmonik olmasi i¢in

gerek ve yeter sart asagidaki kosullar

. iz {sin20(.)(0) .(.) + Sugr.0 () + PSup(.) = BYGFw F(.) -
sin%6 F, (v(_)( ))} ~0
ii. iz{wSur,)() = V{5 wdpF.()—CV S ()} =0
1il. lifler minimaldir.

olur(Akyol ve Glindiizalp, 2022).
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ispat. ikinci temel formu ve sahip oldugumuz /5> = —I 6zelligini kullanarak, herhangi

bir X,Y € I'(¢cekF,) igin

(VEIX,Y) = ~Jn (V% InFY) = Fu(VxY)

(VE)(X,Y) = =V $? FY + V5 wodFY — [y (=SprrX + VitwFY)
—F.(VxY)(VE)(X,Y)
= sin 20X (0)F.Y + cos?0(VE)(X,Y) + dSuryX + 0SuryX

—BVS*rwFY — CVEwF.Y — F.(ViY)
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verir ki
sin?0(VE)(X,Y) = sin20X(8)F.Y — V5 wdEY + dSpryX + wSeryX
+c0s?0F.(ViY) — Vit wdpFY — BV wF.Y — CVE wFY
—sin?0F, (VYY)
yukaridaki denklemde Y yerine X alarak
sin?0(VE) (X, X) = sin 20X (0)F.X — Vit wdF.X + dSyrxX + S,z xX
—BV¥*wF X — CVHwF.X — sin?0F. (Vi X)

simdi hem yukaridaki denklemin izini hem de gorF, ve (gorF,)* bilesenlerini alarak (i)

ve (ii)'yi elde ederiz. U,V € I'(¢ekF,) igin
(VFEI(U,V) = —F.(VyU) = -F.(TuV)
bu (ii1)’yi verir ki ispat tamamlanir.

Sonu¢ 4.1.2. F, (M, g»r) Riemann manifoldundan (N, gy, J») Kaehler manifolduna
bir noktasal egik Riemann doniisiim olsun. 8 sabit ise, ' nin harmonik olmasi i¢in gerek

ve yeter sart agagidaki saglanir(Akyol ve Giindiizalp, 2022).

i iz{sin20(.)(0) F() +Supr.0(.) + $Suwpro () — BYFw F() -
sin?g 7. (V(,(.))} =0

i, iz{wSur () =V wdF.() - CV FwF ()} =0

1ii. lifler minimaldir.

Teorem 4.1.7. F, (M,gy;) Riemann manifoldundan (N, gy, J») Kaehler

manifolduna bir noktasal egik Riemann doniisiim olsun. Buna gore

sin*@||(VE) (X, V)||? = sin?260||X () E.Y||? + ||5W¢,:,¢*XY||2 + ||VEtweoFEY |2

+H|Swrx¥||” + ||BVELwEY| |” + sin®6||F.(V,Y)||2

+ ||evEtwEY

+2{sin20g 5 (X(O)F.Y,Swer.xY) + sin20g » (X(O)FY, ¢S,z xY
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—sin20g (X (0)F.Y, BV wF.Y) — 2sin®6cosbg (X (8)F.Y, F.Y)
+9 5 (Swer.x Y, PSwrxY) — 9 x(Swer.x Y, BVx ' WEY)
—sin*fg nSworx¥, F(VxY)) — g N(V)leQ"fH Y, wSyrxY)
+9 5 (VFWoRY, CV WEY) — g 5 (pSwzxY, BV WEY)
—sin?0g 5 (PSwrxY, F.(VxY)) — gy WSz xY, CVEWEY)
+sin%0g » (BVLIwWEY, F.(VxY))}
olur(Akyol ve Giindiizalp, 2022).

esitlik durumunun saglanmasit i¢in gerek ve yeter sart 6’nin sabit olmasidir.
esitlik durumunda asagidaki formu alir.
|2

sin*0l|(VE) X, V% = ||Sworx ¥ || + [VEwoEY[|* + [|Swex ¥ ||

+|BVEtwEY | |” + sin®6||F.(V,Y)|I2

+ ||evEitwEY

+2{9 ¥ Swor.xY, PSwr.xY) — 9 v Swor.xY, BVy'wF.Y)

—sin? 09 v SwerxY, F.(VxY)) — g N(V)le(PT*Y: wSyrxY)

+9 5 (VErWOFEY, CVWEY) — g p(dSwrxY, BV WEY)

_SinzegN(QwaT*XY; Fo(VxY)) — g n WSy xY, C'V;lWT*Y)
+sin?0g » (BVLIWFY, F.(VxY))}

X,Y € I'((gekF,)1) igin (VFE)(X,Y) = 0 olursa, bir Riemann manifoldundan bir Kaehler
manifolduna bir noktasal egik Riemann doniisiim (¢cekF,)* tamamen jeodezik olur. Bu

kavram kullanilarak siradaki teoreme ulasilir(Akyol ve Giindiizalp, 2022).

Teorem 4.1.8. F, bir (M, gy) Riemann manifoldundan bir (N, gy, J») Kaehler
manifolduna bir noktasal egik Riemann dontlisiim olsun. Buna gore, herhangi X,Y €
I'((¢ekF,)*) i¢in

|2

sin220(IX(O)EY 12 + |[Sworx¥ | + |VEWoEY | + [|Swrx?||* + [|BVELWEY
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+|eVErwEY||® + sin*0||F. (Vx V)2

= 2{—sin20g 5 (X(O)F.Y,Sypr.xY) — sin20g » (X(O)F.Y, pS,,£xY)
+sin20g 5 (X(O)EY, BVS*wEY) + 2sin®6cosOg » (X (O)F.Y, F.Y)
+9 5 (Swprx¥, BYY*WEY) + sin?0g n (Swer.xY, F.(VxY))
+9 n (VEWOEY, WS,z xY) — g (VErwoFY, CVEWEY)
+9 5 (PSwrxY, BVErWEY) + sin20 g 5 (¢S5 xY, F(VxY))
+9nx (WSyrxY, CVLWEY) — sin?0g » (BVE W Y, F(VxY))}

esitlik durumunu olmasi igin gerek ve yeter sart F, (¢ekF,)*: -jeodezik olursa

saglanir(Akyol ve Giindiizalp, 2022).
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SONUC VE ONERILER

Bu c¢alismada kompleks geometride 6nemli bir yere sahip olan hemen hemen Hermityen
manifoldlardan Riemann manifoldlara noktasal egik Riemann doniisiimler ve Riemann
manifoldlarindan hemen hemen Hermityen manifoldlara noktasal egik Riemann
dontistimlerin tanimlar1 iizerinde durularak bu dontistimlerden elde edilen distriblisyonlarin
geometrileri incelenip 6rnekler verilmistir. Daha sonra kaynakmanifold, hedef manifold ve
liflerin geometrisi ayrintili bir sekilde incelenmistir. Ayrica kompleks uzay formlarindan
Riemann manifoldlarina noktasal egik Riemann doniistimleri i¢in Casorati esitsizliklerini
iceren egrilik iliskileri incelenmistir.Bu tez g¢alismasinin ilerde yapilmasi diisiiniilen

calismalara Onciiliik etmesi beklenmektedir.
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