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SIMGELER VE KISALTMALAR

x(M), T'(TM) : Manifoldun Vektor Alanlarinin Uzay1
gveyag : Metrik Tensor

™ : Tanjant Demet

v,V : Lineer Konneksiyon

vt : Normal Konneksiyon

D : Distribiisyon

B : 2.Temel Form

Ay : Sekil Operatorii

H : Ortalama Egrilik Vektor Alani

R : Riemann Egrilik Tensor Alani

: Torsiyon Tensor Alani
VT : T nin Kovaryant Tiirevi



NOKTASAL SLANT ALTMANIFOLDLARIN GEOMETRISI UZERINE

OZET

Bu tezde, hemen hemen Hermityen manifoldlarinin 6zel bir sinifi olan Kaehler manifoldlarinin
noktasal hemen hemen hemi-slant ve noktasal hemen hemen bi-slant altmanifolarinin
geometrisi incelenmistir. Birinci boliimde literatlir 6zeti, konunun giincelligi ve gelisimi
hakkinda bilgiler verildi. Ikinci béliimde diger boliimlere faydali olacak temel tamim ve
teoremlere yer verildi. Ugiincii Béliimde kompleks manifoldarinin slant altmanifoldar
hakkinda bilgiler verildi. Dordiincii boliimde bir Kaehler manifoldunun noktasal hemen hemen
hemi-slant altmanifoldlar tanimlanarak bu tiir altmanifoldlarin varligini garanti eden ornekler
verildi. Ayrica bu tiir altmanifolarinin geometrisi ayrintili incelendi. Son olarak besinci
bolimde, bir Kaehler manifoldunun noktasal hemen hemen bi-slant altmanifoldlar
tanimlanarak bu tiir altmanifoldlarin varligini garanti eden 6rnekler verildi. Distribiisyonlarin
geometrisi ayrintili incelendi.

Anahtar Kelimeler: Hemen hemen Hermityen manifold, noktasal hemen hemen hemi-slant
altmanifold, noktasal hemen hemen bi-slant altmanifold, noktasal hemen slant altmanifold,
distribiisyon.



ON THE GEOMETRY OF POINTWISE SLANT SUBMANIFOLDS

ABSTRACT

In this thesis, the geometry of point almost hemi-slant and point almost bi-slant submaniphos
of Kaehler manifolds, which are a special class of almost Hermitian manifolds, are investigated.
In the second chapter, basic definitions and theorems that will be useful to other chapters are
given. In the first chapter, a summary of the literature, the currentity and development of the
subject are given. In the second chapter, basic definitions and theorems that will be useful to
other chapters are given. In the third chapter, information about slant submanifos of complex
manifolds is given. In the fourth chapter, point almost hemi-slant submanifolds of a Kaehler
manifold are defined and examples that guarantee the existence of such submanifolds are given.
In addition, the geometry of such submanifos was examined in detail. Finally, in the fifth
chapter, point-almost bi-slant submanifolds of a Kaehler manifold are defined and examples
that guarantee the existence of such submanifolds are given. The geometry of the distributions
was studied in detail.

Keywords: Almost Hermitian manifolds, pointwise quasi hemi-slant submanifolds, Pointwise
quasi bi-slant submanifolds, Pointwise slant submanifolds, distribution.



1. GIRIS

Geometri ilk 6nce antik ¢agda insaat ve matematiksel problemleri ¢6zmede amaca uygun
kurallar ve formiiller seklinde meydana ¢ikti. Pisagor, Thales, Platon vb. Yunan filozoflari,
uzayin yapisinin geometriyle olan iliskisini fark ettiler ve geometriyi matematigin temeline ait
¢ok Onemli bir ¢alisma alani olarak gordiiler. Bu bilim alani ilk basta diizlem ve uzaydaki
sekilleri konu edindi. S6zii edilen sekiller somut nesnelerden tiiremelerine ragmen, geometri,
deneysel yontemlerin kullanimini ¢ok erken birakti. Bunun aksine, sekilleri somut nesnelerin
en ideal bi¢imine indirgedi. Yiizol¢iimii hesaplamak istenen bir alanin ¢izgisel taslaklarindan
ta gok cisimlerinin yoriingelerinin bulunmasina, planlara, haritalara, cografyada istimal edilen
Olgeklere, makine iiretimine, mimarhiga kadar, geometri alaninin mutlaka gerekli oldugu
anlagilmistir. Matematikgiler tarafindan uzun bir siireg boyunca kiirenin yiizeyi gibi Oklit
geometrisinin aksiyomlarinin uygulanmadig: bolgeler var oldugu biliniyordu. Fakat bu Oklit
dis1 geometrinin kesfedilmesi, sayilar ve de geometriyi birlestiren daha fazla temel ilkelerin
acikliga ulagsmasi 1800 lii yillardan sonra bagladi. Kiiresel geometri, kiiresel yiizeylerin
alanlarin1 ve agilarini hesaplamaya izin verir. Bu sistem Oklit kurallarm takip etmez. Kiiresel
geometri, birbirlerine paralel dogrular en nihayette birbirlerini keserler ve bir tiggen igindeki
acilarin toplami 180 dereceden fazladir gibi pek ¢ok yeni kavrami beraberinde getirmistir. Iste
verdigimiz Ornekteki bu liggen sekli belli sartlar altinda ‘topolojik manifold’ adini alir.
Manifold kavrami literatiire Bernard Riemann ile giris yapmis daha sonra Weyl 1923 ve
Whitneyin 1936 calismalariyla bugiinkii halini almistir. Manifoldlarin en temelinde tanjant
vektorler vardir. Tanjant vektorleri tek bir sekilde tanimlanmaz ama geometride manifoldlar
tizerindeki egri kavrami yardimiyla tanimlanabilir. Topolojik manifold olma sartlarindan biri
homeomorfizma kavramidir. Homeomorfizma topolojiyi inceleyen temel bir kavramdir.
Topolojik uzayda tanimlanan f: A — B fonksiyonu tiirevli, tersi var ve tersi de tiirevli ise bu
fonksiyon A’dan B’ye bir homeomorfizmadir. Iki manifold arasindaki baglanti
homeomorfizmalarla anlamlandirilabilir. Ornegin 1-kiire(cember) diizlemdeki bir dogruya
homeomorftur ve ¢emberin bir noktasi ¢ikarildiginda 1-boyutlu topolojik manifold olur.
Topolojik manifoldlar haritalarin birlesimi olan atlaslarla tarif edilebilir. Diferansiyellenebilir
manifoldlar ise diferansiyellenebilir yapist ile birer topolojik manifolddur. Diferansiyellenebilir

manifoldlar tizerinde ise vektorler ve vektor alanlar: bulunur.



Riemann’mn tanimladigi geometride ve Riemann manifoldlarinin ortaya c¢ikisinda Gauss
diferansiyel geometrideki calismalariyla ~ katkida ~ bulunmustur. Manifoldlar
diferansiyellenebilir oldugundan vektor alanlarinin birbiri yoniinde tiirevi ve kovaryant tiirevi
hesaplanabilir. Ayn1 zamanda diferansiyellenebilir manifoldlar arasinda lineer dontigiimler de

tanimlanabilir.

Diferensiyel geometride altmanifold teorisindeki en énemli altmanifold kavramlar1 kompleks
manifoldlar tizerinde tanimlanmistir. Bir kompleks manifoldun altmanifoldu kompleks
manifold {lizerindeki kompleks yapinin hareketine gore yapilmaktadir. Bu kavram g6z Oniine
alinarak bir ¢cok altmanifold kavrami taninlanmistir. Bunlar sirasiyla invaryant altmanifold,
anti-invarant altmanifold, yari-invaryant altmanifold, slant altmanifold, yari-slant altmanifold,
hemi-slant altmanifold, bi-slant altmanifold, hemen hemen hemi-slant altmanifold ve hemen
hemen bi slant altmanifold kavramlaridir. Chen (1990) tarafindan slant altmanifold kavrami
tanimlandiktan sonra Chen ve Garay (2012) tarafindan noktasal slant altmanifoldlar
tanimlanmistir. Bu tanimlar goz 6niine alinarak Prasad et al., (2020) tarafindan hemen hemen
hemi-slant altmanifoldlar ve Prasad et al., (2022) tarafindan hemen hemen bi-slant altmanifold
kavramlar1 tanimlanmistir. Bu kavramlarda altmanifoldun tanjant uzay1 tizerinde bulunan slant
distribiisyondaki ag1 sabittir yani nokta ve vektore bagli degildir. Ancak Chen ve Garay (2012)
tarafindan tanimlanan noktasal slant altmanifold kavraminda a¢1 bir fonksiyondur yani noktaya
baglidir. Bu diisiinceden yola ¢ikarak Beyendi (2023) ve Akyol (2023) tarafindan sirastyla
hemen hemen hemi-slant altmanifoldlar ve hemen hemen bi-slant altmanifold kavramlari

tanimlanmig ve bu altmanifoldlarin geometrisi ayrintili incelenmistir.

Bu arastirmanin amaci bir hemen hemen Hermityen manifoldun sirasiyla hemen hemen hemi-
slant altmanifold ve hemen hemen bi-slant altmanifold kavramlarini ele almak, bunlarla ilgili

tanim, teorem, sonug ve drnekleri inceleyip sunmaktir.



2. TEMEL KAVRAMLAR

2.1. Topolojik Kavramlar

Tamim 2.1.1. A bos olmayan sifirdan farkli bir kiime ve 7, A nin iis kiimesi g (A4) nin alt kiimesi

kabul edilsin. Eger

i. AQ€ErT
ii. I yibirindis kiimesi aldigimizda VA € [ i¢in, By € T = U, B, €T

iil. ByB, ...Bp€r=Nj1BiET,NER,

sartlar1 saglaniyorsa t ya A da bir topoloji veya (topolojik yap1)
denir (Aslim, 1988).

Ornek 2.1.1. A = {m,n, k,[,t} kimesi verilsin, T = {4, {m},{n, k},{m,n, k}{n, k, 1, t}} bir
topoloji olamaz. Ciinkii i¢inde @ bulunmadigindan i. kosulu saglanamaz.

T ={A,0,{m},{n k},{n kI t}} topoloji kabul edilemez. Ciinkii {m} ve {n,k} kiimeleri
bulunmasina ragmen bu iki kiimelerin birlesimleri yani {m} U {n, k} = {m, n, k} kiimesi yok
yani ii. kosulu saglanamaz.

T ={A,0,{m},{m,n, k},{nk, 1l t}} de topoloji olamaz ¢iinkii {m,n, k} ve {n,k,[,t} t ’da
bulunuyor fakat {m,n, k} n {n, k, [, t} = {n, k} t *da yoktur. Bu daiii. 6zelligi saglamadigindan
bu da topoloji olamaz fakat, 7= = {4,0,{m},{n k},{m,nk},{n k[, t}} bitin kosullar
destekler bu nedenle burdaki t, A istiinde bir topolojidir (Dirik, 2010).

Tamm 2.1.2. 7 topolojisi ile verilmis A kiimesine veya (A4, t) ikilisi topolojik uzaydir (Dirik,
2010).

Tamim 2.1.3. t daki her bir elemana A tistiinde 7 dan tanimlanmis topolojiye bagl olarak agik
bir kiime denir yani, A € 7 ise A agiktir (Dirik, 2010).



Tamim 2.1.4. A uzaymna baglh olarak tiimleyeni agik verilmis kiimeye t dan tamimlanan
topolojiye gore kapali kiime denir yani, A agik olursa A kapali kiime olarak ifade edilir (Dirik,
2010).

Ornek 2.1.2. A= {m,n,k,I,t} kiimesi iizerinde, T = {4, ®,{m}, {n, k},{m,n, k},{n, k, 1, t}}
topolojisini gbz oniinde bulundurursak A nin alt kiimelerinden = da bulunanlar bu topolojiye
bagli olarak agiktir yani, A4, @, {m},{n, k},{m,n, k},{n,k, 1, t} kimeleri agiktir. Simdi tim A

larin A ya gore tiimleyenlerini alirsak
At =0,0' = A, {m} = {(nk, L t}, {n, k}t = {m, L, t}
m,n, k} ={I,t},{n, k1, t}* = {m}
timleyenleri agik goriilen kiimeler kapali kiime de oldugundan agik kiimelerin tiimleyeni kapali
kiimeleri vermis olur. Boylece @, 4, {n, k, [, t},{m, [, t}, {l, t}, {m} kapali olan kiimelerdir. Agik
bir sekilde goriildigii iizere T topolojisinde {n, k} ve {m,n, k} acik kiimelerdir. Fakat kapali
kiime degildirler. {m, [, t} ve {l,t} ise kapal kiimelerdir fakat agik degillerdir. Baska acidan

A, 0,{m}, {n, k, 1, t} kiimeleri ise hem agik hem de kapali kiimelerdir. Diger kiimeler de ne agik
ne de kapali kabul edilir (Dirik, 2010).

Tanmm 2.1.5. A, @ tan farkl bir kiime olmak {izere ve d de bu kiimenin kartezyen ¢arpimindan

reel sayilara dogru bir uzaklik fonksiyonu olsun.

d:AxA - R
(x,y) = dxy) =& —-y)?*=|x—y|

verilsin. Eger Vx, y, z € A igin,
I.x #yi¢ind(x,y) >0 (2.1.1)

ii. d(x,y) = 0 gerek ve yeter sart x =y (2.1.2)



li. d(x,y) = d(y, x) (simetri 6zelligi ) (2.1.3)
iv.d(x,y) < d(x,z) + d(z,y) (icgen esitsizligi) (2.1.4)
kosullar1 saglanirsa d fonksiyonu A- lizerinde metrik bir fonksiyondur denir (Aslim, 1988).

Tamim 2.1.6. Bir A kiimesinde d, metrik olarak verildiginde (4, d,) ikilisi metrik uzay olarak
isimlendirilir (Aslim, 1988).

Tamim 2.1.7. (4, 7) topolojik uzay kabul edilsin. A dan secilen rastgele farkl: iki nokta x;ve y,
olsun U; ve U, ayrik olan a¢ik komsuluklari varsa yani U; N U, = @ ise (4, r) topolojik uzay1

Hausdorff uzayi olarak isimlendirilir (Dirik, 2010).

Ornek 2.1.3. E™, n-boyutlu Oklid uzayi, bir Hausdorff uzayidir. Gergekten E™ de farkli iki p,
ve g, noktalari igin U, ve U, seklinde biri p; digeriyse g, i barindiran iki tane alt kiime
bulunabilir. Oyleki U, N U, =@ oldugunda, n =1,n=2,n=3 degerleri i¢in basitce
goriilebilir (Dirik, 2010).

Tamm 2.1.8. (4, 7) ve (B, t") topolojik iki uzay olsun f: A — B fonksiyon ve x; € A olsun.
Eger f(x;) noktasindaki agik her V; komsuluguna bagli olarak f(U;) c V; yapisi saglanacak
sekilde x; noktasinda en az bir U; agik komsulugu bulunur ise f fonksiyonuna x; in bulundugu
noktada siireklidir denilir. Sayet f fonksiyonu alinan her x € A da siirekli ¢ikarsa f

fonksiyonuna A kiimesi iistiinde t ve 7" ya bagli olarak siireklidir denir (Dirik, 2010).

Tammm 2.1.9. (4,7) ve (B,t") topolojik iki uzay f:A — B bire-bir ayni zamanda orten
fonksiyon kabul edilsin. Eger hem f ayni1 zamanda f 1 siirekliyse f ye bahsedilen topolojik
uzaylar arasinda homeomorfizma ya da (topolojik es-yap1 dontisiimii) denir. Sayet topolojik iki
uzayin aralarinda bir homeomorfizma bulunuyorsa bu uzaylara homeomorfik ya da topolojik

es-yapili uzaylar denir (Dirik, 2010).

Ornek 2.1.4. X; = {(x1,y1) € E? | y; = x,2} ayrica Y; = {(x,0) € E?} ahnsin. Buradan X;

in E2 de parabol ve Y; in E? de Ox-eksenine esit oldugu agikca anlagilir.



fi: X, -1
(x1,y1) = f(x1,¥1) = x4

seklinde tanimladigimizda f; in siirekli, f, " tersinin var olup ve de f, ' in de siirekli oldugu
anlagilir. O halde f; bir homeomorfizmadir ayn1 zamanda parabol ile Ox ekseni homeomorfiktir
(Dirik, 2010).

2.2. Tensor ve Tensor Uzaylar:

Tammm 2.2.1. n-tane vektér uzayr W,, W,,... W, reel sayilar cisminde tanimli olsun.

g:Wix Wyx ... x W, = R fonksiyonu 1 < i < nigin u;, w; € W; ve Vm, k € R oldugunda,

IGWy, o, Wi, mw; + KUy, Wigq, oo, Wy) = mg(Wy, oo, Wi_q, Wi, oo, Wy)
+hg(Wy, ooy Wi_q, Ui,y o, W) (2.2.1)

sart1 saglandiginda g fonksiyonuna n-lineer fonksiyon denir (Hacisalihoglu, 1980).

Tamim 2.2.2. Wy xW,x, ..., xW,, den R ye tiim n-lineer fonksiyonlar kiimesi
LWy, Wy, ..., wy;; R) = {g|g FW Wy x w x Wy —mee ]R} (2.2.2)

seklinde verilsin. Bu kiimemizde toplama ve de skalerle c¢arpma islemleri sira ile
V(uq, Uy, oo, Uy) € WixWox, ..., xW, ve Vg4, g, € LWy, W,, ... Wy; R) igin

(gl + gZ)(“lJuZ' ""un) = gl(uliuZ' ""un) + gZ(ulﬂuZ' ""un) (223)
VA€ RveVg € L(W,, W,,...W, ; R) i¢in

(Ag)(ul’ub ---’un) = Ag(ulluZI ---'un) (224)



seklinde tamimlayacak olursak kiimemiz bu iki islem i¢in R iizerinde bir vektdr uzayina
doniisiir. Bu vektor uzayina ise Wy, W',... W, dual uzay vektorlerinin tensorel ¢arpimi denir.

Ayrica
LW, Wy, oo Wy R) =W Q@ Wy .. Q@ Wy (2.2.5)
seklinde gosterilir. W Q@ W5 &...Q W, tensor uzaymin elemanlarina n. mertebeden bir

tensor denir. Bu sekliyle n. mertebeden bir tensor n-lineer fonksiyon olarak ifade edilir.

Ozel bir surette

iseW* @ W* Q ... ® W* uzayina kovaryant tensor uzay1 ve bahsedilen uzayin her bir elemani
ise n. mertebeden bir kovaryant tensor olarak isimlendirilir. T (W) seklinde veya Q™ W*
sekliyle gosterilir (Hacisalihoglu, 1980).

Tanim 2.2.3. W ya karsi1 duali olan W* yazilirsa kovaryant tensorlerdeki tanima gore (W™)* W

ya gore izomorf olur. Boylelikle W* iizerindeki s- lineer fonksiyonlarin vektoér uzayini

olusturmus oluruz. Olusturulan bu uzay ise kontravaryant tensor uzay1 diye adlandirilir.
LW W WS5R)=WRWQ...QW =QSW = T,(W*) (2.2.6)

seklinde de gosterilip, uzayin elemanlari da s. mertebeden kovaryant tensorler diye
nitelendirilir (Boothby, 1986).

Tanmim 2.2.4. W reel sayilar cismi iizerinde tanimli vektdr uzayr ve W*, W nun duali kabul

edilsin.
LW™, W*S; R) = {g|h W X W*SM-—“W>R} (2.2.7)
dir. Burada i¢ ve dis ¢carpim iglemleri sirayla,

(g @ h)(Uq, oy Uy, Wy, v, W) = g(Uq, ooy Uy, Wo, o, W) + R(Uy, Uy, W, ., Ws)  (2.2.8)



(Ag)(uq, Uy, We, v, W) = Ag(Uy, wr, Uy, We, oo, W) (2.2.9)
gosterimi elde edilir. Buna n. mertebeden kovaryant ve s. mertebeden kontravaryant tensor
uzayi denir. Ayrica (n,s) tipinde karigik tensor uzayi olarak da isimlendirilebir. Elde edilen
uzayin elemanlarina ise (n, s) mertebeli tensor ya da (n, s) tipinde karisik tensor denir. Bu uzay

T"W) @ T,(W") =Q" (W") &...Q° (W)

ya da TJ*(W) seklinde gosterilir (Boothby, 1986).

Ornek 2.2.1.W* m elemanlar, eger W* vektdr uzaymnm duali olarak gosterilmisse

1. mertebeden kovaryant tensorler olur. Cilinkii
TI(W)®1W* =W* = {g|g W __lineer R}

dir (Dirik, 2010).

Ornek 2.22. Bir<,> i¢ carpim alahm ve bu W reel vektér uzayindaki fonksiyonda

tanimlansin. Boylelikle

<, > Wxw e 5 R}
2. mertebeden kovaryant tensordiir. Clinkii i¢ garpimi bilineerdir (Dirik, 2010).

Ornek 2.2.3. W vektor uzaymdaki her bir eleman 1. mertebeden kovaryant tensordiir. Zira,

TY(W*) = @W =W = {g|g :W* "R} dir (Dirik, 2010).

2.3. Diferensiyellenebilir Manifoldlarda Ele Alinacak Yapilar

Tammm 2.3.1. X;, Hausdorff uzay1 olsun herhangi bir U; c X; a¢ik kiimesinden W c R"

bolgesine tanimlanacak,

l/): L]1 homeomorfizm W



1 homeomorfizmi, X; de n-boyutlu koordinat sistemi olarak tanimlanir. Ayrica bu (harita)
olarak da isimlendirilir. Haritada (U;,y) gosterimine sahiptir. 1 haritasindaki koordinat

komsuluklari veya koordinat bolgeleri U; ag¢ik kiimesindedir. Sayet x; € U; ise

Y(x) = (x4 ., x™) ER®

dir. Burada bulunan x;%,..,x;™ reel sayilarma 1 haritasindaki x; noktasinmn tanimli
koordinatlar1 denir (Hacisalihoglu, 1980).

Tamim 2.3.2. Bir topolojik uzay olarak M, ele alindiginda M, in her bir noktasinin E™ ya da E™
in U; agik alt kiimesine homeomorf olacak koordinati bulunuyorsa, M;, n-boyutlu bir topolojik

manifold olarak nitelendirilir (Hacisalihoglu 1980).

Tammm 2.3.3. M; bir topolojik manifold, M; in agik bir ortisi {U; , } olarak U; , acik
kiimelerinin « indislerinin kiimesi A olarak {U; , } ortiisiinti {U; 4 }q4eq alalim. E™ de U, , Ya
homeomorf olacak agik bir kiime E,, ve

Y: Uy , —fomeomorfian - pr

olsun. Koordinat komsuluklar1 S; = {(U;y ¢, ¥q)}aea Kolleksiyonuna koordinat komsulugu

sistemi veya atlas denir (Hacisalihoglu 1980).

Tamm 2.3.4. M; n-boyutu olan topolojik manifold ve S; = {(U; ¢ ¥1 «)}aea da M; in atlasi
kabul edilsin. Sayet S; atlasindaki altta verilen o&zellikler saglaniyorsa S; ,C°,n > 1,

smifindandir denir. U; o N Uy g # @ igin, Va, B € A olursa

Pap =1 4091 p s ¢ﬁ(U1 aNU; B) > 1 (U o N U, ﬁ) (2.3.1)
ve

g =Py O = Py «(Ui o« NU; ﬁ) - Y1p (U anU; ﬁ) (2.3.2)

dir. Verilen tstteki fonksiyonlar C° smifindan olur. Sayet S; atlas1 M; in iistiinde C° simifindan

ise S; e M; de bir C*° smifindan diferensiyellenebilir yap: denir. Bundan dolay1 S; atlasinin C*
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smifinda tammlanmig olmasi (@qp); Ve (Ppe)i, s < i <n fonksiyonlart C* simifindan kabul

edilmesi ile tanimlanir (Hacisalihoglu, 1980).
Tammm 2.3.5. E™ {lizerinde acik bir alt kiime M, seklinde tanimlanmis olsun. g: M; — R
seklinde verilen fonksiyon s. mertebedeki biitiin kismi tiirevleri mevcut ve siirekliyse g

fonksiyonu €S smifindan diferensiyellenebilir bir fonksiyondur denir. Ozelde g yalmizca

siirekliyse C° smifindan oldugu sdylenebilir.

C*(My,R) ={glg: M; - R} (2.3.3)

g fonksiyonu C*® simifindadir.

C*(My,R) = {glg € C5(My,R),s € R} (2.3.4)

notasyonlar1 kullanilabilir (Hacisalihoglu, 1980).

Tamim 2.3.6. E™ de agik olan iki alt kiimemiz U; ve V; olsun. : U; — V; fonksiyonu

. € C°(Up, V1)
ii.y™t: V; > U, meveutve =t € CS(V,U)

onermeleri saglaniyorsa ¥ , C° smifindan bir difeomorfizma, ayn1 zamanda U; ile V; e s.

mertebeden difeomorfiktir denir (Hacisalihoglu, 1980).

Tamm 2.3.7. M; n-boyutlu olan topolojik bir manifold ve M; de sinifi C* olarak verilen bir
diferensiyellenebilir yap1 tanimlanabiliyorsa M; e C® smifindaki diferensiyellenebilir bir
manifold denir (Hacisalihoglu, 1980).

Tammm 2.3.8. M; diferansiyellenebilir manifoldumuz ve M; de verilen diferensiyellenebilir
fonksiyonlar kiimesi C®(M,;,R) seklinde olsun. X;:C*(M;,R) - C*(M,,R) donisiimi

Vg heC®(M,R)vea,b € Rigin

X,(ag + bh) = aX,(g) + bX;(h) (2.3.5)
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X,(g.h) = X,(g)-h + g.X;(h) (2.3.6)

sartlar1 saglaniyorsa X; € M; de bir vektor alanidir denir. M; manifoldunki vektor alanlar
kiimesi y(M,) ile gosterilir (Dirik, 2010).

Tamm 2.3.9. M; bir manifoldumuz ve p; € M; olsun. p; noktasinda bulunan

diferensiyellenebilir fonksiyonlar kiimesi C (p;) igin Vf : C(p1) > RVg,heC(py) vea,be

R icin,
Vi(ag + bh) = aV;(g) + bV;(h) (2.3.7)
ve
Vi(g.h) = V{(g)h(py) + g@)V; (h) (2.3.8)

sartlar1 saglaniyorsa 71) e M, in p; noktasinda verilen tanjant vektorii ve M; manifoldunun p,

noktasinda bulunan tanjant vektdrlerinin kiimesi Ty, (p1) seklinde gosterilir. Buna gore

To, (1) = Vi, Vi, €% (M, R) —tmeerveteimic_, |y (2:3.9)
seklinde gosterilir. Kiime igerisinde i¢ ve dis ¢arpim iglemleri sirayla

b: Ty, (1) xTy, (P1) = T, (P)

(Vip, Wiy,) = Vi, ® Wi, : C™(My,R) > R

ayrica, V g € C* (M, R) igin
(Vi,, ® Wi, )[g] =71, [g] + Wi, [g] (2.3.10)
(): R xTy, (p1) = T, (p1)

(Vi) = AV, C2(M, R) > R
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dir. Yine ayrica, V g € C*(M;, R) igin,

(2v,,) [g] = 2V, 4] (23.11)

bi¢iminde tanimlanirlar. Verilen islemlere gore Ty, (p;) reel sayilarda tanimli olan bir vektor

uzayidir. Ve bu uzaya M; in p; noktasinda verilen tanjant uzayidir denir (Hacisalihoglu, 1980).

Tamm 2.3.10. Bir Vl)pl € Ty, (p1) verilmis tanjant vektdriinde
Vl’pl[xi] =, (2.3.12)

olmak tizere (v, ..., vy) n-lisine 7{101 € Ty, (p1) tanjant vektoriindeki (x4, ..., x,) koordinat

sistemi bilesenleri diye tanimlanir. Boylece Vl)pl: C*(M;,R) » R doniistimii

n

— d .
Vip, = Z rr lp» vj = Vipa[x;] (2.3.13)
i=1

seklinde gosterilir. Koordinat sistemi olarak (x, ...,x,) p; € M; noktasinda tanimli olsun.
Boylelikle

{i
d0x,

gosterimi Ty, (p;) € gore bir baza doniisiir (Dirik, 2010).

d
1oy Ipl} (2.3.14)

Tammm 2.3.11. M;, n-boyutlu olan bir manifold ve p; noktasinda verilen tanjant uzayi ise

Ty, (p1) olsun.

Ty, (01) = (W1 [Wy: Ty, (p) "> R } (2.3.15)
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Ty, (p1) in dual uzay1 denir veya kotanjant uzay olarak da tanimlanir. Ty, (p;) noktasindaki

elemanlarina ise kovektor denir (Dirik, 2010).

Tamm 2.3.12. M, N m ve n-boyutlu olan diferensiyellenebilir manifoldlar ayrica g:M — N

fonksiyonu ise p, noktasinda diferensiyellenebilir fonksiyon olarak,
9«:Tu(p1) = Ty(g(p1))
Vl)pl - g*|p1 (Vl)pl) = (Vl)p1 [gl]lg(pl),...,vl)p1 [gn]lg(pl)) (2-3-16)

seklinde tanimli g, doniisiimiine g fonksiyonunun diferansiyeli (tiirev doniisiimii) denir. Sayet

g € C”(N,R), g(py) in komsulugunda diferensiyellenebilir bir fonksiyonsa

(9.(7,,)) h =72, (hog) (2.3.17)

dir (Hacisalihoglu, 1980).
Tamm 2.3.13. M, bir maifold ve g € C*(M,, R) verilsin. Boylelikle g nin total
diferensiyeli,
d: C* (M1, R) = Ty, (p1)
g—4dg:Ty,(p1) > R

Vl)lh - d‘g (Vl)pl) = Vl)pl[g] (2.3.18)

seklinde tanimlanur. (v*, ..., v™), p; noktalarindaki lokal koordinat sistemi dv'|py,.., dv"|,, ise

Ty, (p1) € gore bir bazdir (Dirik, 2010).

Tammm 2.3.14. g : E™ — R diferensiyellenebilir ayncaV{p1 € Tgn(p,) Verilsin. Su halde

Vl’pl = P, Q esitligi verilmek iizere;
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—

Vs [91 = = 9Py £Qs = Py, ooy Py 4 (@~ B)VRy (23.19)
reel sayis1 g nin V{pl In yone gore tiirevi olarak tanimlanir (Hacisalihoglu, 1980).
Tanmm 2.3.15. Herhangi bir X;,Y; € y(M;) ve g € C*(My,R) igin
[ 1 x(My)xx(My) - x (M)
[X1,Y1]p,9 = lel(Ylg) — Y1p1(X1g) (2.3.20)

sekliyle tamimlanmig fonksiyona X; ve Y; in Lie (bracket) operatorii diye adlandirilir
(Hacisalihoglu, 1982).

g,h € Coo(Ml, R),Xl, Yl’Zl € X(Ml) Olmak uzere

[X1,Y1]lg € C¥(My,R), (2.3.21)

[gX, + hY;] = g(h[X, V1)) + g(X1[RDY; — h(Yi[gD X1, (2.3.22)
[X1, 1] = —[¥1, X4], (2.3.23)

(X1, 111, Z4] + [LYiZ1), X1 + [[Z, Xl ] = 0 (2.3.24)

esitlikleri saglanir (Dirik, 2010).

Tamim 2.3.16. Grad : C(E™",R) = y(E™) g = Grad(g) E™ de {x4, ...., x,} koordinat sistemi

olsun.

Grad(g) = ) ——=— (2.3.25)
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ile taniml fonksiyona, E™ de {x4, ..., x,} koordinat sistemine bagl gradient fonksiyonu denir

ve V semboliiyle gosterilir. Burada V fonksiyonu,
Vx;=—,1<i<n (2.3.26)

seklinde de gosterilebilir. Oyleyse E™ de bulunan {x;,x,} koordinat sistemi V yardimiyla
x(E™) in {%,...,%} bazina denk olur. g—f = V;g denilirse Grad(g) = Vg de verilen V
1 n i

oparatori

n
0
V= Z V,— 2.3.27
=1
ile de gosterilebilir (Dirik, 2010).
2.4. Riemann Manifoldu ve Riemann Konneksiyonu
Tammm 2.4.1. M diferensiyellenebilir bir manifold, x(M) ise M manifoldu tizerindeki
diferensiyellenebilir vektor alanlarinin uzayi olarak verilsin. VX;, X5, X5 € x(M) a,b € R igin
g:x(M) x x(M) - C*(M) olmak iizere
i gX1,X3) = g(X3, Xy) (2.4.1)
ii. g(XllXI) > O,VX1 lgln g(Xl,Xl) =0 e X1 =0
iii. g(aXl + bXZ,X3) = ag(Xl,X3) + bg(Xz,X3)
g(Xq,aX, + bX3) = ag(Xy, X5) + bg(Xy, X3)
sartlarin1 saglayan (yani g metrigi simetrik, pozitif tanimli ve bilineerlik) g bilineer formuna

Riemann metrigi veya metrik tensor denir. (M, g) ikilisine de Riemann manifoldu denir (Sahin,
1996; Akyol, 2015).
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Tanm 2.4.2. n-boyutlu bir manifold M olsun ve M manifoldu iizerindeki konneksiyon ise ¥

verilsin. Bu durumda

T: x(M)xx(M) — x(M)

(Y,2) > T(Y,Z) =V,Z — V,Y — [V, Z] (2.4.2)

seklinde tamimlanmis vektor degerli tensére M manifoldu iizerinde tanimli olan V

konneksiyonun torsiyon tensorii denir (Sahin, 2012).
Tanim 2.4.3. n-boyutlu bir manifold M olsun ve M manifoldu iizerindeki 7 konneksiyonun
torsiyon tensorii T; olsun. Eger T; = 0 ise V konneksiyonuna sifir torsiyonludur ya da

simetriktir denir (Sahin, 2012).

Tamm 2.4.4. M bir manifold ayrica M manifoldu iizerinde vektor alanlarmin kiimesi y (M)

olsun.

Bilineer

Vix(M)x (M) ———— x(M)

(X,Y) > V(X,Y) = VY (2.4.3)

fonksiyonu VX,Y,Z € y(M) ve Vg, h € C*(M, R) igin

” VgX+hYZ = gVXZ + thZ (244)

iii. Vy(gY) = gVxY + X(g9)Y (2.4.5)

sartlar1 saglaniyorsa ¥ konneksiyonuna M manifoldu iizerinde lineer konneksiyon, Vy e ise X’e

gore kovaryant tiirev oparatorii denir (Hacisalihoglu, 1980).
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Tamm 2.4.5. (M, g) bir manifold ve M manifoldu iizerindeki konneksiyon V olarak verilsin.
Bu durumda vX,Y,Z € y(M) de V doniisiimii i¢in

() [X,Y] = VyY — X (konneksiyonun sifir torsiyon 6zelligi) (2.4.6)
(i) Xg(Y,Z) = g(VxY,Z) + g(Y, VxZ) (konneksiyonun metrikle bagdasma 6z.) (2.4.7)

kosullar1 saglaniyorsa V ya M manifoldu iizerinde Riemann konneksiyon, sifir torsiyonlu

konneksiyon veya Levi-Civita konneksiyonu olarak farkli sekillerde adlandirilir (Sahin, 2012).

Tamm 2.4.6. n-boyutlu bir manifoldumuz M ve V ise manifold iizerindeki Levi- Civita
konneksiyonu verilsin.

R: x(M)xx(M)xx(M) - x(M)
(4,B,C) - R(A4,B,C) = R(A4,B)C
R(A, B)C = V4VpC — VgV,C — Viy piC (2.4.8)

seklinde tammlanmis R fonksiyonu M manifoldu iizerinde verilen (3,1) tipindeki bir tensér

alamidir. Bu tensére ise M nin Riemann egrilik tensorii denir (Hacisalihoglu, 1982).
Tamm 2.4.7. M bir Riemann manifoldu olarak verilsin. O halde
K : x(M)xx(M)xx(M)xx(M) - C* (M, R)
(A,B,C,D) - K(4,B,C,D) = g(R(A,B)C, D) (2.4.9)

seklinde tanimlanmis 4. mertebeden kovaryant tensér M manifoldu iizerinde Riemann-

Christoffel egrilik tensorii olarak adlandirilir (Hacisalihoglu, 1982).



18

Teorem 2.4.1. M bir Riemann manifold ve V ise bu manifold iizerinde alinan Riemann

konneksiyon kabul edilsin. Bu durumda K asagidaki bagintilara sahiptir (Sahin, 2012).

1. K(4,B,C,D) =—K(B,A,C,D) (2.4.10)
2. K(A,B,C,D)+K(B,C,A,D) +K(C,A,B,D) =0 (2.4.11)
3. K(4,B,C,D) = —K(A,B,D,C) (2.4.12)
4. K(A,B,C,D)=K(C,D,A,B) (2.4.13)

Tamm 2.4.8. U,,V, € Ty(p), p noktasinda iki lineer bagimsiz olan tanjant vektorii ve

p
LUy, V) ise U, ile V, vektorlerinin gerdigi diizlem kabul edilsin. § i¢in k() kesit egriligi

SR U K(Up%Up )
9WUp, Up)g(Vp, V) — g (Up, p)?  gUp, Up)g(Vp, V) — g(Up, V,)?

k(B) = (2.4.14)

bigiminde tanimlanir. Bu sekilde tanimlanan k(B) , Ty (p) tanjant uzayindaki diizlem kesitleri
i¢in sabit oluyorsa M Riemann manifolduna sabit egrilikli uzay denir veya sabit kesit egriligi

vardir denilir (Sahin, 2012).

Tanim 2.4.9. (M, g) bir Riemann manifold ve {ey, ..., e,} x(M) de lokal vektdr alanlari olarak
alinsin. Bu durumda, VU,V € y(M) ve VU, € Ty (p) i¢in

S:)((M)XX(M) - C°°(M, R)
(WU, V) - SU,V) = Z g (R(e, UV, €)) (2.4.15)

bigiminde tamimlanan (0,2) tipindeki S tensér alanmma M manifoldu iizerinde Ricci egrilik

tensorii denir. O halde S; deki kesit egrilikleri
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K(e;,U,e;,U) = g(R(e;, U)e;, U) (2.4.16)

seklinde olarak M manifoldunun p de U, dogrultusundaki Ricci egriligi

S(U,U)
gU,U)

k(U) = (2.4.17)

bi¢iminde olur (Bejancu, 1986).
2.5. Riemann Manifoldlarin Altmanifoldlarn

Tanm 2.5.1. M,N sirast ile m ve n boyutlu Riemann manifoldlar ve g : M - N C®
dontistimiini i¢in boy(B.(T+(p))) =q ise f nin p € M noktasindaki ranki g ya esit olup
rank,( B) = q seklinde gosterilir. Sayet boy(M) = rank( B) oluyorsa B yaimmersiyon yani
daldirma denir. Bu halde M ye de N nin immersed altmanifoldu denir. 8 immersiyonu bire-bir

ise B ya imbeding yani gémme denir ve M ye de N nin gémiilmiis altmanifoldu veya kisaca
altmanifold denir (Chen, 1973).

Tanim 2.5.2. (M, g) ve (N, g) sirastyla m ve n boyutlu Riemann manifoldlar, 8 : M — N bir

immersiyon olsun. Bu durumda VYU,V € T (p) igin

9(BpU, BpV) = g(U,V)

esitligi saglaniyorsa [ ya izometrik immersiyon (metrik koruyan immersiyon) denir (Chen,
1973).

Tanim 2.5.3. M ve N sirayla m ve n boyutlu Riemann manifoldlari, ayrica N manifoldunun bir
altmanifoldu da M kabul edilsin. 7 ve ¥ sirasiyla M ve N de kovaryant tiirevlerdir. O zaman U

ile V, M manifoldu iistiindeki vektor alanlari olacak sekilde

h: x(M)xx(M) - x*(M)
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VyV =T,V +h(U,V) (2.5.1)

bigiminde Gauss formiilii elde edilir. Esitlikte V,;V ve h(U,V),V,V nin sirasiyla teget ve

normal bilesenleridir. Burada h ye M nin ikinci temel formu denir. Sayet h = 0 oluyorsa M

total geodezik altmanifold seklinde isimlendirilir (Chen, 1973).

Tanim 2.5.4. m ve n boyutlu manifoldlar sirasiyla M ve N Riemann manifoldlaridir. N

manifoldunun altmanifoldu M kabul edilsin. M ye normal birim vektor alant V ve V .V nin

teget ve normal bilesenleri de siras1 ile, —A,X ve V¢V verilirse

A: (M) (M) - x(M)
dontigiimiinii 1yi tanimlidir. O halde

V V=-A,X+V¢V (2.5.2)

X

elde edilir. Bu esitlige Weingarten esitligi denir. Esitlikteki A ya sekil operatorii, V- de M

nin T M normal demetindeki konneksiyon ad: verilir (Chen 1973).
2.6. Kompleks Manifoldlar
Tanmim 2.6.1. M, 2n-boyutlu (reel) bir manifold olsun. M igin
J: T,M > T,M (2.6.1)

ile tanimli bir / endomorfizmi var ise M ye hemen hemen Kompleks manifold ve J ye M

tizerinde bir hemen hemen Kompleks yap1 denir (Yano and Kon, 1984).

Tanim 2.6.2. M bir hemen hemen kompleks manifold, v ¥;, Y, € T,M igin

g(‘]Yl’ ‘]Yz) = g(Yl’YZ)
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sartin1 saglayan g Riemann metrigi var ise (M, ], g) igcliisiine bir hemen hemen Hermityen

manifold, g metrigine ise Hermityen metrik ad1 verilir (Gerdan, 2015).

Tamim 2.6.3. M bir kompleks manifold, v Y3, Y, € T, M igin

g(‘]Yl’JYz): g(Ylez) (2.6.2)

sartin1 saglayan g Riemann metrigi var ise (M,], g) iiliisiine bir Hermityen manifold, g

metrigine ise Hermityen metrik adi verilir (Yano and Kon, 1984).

Tanimm 2.6.4. M bir hemen hemen hermityen manifold olsun. M manifoldunun temel 2-formu
kapali ise (d¢=0), g ye Kaehler metrik ve (M, ], g) igcliisiine ise Kaehler manifoldu denir
(Yano and Kon, 1984).

(M, 7/, g) hemen hemen Hermityen manifoldunun Kaehler manifold olmast i¢in gerek ve yeter

sart VJ =0 olmasidir (Yano and Kon, 1984; Shahid and Tanveer, 2013).
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3. KOMPLEKS MANiIFOLDLARIN SLANT ALTMANIFOLDLARI

3.1. Slant Altmanifoldlar

(M, ], g) bir hemen hemen Hermityen manifold ve M de M nin bir kompleks altmanifoldu
olsun. Bu béliimde M yi bir yi Kaehler manifold ve M manifoldu M nin bir altmanidoldu kabul

edecegiz. Simdi asagidaki tanimi1 verelim.

Tamm 3.1.1. M bir Kaehler manifold ve M de M nin bir altmanidoldu olsun. Teget olan p €
M de verilen herhangi bir X; vektor alam icin, /X, ve T,M uzay: arasinda kalan a¢1 6(X;)

seklinde yazilir ve bu agiya X; in Wirtinger agis1 denir. Ayrica V X;,Y; € T,M igin

lg(UX1, Y1)l

cosf (X)) = ————
T ATIIAL

ile tanimlanir. X; # 0 vektor alaninda, 6(X;) Wirtinger acis1 sabit oluyorsa (p € M ve X; €
T,M den bagimsizsa) bu halde M, M nin slant bir altmanifoldudur denir. Bu aslinda invaryant
ve anti-invaryant altmanifold kavramlarinin genel halidir. Hakikaten invaryant ve anti-

invaryant altmanifoldlar sirasiyla 8 = 0 ile 6 =g degerleri ile elde edilir. Sayet slant bir

altmanifold hem invaryant hem de anti-invaryant olmuyorsa buna has slant altmanifold denir
(Chen, 1990).

Ornek 3.1.1. Herhangi bir & > 0 icin
x(u,v) = (ucosa, v, usina, v, 0)
C? de egim acis1 a olan slant bir diizlemi tanimlar (Chen, 1990).

Ornek 3.1.2. N, C? = (E*, ],) icinde karmasik bir yiizey olsun. Oyleyse, herhangi bir «, sabiti
0<a<m/2iginN, (E*],) da « slant agil1 egimli yiizeydir; burada J,
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Jo(a,b,c,d) = (cosa)(—c,—d,a,b) + (sina)(—b,a,d,—c)
ile tanimlanan E*iizerinde uyumlu hemen hemen kompleks yapidir. Bu &rnek, C? =
(E*,],) iginde sonsuz sayida uygun slant minimal yiizey oldugunu gésterir. Asagidaki 6rnek
bize C? = (E*, J,) de bazi minimal olmayan diizgiin slant yiizeyler saglar (Chen, 1990).
3.2. Yan Slant Altmanifoldlar
Tanim 3.2.1. M bir Kaehler manifold ve M de M nin bir altmanidoldu olsun. Eger M manifoldu
iizerinde

TM = DT @ Dy

olacak sekilde iki ortogonal tamamlayici distribiisyon DT ve Dy varsa, M manifolduna yari
slant altmanifold denir. Burada DT anti-invaryant ve D, slant ac1 0 ile egiktir. Bu durumda 6
agisina yari slant agi1 denir (Papaghuic, 1994).
3.3. Hemi slant altmanifoldlar
Tamim 3.3.1. M bir Kaehler manifold ve M de M nin bir altmanidoldu olsun. Bu durumda
a) ™ = Z)J' @ 3)9,
b) D+ distribiisyonu anti-invaryanttir. Yani JD* € T4 M dur,

C) Dy distribiisyonu 6 egik agisi ile slanttir,

Yukaridaki sartlar1 tastyan D+ ve Dy ortogonal tiimleyen distribiisyonuna sahip M

altmanifolduna M nin bir hemi-slant altmanifoldu denir (Carriazo, 2002; Sahin, 2009). Burada

Dt ve Dy distribiisyonlarmin boyutu sirasi ile m; ve m,, ile gosterilirse bu durumda;

a) m, = 0 ise M bir anti-invaryant altmanifolddur.
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b) m; = 0ve 8 = 0 ise M bir invaryant altmanifolddur.

c)m; =0ved #0, g ise bu durumda M, 6 slant a¢il1 bir has slant altmanifolddur.
dm;, =0vef = g ise M bir anti-invaryant altmanifolddur.
Ornek 3.3.1. M, R® nin

x1=%cosr,x2=%sinr,x3=%,x4=0,x5=t,x6=t,¢¢0

ile verilen bir altmanifoldu olsun. TM uzayinin yerel catisinin

¢ . 0 ) 0 1 d 1 0 1 0
Zi=——=SINT— +—=coST— , Zy =—=COST— +—=SINT— +—=——

V2 Ox1 2 0x; V2 dx; 2 0x;  /20x3

7. = d N d
37 Oxg  0Oxg

oldugu goriilebilir. R® nin
J(x1, X2, X3, X4, X5, X6) = (X2, —X1, X4, —X3, Xg) —X5)

standart (kanonik) kompleks yapist kullanilarak

6 . 8 ¢ P 1 o 1 .. 9 1 0
7, = ——=SINT— — —=COST —, 7, = —=C0ST— — —=SIinT — + ——
]2, = — ZsinT - — ZCOST 7~ JZ, = Feost g~ — FSint o —+ Fo-

0 9]
JZy = 5= ==

- 0xg Oxsg

elde edilir. Buradan, g(JZ5,Z5) = 0 oldugundan JZ5 iin TM ye ortogonal oldugu goriilebilir.
Boylece D+ = span{Z,} dir. Ayrica
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(o]
cos = 19UZ2 2l _ 7 _ V2
UZ:1Z,] ¢l 2

V2

oldugundan Dy = span{Z;,Z,}'nin 6 =% slant agili slant distribiisyon oldugu goriiliir.

Boylece M, R® nin has hemi-slant altmanifoldudur (Sahin, 2009).
3.4. Bi-slant Altmanifoldlar

Tanim 3.4.1. M bir Kaehler manifold ve M de M nin bir altmanidoldu olsun. Eger M manifoldu

uzerinde
TM = ng 1 @ @92

olacak sekilde iki ortogonal tamamlayici distribiisyon Dg, Ve Dy, distribiisyonlar varsa, M
manifolduna bi-slant altmanifold denir. Burada burada Dy, ve Dy, sirasiyla 6, ve 6, slant

acilarma sahiptir (Uddin, Chen ve Al-Solamy, 2017).

Ornek 3.4.1. E?", standart metrige sahip Oklid 2n-boyutlu olsun ve C" tarafindan tanimlanan

kanonik karmagik yap1

](Xl, Vi X, yn) = (y1; —X1 0 Yo _xn)
olsun. Bu durumda;

a. 0 a._ 0 1
J(=—) = axi'l_ )

J( e

ox;  dy;’
0<6,0,< g igin, C*'in My, ¢,altmanifoldunu su sekilde tanimlayalim.

®o,0,(U,v,w,s) = (u,v cos 0,0,V sin 6;,w, s cos 65,0, s sin 6;)

Direkt islemlerle;



26

0 B 0 d T sing d
el—aXI,ez— cos oy sin 9y,
0 B 0 d T sing d
eg—ax3,e4— cos 255, sin 2 3

bulunur. {e;, ez, e3,e,} Nin M ile smirlandirilmas: teget TM nin ortonormal bir tabanidir.

Buradan,

0 ) 0
Jex —a—yl,]ez = —cos Hla—xl— sin Bla—xz,

0 . 0
Jes =a—y3,]e4 = —costa—x:;— Sln926_x4

Dy, = Span{e;,e;} ve Dg, = Span{e; e,} bulunur. Sonug olarak, ¢g g, tarafindan

tanimlanan My, o, altmanifoldu, bir bi-slant altmanifolddur (Uddin et al., 2017).
3.5. Hemen Hemen Hemi-Slant Altmanifoldlar
Tamim 3.5.1. M bir Kaehler manifold ve M de M nin bir altmanidoldu olsun. Eger M manifoldu
iizerinde DT, D* ve Dy distribiisyonlar: varsa M ye hemen hemen hemi slant altmanifoldu
denir. Oyle ki;

(i) TM ortogonal dogrudan ayrismayi su sekilde kabul eder: TM = DT @ D @ Dy.

(ii) DT distribiisyonu invaryanttir, yani JDT = DT,

(iii) Herhangi bir sifir olmayan vektdr alan1 X € (Dg),, p €M igin, JX ile (Dg),

arasindaki 6 agis1 sabittir ve (Dg), deki p ve X noktasmnin segiminden bagimsizdir.

(iv) D distribiisyonu anti-invaryanttir, yani /Dt € T+ M (Prasad et al., 2020).
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M manifoldunun hemen hemen hemi slant agis1 8 olsun. DT, Dt ve Dy distribiisyonlarmm
boyutlarinin sirasiyla n;, n, ve n; oldugunu varsayarsak bu halde asagidaki 6zel durumlari
kolayca gorebiliriz:

(i) Eger n; = 0 ise M hemi-slant bir altmanifolddur.
(i) Eger n, = 0 ise M yar invaryant altmanifolddur.
(ili) Eger nz = 0 ise M yari-invaryant altmanifolddur.

Ornek 3.5.1. R?" standart koordinatlarla (uy, Uy, Uz, Us, Upy_1, Upy) Verilsin, R?™ iizerinde

kompleks bir J yapis1 kanonik olarak asagidaki gibi olsun.

d d d d
+ + + ot A ——+ Gy —
J(a4 s a ou, as Uz Ay ou, Aon-1 FIT Qon auzn)

9 2 2 2 F 2
= (a1a—u2 gt a3ge T Gyt et oo g — — G auzn_l)

burada a,, a,, as, ....a, R?" de tanimlanan C*® fonksiyonlaridir. R* iin bir altmanifoldu M

u;, +V3u, u; —V3u,
2 ’ 2

f(uq, uyp, usz, Uy, Us, Ug, Uy, Ug) = , Uz COS 6,uy,,us sin 6,

V5u, + 2ug V5u; — 2ug
2 ’ 2

0,us cos 0,0, —us sin 6, 0, , U, 0)

ile tanimlansin. Burada 6 bir sabittir. Dogrudan hesaplamayla, M nin tanjant uzaymnin

{Z1,2,,25,24,7Z5,Z¢, Z7, Zg} kiimesi tarafindan gerildigi goriiliir.

] a d d
Zl_a_ul-l_ﬁ' Zz_ﬁ(a_ul_a_uz
Z 0 + sin 6 Z g

= cos 6 — + sin 8 —, =—
3 dus Jus * 7 du,
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_ 0 0
Zs = cos Ha—u7— smHa—ug, Ze = i
V5 9 9 G G
Z; =—( ——), Zg -

ouy;  Ouyy

Daha sonra, R* iin kanonik kompleks yapis1 kullanilarak

7, =22 Zy = 3+
J 7 ou,  ouy,’ /2, = (aul ou,
Zy = 0 g in 6 4 Z, = o

JZ3; = —cos E sin EI J 4_6u3

Zg = 0 g + sinf Ze =

JZs = — cos E sin EI JZe = EW

, _\/§< 9 0 ) , ( o , 9 )
/27 = 2 \0uy; Ouy,/’ /25 = ouy;; 0ug,

elde edilir. Bu durumda DT = Span{Z,,Z,,Z,,Zg}, D! =Span{Zs,Z;} ve Dy =
Span{Z, Z,} olup M bir hemen hemen hemi slant altmanifolddur (Prasad et al., 2020).

3.6. Hemen Hemen Bi-Slant Altmanifoldlar

Tanmm 3.6.1. Hemen hemen Hermityen manifold M olsun. Ayrica M nin bir altmanifoldu da
M verilsin. Eger M manifoldu iizerinde asagidaki sartlar1 saglayan DT, Dy Ve Dy,

distribiisyonlar1 bulunuyorsa M ye hemen hemen bi-slant altmanifold denir.

(i) TM ortogonal dogrudan ayristirmay1 TM = DT @ Dy, @ Dy, olarak kabul eder.

(i) J(DT) = DT yani DT invaryanttir.

(iii) J(Dg,) L Dg,), J(Dp,) L D,



29

(iv) Herhangi bir sifirdan farkli vektor alan1 X € (Dg, ), p € M igin, JX ile (Dg, ), arasindaki

61 agis1 sabit ve (Dg, ), deki p ve X noktasmin secimlerinden bagimsizdir.

(v) Herhangi bir sifirdan farkli vektor alani Z € (Dg,)q, ¢ € M icin, JZ ile (Dy,), arasindaki

6, ac1s1 sabit ve (Dg, ), deki g ve Z noktasinin segimlerinden bagimsizdir (Prasad et al., 2022).

Bu 6, ve 6, agilarina alt manifoldun slant agilar1 denir.

Vi.

Vii.

viii.

Eger dim DT # 0, dim Dy, =0 ve dimDy, =0, ise M bir invaryant

altmanifolddur.

Eger dim DT 0, dim D, #0, 0< 0, <g ve dim Dy, =0, ise M has yari-slant

altmanifolddur.

Eger dim D’ =0, dim®,, =0 ve dimDy, 0, 0< 6, < g ise M 6, acili slant

altmanifolddur.

Eger dim®" =0, dim®y, #0, 0; = g ve dim Dy, = 0, ise M anti-invaryant

altmanifolddur.

Eger dim DT #0, dim Dy, #0, 0, = % ve dim Dy, = 0, ise M yan-invaryant

altmanifolddur.

Eger dim®" =0, dimDg, #0, 0<6; <> ve dimDy, #0, 6, =, ise M

hemi-slant altmanifolddur.

Eger dim®" =0, dim®y, #0, 0<0; <> ve dimDy, #0, 0< 0, <, ise

M bi-slant altmanifolddur.

Eger dim®D’ #0, dim®Dy, #0, 0<6, <§ ve dim Dy, # 0, 6, =§, ise M

hemen hemen hemi-slant altmanifolddur.
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ix. Eger dim®T#0, ve 0<6;, =60, < g ise M has yari-slant altmanifolddur.

X. EBger dimD’ # 0, dim Dy, # 0, o<91<§ ve dim Dy, # 0, 0<92<§,

ise M has hemen hemen bi-slant altmanifolddur.

Ornek 3.6.1. Asagidaki gibi ¢ immersiyonuyla tanimlanan Kaehler manifoldu M nin, bir alt

manifoldu M olsun.

w( £) = (=, w,0,v3s,0,0, =, — 7,7, t,5,0,~—)
u,v,w,r,s, = —w\, s, \V—,—,, s U,—
V2 2' V2 V2
olmak tizere M nin tanjant uzay1
¥ - 1 ( 0 6) 1 0 d
YTV2\ox, ox,)) TP gz 0y oy,
. - 0 ¥ - 1 ( d 6)
3 ox;’ * 2\0y, 0y3
oY39 10 9
°T 20x, 20ys’  "°7 dy,

¥ 1 6+6
]3_621 ]4-_ \/Eaxz ax3
v V39 9
JXs = 2 0y, Xs' JXe = 0x,
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elde edilir. Direk islemlerle D" = Span{X;,X,}, Dy, = Span{Xs, X4}, Dy, = Span{Xs, X¢}
olup sirasiyla DT invaryant, Dy , ve Dy, sirastyla % ve g egik acili slant distribiisyonlardir. Bu

durumda M, M nin manifoldu ise 6 boyutlu bir hemen hemen bi-slant altmanifoldudur (Prasad
etal., 2022).
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4. NOKTASAL HEMEN HEMEN HEMIi SLANT ALTMANIFOLDLAR

Bu béliimde, slant altmanifoldlar, yari-slant altmanifoldlar, hemi-slant altmanifoldlar, bi-slant
altmanifoldlar ve hemen hemen hemi-slant altmanifoldlarin bir genellemesi olan yeni bir

altmanifold sinifin1 tanimlayacagiz. ilk olarak, asagidaki tanimi verelim.

Tamm 4.1. (M, ], g) bir hemen hemen Hermityen manifold ve M, M nin bir altmanifoldu olsun.

Bu durumda
i. TM=2" @Dy dD
ii. DT distribiisyonu invaryanttir(degismezdir), yani /DT = D7

iii.  Herhangi bir sifir olmayan vektér alam X; € (Dy), icin, p € M, JX; ve (Dg),

arasindaki 6 ag1s1 slant fonksiyondur ve (Dg),,’deki p ve X; noktalarindan bagimsizdr.
iv. Dt distribiisyonu anti-invaryanttir yani JD+ € T+ M (Beyendi et al., 2023).

Yukaridaki sartlar1 saglayan (DT, Dg, D) distribiisyonlar1 varsa M ye M nin bir noktasal
hemen hemen hemi-slant altmanifoldu adi verilir. Burada 6 agisina M nin noktasal hemen
hemen hemi-slant acis1 denir. DT, Dy ve D distribiisyonlarinin boyutunu sirasiyla d;, d, ve
d; ile gosterelim. Bu durumda asagidaki 6zel durumlari kolayca gorebiliriz:

i) d; =0, ise M noktasal hemi-slant altmanifolddur.

i) d, = 0, ise M yari-invaryant altmanifolddur.

iii) d3 = 0 ise M noktasal yari-slant altmanifolddur.

Ornek 4.1. 6 € (0, g) icin, M, R1° da

PY(r,$,6,0,U,v) = (=, =+ —, =+

1 . v S
55 =5 E,51n0,—3,0,c050,0,—3,0)
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seklinde tanimlanan bir altmanifold olsun. M nin tanjant uzay1

19 19 19

T V3ox,

= = =3 3

YT Vzay 2T VBoxs’

5} 1 9 1 0

d .
E4 = cosf — — sinf E5 = EE, 6 — ﬁa

0y2 0x,’

vektorlerinden olusur. R1® un hemen hemen kompleks yapisini

a a a a . x
](a_xi)__a_yi’ ](W)_a_xj' 1<ij<5

seklinde tanimlayabiliriz. Direkt iglemlerle

19 19
JEr=Fon JER=—Fa JB="F:

0 . 0
]E4—C059£+Sln96—y4, ES__\/_EO_yz' ]EG_ NEE

elde edilir. Bu durumda DT = span{E,, E;} invaryant distribiisyondur, Dy = span{E,, Es},

cos‘l(cf/s;) ile slant fonksiyonlu bir slant distribiisyondur. Ayrica D+ = span{E,, E¢} anti-

invaryant distribiisyondur. Béylece M hemen hemen kompleks yapisiyla R® un 6-boyutlu

noktasal hemen hemen hemi-slant altmanifoldudur (Beyendi et al., 2023).
Ornek 42. v#0,1 ve € (0,%) icin, 1 immersiyonuyla tanimlanan M bir Kaehler
manfoldunun altmanifoldu M

w 0

RV

Sl

S
Yv(v,u,a,r,s,t,w,0) = (u,a,vcos(u + a), m, vsin(u + a),\/g, T, e,ﬁ,

ile verilsin. M nin tanjant uzay1

a . ]
E; = cos(u + a) P + sin(u + a) I



a : d a
E, = Fra vsin(u + a)a—x3 + vcos(u + @) P

] : ] a
E; = Fra vsin(u + cx)a—x3 + vcos(u + a) F

a 1 0 1 0
E, = — Eo = —— = —
4 aX7, 5 \/Eax\;’ 6 \/Eaxlo'
E, = 1 0 _ 1 0
7 V3 axy,’ 8~ V3 0x1,

esitlikleri oluyor. R'2 nin hemen hemen kompleks yapist;

J(x1, X3, X3, X4, X5, X, X7, Xg, X9, X10, X11, X12) = (—X2, X1, —X4, X3, —Xe)

Xs, —Xg, X7, —X10, X9, —X12, X11)

olsun. Direkt islemlerle

] : ]
JE; = —cos(u + a)a—x4 —sin(u + a) FP
JE, = -2 vsin(u + cz)i —vcos(u + a)i
2 a.X'Z 6x4 6x6'
JE —i+vsin( + )i—vcos( + )i
37 6x1 u a 6x4 u a 6x6'
a 1 9 1 9
JEy=—5-0 JEs=—Fo— JE =55
1 9 1 9

JE == 5o JEs=Fa
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bulunur. Buradan ©T = span{Es, E, E,, Eg} invaryant distribiisyondur, Dg = span{E,, E3},

1
1+v?

cos 1(

) ile slant fonksiyonlu bir noktasal distribiisyon ve D' = span{E;, E,} anti-

invaryant distribisyondur. Bu durumda M 8-boyutlu noktasal hemen hemen hemi-slant

altmanifolddur (Beyendi et al., 2023).
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M Kaehler manifoldunun noktasal hemen hemen hemi-slant bir altmanifoldu M olsun.
Herhangi bir X; € I'(TM) igin

yazabiliriz. Burada P,Q ve R, sirasiyla DT, D,y ve Dt distribiisyonlarindaki izdiisiimleri

gosterir. X; € I'(TM) i¢in

JX, = TX, + FX, (4.2)

olmak tizere sirasiyla TX; ve FX;, M altmanifoldu iizerinde teget ve normal bilesenlerdir. (4.1)

ve (4.2) esitliklerini kullanarak
JX, = TPX, + FPX, + TQX, + FQX, + TRX, + FRX, (4.3)
elde edilir. Burada JDT = DT oldugu i¢in, FPX; = 0 dir. Bu durumda
J(TM) =DT D TDg D FDy P JD (4.4)
T*M =FDy @D © 1, (4.5)
yazilir. Burada u, T*M ve Ju = pu, FDg @ JD* in ortogonal tiimleyenidir. AyricaY; € T M,
i¢in,
]Y3 = BY3 + CY3, (46)

yazilir. Burada BY; € I'(TM) ve CY; € T'(T*M) dir. Tamim 4.1, (4.2) ve (4.6)' daki (iii) kosulu

dikkate alinirsa

TCDT = CDT, T@g = ng, TDJ' = {0}, BF@Q = ng, BFZ)J' = fDl

elde edilir. (4.2) ve (4.6) esitlikleri yardimiyla asagidaki 6nermeyi elde ederiz.
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Onerme 4.1. M kaehler manifoldunun noktasal hemen hemen hemi-slant altmanifoldu M

olsun. Bu durumda herhangi bir ¥; € I'(Dy) i¢in
(a)T?Y; = —(cos?6)Y;, (b) BFY; = —(sin?0)Y;
(c)T?Y, + BFY, = =Y,,  (d) FTY, + CFY, =0

esitlikleri elde edilir (Beyendi et al., 2023).
Benzer sekilde (4.1), (4.2) ve (4.6) y1 kullanarak asagidaki onermeyi elde ederiz.

Onerme 4.2. M kaehler manifoldunun noktasal hemen hemen hemi-slant altmanifoldu M

olsun. Bu durumda herhangi bir Y;, Y, € I'(Dyp) icin
g(TY,, TY,) = (cos?0)g(Yy,Y,)
g(FY,, FY,) = (sin?0)g(Yy,Y,)
dir (Beyendi et al., 2023).

Onerme 4.3. M kaehler manifoldunun noktasal hemen hemen hemi-slant altmanifoldu M

olsun. Bu durumda herhangi bir X;, X, € I'(TM) igin
V., TX; — Apx, X1 — TVx, X, — Bh(X1,X5) = 0
h(X,, TX;) + Vi, FX, — F(Vx, X,) — Ch(Xy,X;) =0
dir (Beyendi et al., 2023).

Onerme 4.4. M kaehler manifoldunun noktasal hemen hemen hemi-slant altmanifoldu M

olsun. Bu durumda herhangi bir X;, X, € I'(TM) igin

(leT)XZ = AFXZXI + Bh(X1,X5),



37

(leF)Xz = Ch(Xy,X3) — h(X1,TX)
yazilir (Beyendi et al., 2023).
Teorem 4.1. M kaehler manifoldunun noktasal hemen hemen hemi-slant altmanifoldu M olsun.

DT invaryant distribiisyonunun M altmanifoldu iizerinde tamamen jeodezik foliasyon

tanimlamasi i¢in gerek ve yeter sart;

g(TVy,TY; + Bh(Y,,TY;), RY;) = g(Vy, TY; + h(Y1,TY>),JQY3)

g(Vy,TY,, BY,) = —g(h(¥4,TY,),CY,)

dir. Burada¥;, Y, € DT, Y; = QY; + RY; € T(Dy @ D) ve Y, € T'(TM)* dir (Beyendi et al.,
2023).

Ispat: Herhangi bir Y;,Y, € T(DT), Y; = QY5 + RY; €T(Dy @ DY), FY, =0 igin (2.5.1)

ve (4.2) denklemleri kullanilirsa

g(vY1Y2, Y3) = g(ﬁleYZ,]QY3 +]RY3)

= g(leTYZ + h(yl, TYZ), TQY3 + FQY3)

—g((Vy,TY, + h(Y;,TY;)),RY3)

elde edilir. (4.6) dikkate alinirsa

g(Vyl Yy, ¥3) = g(leTYZ' TQY3) + g(h(Y1,TY,), FQY3)
_g(TleTYZ + Bh(Yl, TYZ)’ RY3) (47)

yazilir. Herhangi bir Y, € T(TM)* ve Y, Y, € I'(DT) i¢in

8(7Y1Y2; Yy = g(VY1]Y2:]Y4)
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= g(Vy, TY;, BY3) + g(h(Y1,TY2), CY,) (4.8)
bulunur. (4.1) ve (4.2) esitliklerinden ispat biter.
Teorem 4.2. M kaehler manifoldunun noktasal hemen hemen hemi-slant altmanifoldu M
olsun. Dg slant distribiisyonunun M manifoldu iizerinde tamamen jeodezik foliasyon
tanimlamasi i¢in gerek ve yeter sart
sin?0g([Yy, Y3], ¥2) — sin20Y3(8)g(Yy, Y2) = 8(3V¢3FY1 — TApy,Ys — Apry, Y3, Y2)
Vy, FTY, + Vg, CFY, + h(Yy, BFY,) = 0

dir. Burada Y, Y, € T(Dy), Y5 = PY; + RY; € T'(D @ D) dir (Beyendi et al., 2023).

Ispat: Herhangi bir Y,,Y, €Dy, Y3 = PY; + RY; ET(D @D DY) icin, (4.1) ve (4.2)

denklemlerini kullanarak

g(ﬁlez, Y3) =Y,8(Y5,Y3) — g(YZ; 7Y1Y3)
= —g([V1,¥3].Y2) + g(WY3T2Y1, Y;) + g(vygFTYp Y;) - 8(7Y3FY1JY2)

elde edilir. Daha sonra 6nerme 4.3 ve slant fonksiyonun 6zelliginden

g(7y1Y2, Y3) = —g([Y1, ¥5], Y2) + sin26Y5(0)g(Yy, Y2) — C05298(7Y3Y1, Y;) + g(—Apry, Y3, Y2)
+ g(J(—Apy, Y3 + V¢3FY1): Y3)

= —g([Y1, 3], Y2) + sin20Y3(8)g(Ys, Y,) + cos?0g(Vy, Yz, Y3)
+cos?0g([Y1, Y31, Y2) — 8(Apry, Y, Y2) — 8(TApy, Y3, Y2) + g(BVs; FYy, ;)

bulunur. Buradan

sin?0g(Vy,Y,, Y3) = —sin*0g([Yy, V3], o) + sin20Y;(0)g(Y1, Y2)
—8(Apry, Y3, Y2) — 8(TApy, Y3, Y2) + g(BVf/;FYL ;) (4.9)
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yazilir. Herhangi bir Y, € (TM)ti¢in

g(Vy, Y2, Yy) = —(sin20)Y;(0) g(Ys, Ys) + cos?0g(Vy,Y,, Ys)
—g(V,l,lFTYZ, Ys) — g(h(Yy, BFY,),Y,) — g(Vf;l CFY,,Y,)

olup buradan
sin?0g(Vy, Yz, Yy) = —g(Vy, FTY; + V§,CFY, + h(Yy, BFY,),Y,) (4.10)
elde edilir. Boylece (4.3) ve (4.4) denklemlerinden ispat biter.
Teorem 4.3. M kaehler manifoldunun noktasal hemen hemen hemi-slant altmanifoldu M olsun.
D1 anti-invaryant distribiisyonunun M manifoldu tizerinde tamamen jeodezik foliasyon
tanimlamasi i¢in gerek ve yeter sart
8(Ary,Y1,TPY3) = g(Vy, BFY, + Acpy, Y1, QY3)

g(Apy,Y1, BY,) = g(ViFYz' CY),

dir. Burada Y,,Y, € I'(D1),Y, € (TM)1,Y; = PY; + QY5 € T'(D @ Dy) dir (Beyendi et al.,
2023).

Ispat: Y,,Y, eT(D7), Y3 = PY; + QY3 eT (D@ Dy)icin, M bir Kaehler manifold
ozelliginden ve (4.2)’yi kullanarak

g(Vy, Y2, V3) = g(Vy,JY2,JPY3 + ]QY3)
= g(‘7Y1]Y2: TPY;) — g(leFYZ' QYs3)

elde edilir. Yukaridaki denklemde (2.5.2) ve (4.6) dikkate alindiginda,

g(7Y1Y2: Y3) = g(—AFYZYp TPY;) — g(VleFYZ, QY;) + g(ACFYZ Y1,QY3) (4.11)
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bulunur. Simdi herhangi bir Y;,Y, € [(D1), Y, € (TM)* icin, (2.5.2), (4.2) ve (4.6)

esitliklerini kullanarak
g(Vy, Y2, Yy) = g(Vy,JY2,]Ys)
= g(—Apy, Y1, BY,) + g(Vy, FY5, CY,) (4.12)
elde edilir. (4.5) ve (4.6) esitliklerinden ispat biter.
Teorem 4.4. M kaehler manifoldunun noktasal hemen hemen hemi-slant altmanifoldu M olsun.
DT invaryant distribiisyonunun integrallenebilir olmasi igin gerek ve yeter sart herhangi Y, Y, €
g(Vleyz - Vy,JY, TQY;) = g(h(Y2,]Y1), FRY3) — g(h(Y1,TY;), FY3) — g(Bh(Y,,]Y1),QY3)

dir (Beyendi et al., 2023).

Ispat: Herhangi bir ¥;,Y, € I'(D7), Y3 = QY3 + RY; € I'(Dy @ DY) icin, (2.5.1) ve (4.2) yi

kullanarak

g([Y1, Y51, Ys) = g(Vy, )Y, JYs) — 8(Vy,J Y1, ] Y5)

= g(ﬁleYz,TQYg + FQY3) + g(ﬁleYz, TRY; + FRY3) + g(J(Vy,JY;

+ h(Y2,J11)), QY3) — g(Vy,JY1,JRY3)
bulunur. Yukaridaki denklemde (4.6)'y1 kullanarak,

g([Y1, Y2],Y3) = (Vy,TY,, TQY3) + g(h(Yy, TY;), FQY3 + FRY;3) + g(TVy,JY1,QY3) +
g(Bh(Y2,JY1),QY3) — g(h(Y>,]Y1), FRY3) (4.13)

elde edilir. Buradan ispat tamamlanur.
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Teorem 4.5. M Kaehler manifoldunun noktasal hemen hemen hemi-slant altmanifoldu M

olsun. Dy slant distribiisyonunun integrallenebilir olmast i¢in gerek ve yeter sart

sin®0g([Yy, Y3], Y2) — cos?0g(Vy, Y, Y3) — sin20Y;(8)g(Yy,Yz)
= g(ACFY1 Y; — AFTY1Y3 + VYSBFYL Yz) + g(AFY1Y2 - VY2 TY;, TPY3)

dir. Burada Y, Y, € I'(Dg), Y5 = PY; + RY; € T'(DT P DY) dir (Beyendi et al., 2023).

Ispat: Herhangi bir Y;,Y, € ['(Dg),Y; = PY; + RY; ET(D @ DY) icin M bir Kaehler

manifold 6zelliginden ve (4.2) esitlikleri kullanilarak

g([Y1, Y2],Y3) = g(VYlYZ, Y;) — g(VYZ Y;,Y3)
= _g(7Y3]Y1JY2) —g([Y1,Y3],Y2) — 8(7Y2]Y1,]Y3)
= g(Vy,T?Y,,Y,) + g(Vy, FTY,, Y,) + g(Vy,JFY1, Y7)
—g([Y1,¥5],Y2) — g(WYZTYp]Y%) - g(VYZFY1:]Y3) (4.14)

elde edilir. Diger taraftan 6nerme 4.3, (2.5.2) ve (4.6) kullanilarak

g([11, Y], Y3) = —sin?0g([V3, 3], Y,) + Coszﬁg(ﬁlez, Y3) + sin2(0)Y3(0)g(Yy, Y2)
+ 8(Acry,Ys — Apry,Ys + Vi, BFY1,Y,) + 8(Agy, — Vy,TY;, TPY;)

bulunur. Buradan ispat biter.

Teorem 4.6. M kaehler manifoldunun noktasal hemen hemen hemi-slant altmanifoldu M olsun.

D anti-invaryant distribiisyonunun integrallenebilir olmasi igin gerek ve yeter sart Y;,Y, €
g(4y,Y2 — Ajy, Y1, TPY3) = g(T(A)y,Y1 — Ay, Y2) + B(Vy,JV1 — Vi JY2), QY3)

dir (Beyendi et al., 2023).

Ispat: Herhangi bir ¥;,Y, € T'(D4Y), Y5 = PY; + QY5 € T'(DT @ D) i¢in, (2.5.2) ve (4.2)'den
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g([Vy, Y21, Ya) = g(Vy S Yo, JYs) — 8(Vy,JY1,]Y3)
= g(—Ap, Y1 + V3, JY1, JPYs) + g(JAjy, Y1, QY3) — 8(JV7, /Y2, QY3)
+ g(A]Y1Y2 - VxJ/;]Yl» TPY3) - g(]A]Y1Y2: QY3) + g(]Vf;z]YL QY3)

bulunur. Yukaridaki denklemde (4.6) kullanilarak,

g([Y1,Y,1,Ys) = g(TAy, Y1 — TAjy, Y2 + BVY JY; — BVy, JY,, QY3) +
g(A]Y1 YZ - A]YZ Yl' TPY3) (415)

elde edilir. Buradan ispat tamamlanir.

Teorem 4.7. M kaehler manifoldunun noktasal hemen hemen hemi-slant altmanifoldu M olsun.

DT invaryant distribiisyonunun tamamen jeodezik olmast i¢in gerek ve yeter sart
g(TVy,Y; + Bh(Y1,Yz), BY,) = g(Acy, Y1, TY2) — g(V¢ICY4, FY,)
dir. Burada Y, Y, € (D7) ve Y, € I'(TM)* dir (Beyendi et al., 2023).

Ispat: Herhangi bir Y;,Y, € I'(D7) ve ¥, € I'(TM)'icin, M bir Kaehler manifold esitliginden

ve (4.6)'dan yararlanarak,
g(h(Y,Y2),Y,) = g(WY1]Y2']Y4) = g(jﬁlez, BY,) + g(]7y1 Y5, CY,)
yazilir. Yukaridaki denklemde (2.5.1) ve (2.5.2) dikkate alindiginda

g(h(Y1,Y2),Y,) = g(TVY1 Y2, BY,) + g(Bh(Y;,Y;), BY,) — g(_ACY4Y1 + Vf/}CY@]Yz)
= g(TVy,Y, + Bh(Y1,Y;), BY,) + g(Acy, Y1, TY,) — g(Vf;lCY4, FY,) (4.16)

bulunur. (4.10) esitliginden ispat biter.

Teorem 4.8. M kaehler manifoldunun noktasal hemen hemen hemi-slant altmanifoldu M olsun.

Dy slant distribiisyonunun tamamen jeodezik olmasi i¢in gerek ve yeter sart
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cos?0g(Ay, Vs, Y2) + g(Vy, Y, FTY;) = g(h(Y1, BY,) + Vi, CY,, FY,)
dir. Burada Y, Y, € T(Dy) ve Y, € I'(TM)* dir (Beyendi et al., 2023).

Ispat: Herhangi bir Y;,Y, € I'(Dy) ve Y, € I'(TM)Yicin, (2.6.1), (2.6.2) ve (4.2) esitlikleri

kullanilarak

g(h(Yy,Y2),Y,) = —g(VYJsz]Yz)
= g(7Y1Y4,]TY2 +]FY2)
= g(Vy,Ya, T?Y, + FTY,) + g(Vy, Y4, JFY;)

bulunur. Burada (2.5.1), (2.5.2), (4.6) ve 6nerme 4.3'ten,

g(h(Yy,Y),Y,) = g(—Ay1Y4 + V¢1Y4, —cosZHY2 + FTY,) — g(ﬁleKl, + CY,, FY,)
= cos?0g(Ay, Y1, V) + (V5 Ys, FTY,)
—g(h(Y1, BY,), FY;) — g(V4,CY,, FY,) (4.17)

elde edilir. Buradan ispat tamamlanir.

Teorem 4.9. M kaehler manifoldunun noktasal hemen hemen hemi-slant altmanifoldu M olsun.

Dt anti-invaryant distribiisyonunun tamamen jeodezik olmasi i¢in gerek ve yeter sart
8(Ay,Y1, BFY,) = g(V}lq Y., CFY,)
dir. Burada Y, Y, € T(D1) ve Y, € T(TM)* dir (Beyendi et al., 2023).

Ispat: Herhangi bir Y;,Y, € I'(D*Y) ve Y, € I'(TM)Yigin (2.6.1), (2.6.2), (4.2) ve TY, =0

esitligini kullanarak
g(h(Y,Y2),Y,) = g(Vlez) = _8(7Y1]Y4JY2) = —g(7y1]Y4, FY,)

yazilir. Diger taraftan, (2.5.2) ve (4.6) kullanilarak,
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g(h("1,Y2),Y,) = —g(Ay, Y1, BFY;) + g(V¢1Y4, CFY;) (4.18)
olup buradan ispat biter.
Teorem 4.10. M kaehler manifoldunun noktasal hemen hemen hemi-slant altmanifoldu M
olsun. DT — Dy tamamen jeodezik olmasi igin gerek ve yeter sart herhangi Y; € I'(D7), Y, €
['(Dy) Ve Y, € I(TM)* igin
g(h(Y, TY;) + Vy,FY, CY,) = g(Vy, Y5, TBY,) + g(h(Yy, Y2), FBY,)

dir (Beyendi et al., 2023).

Ispat: Herhangi bir Y; € I'(DT), Y, € ['(Dy) ve Y, € T(TM)* igin, (2.6.1), (2.6.2) ve (4.6)
esitlikleri kullanilarak

g(h(Y1,Y2),Y,) = g(7y1]Y2,]Y4) = —8(7Y1Y2'13Y4 + JCY,).
elde edilir. (2.5.1), (2.5.2) ve (4.2) kullanilarak

g(h(Y, Y,),Y,) = g(h(Yy, TY,), CY,) + g(V4, FY,, CY,)
—g(Vy, Y2, TBY,) — g(h(Y,,Y;), FBY,) (4.19)

bulunur. Buradan ispat tamamlanir.

Teorem 4.11. M kaehler manifoldunun noktasal hemen hemen hemi-slant altmanifoldu M

olsun. 7 — D* tamamen jeodezik olmasi igin gerek ve yeter sart
g(FVy,Y; + Ch(Yy,Y2),CY,) = —g(Vy,TY,, BY,)

dir. Burada ¥; € T(D7), Y, € I'(D1) ve Y, € I'(TM)* dir (Beyendi et al., 2023).
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Ispat: Herhangi bir Y; € I'(D7), Y, € (DY) ve Y, € I(TM)* igin (2.6.1), (2.6.2) ve (4.6)

esitliklerini kullanarak
g(h (Y1, Y2),Ys) = g(V, Y2, Ya) = g(Vy,JY, BY,) + g(J7y, Y2, CYa)

elde edilir. Buradan (2.5.1) ve (4.2) kullanilarak

g(h(Yy,Y2),Ya) = g(Vy, TYz, BY,) + g(FVy,Y; + Ch(Y1, Y3),CY,) (4.20)
elde edilir. Buradan ispat tamamlanur.
Teorem 4.12. M kaehler manifoldunun noktasal hemen hemen hemi-slant altmanifoldu M
olsun. Dy — D* tamamen jeodezik olmasi igin gerek ve yeter sart

FApy,Y, = CV§ FY,
dir. Burada Y; € T(Dg), Y, € T'(D1) ve Y, € I'(TM)* dir (Beyendi et al., 2023).
Ispat: Herhangi bir Y, € T'(Dy), Y, € T'(D*Y) ve Y, € T(TM)tigin (2.6.1), (2.6.2) ve (4.2)'den
g(h(Y,Y2),Y,) = g(7Y1]Y2:]Y4) = g(VylFYZ:]YO

olur. (2.5.2) ve (4.6) dikkate alindiginda

g(h(Y,Y2),Y,) = _gU‘7Y1FY2, Y,)
= gUAry,Y1,Ys) — g(V}quYZ' Y.)
= g(FAFYZ Yl - CV#;lFYZ, Y4) (421)

elde edilir. Buradan ispat biter.
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5. NOKTASAL HEMEN HEMEN Bi-SLANT ALTMANIFOLDLAR

Bu boliimde, slant altmanifoldlar, yari-slant altmanifoldlar, hemi-slant altmanifoldlar, bi-slant
altmanifoldlar ve hemen hemen hemi-slant altmanifoldlarin bir genellemesi olan yeni bir
altmanifold siifi tanimlanacak. 1k olarak asagidaki tanim1 verelim.
Tanim 5.1. M bir Kaehler manifold ve M, M nin bir altmanifoldu olsun. Bu durumda

i. TM =" @ Dy, B Dy,,

ii. DT distribiisyonu invaryanttir yani /DT = D7,

iii.  JDg, L Dg, ve]Dg, L Dy,,

iv. Dy, Dy, distribiisyonlar1 sirasiyla 6, 6, slant fonksiyona sahip noktasal slant

distribiisyonlardir.

Yukaridaki sartlar1 saglayan (DT,fbgl,fDQZ) distribiisyonlar1 varsa M ye M nin bir noktasal
hemen hemen bi-slant altmanifoldu adi verilir. Burada 6;, 6, agisina M nin noktasal hemen
hemen bi-slant agilar1 denir (Akyol et al., 2022).

DT, Dy , ve Dy, distribiisyonlarinin boyutunu sirastyla d;, d, ve dj ile gosterelim. Bu durumda

asagidaki 6zel durumlara sahibiz:
i. M manifoldu d,; = 0 i¢in noktasal bi-slant altmanifolda indirgenir.

ii. M manifoldu d; # 0 ve 0 < d,,d; <§ icin hemen hemen bi-slant altmanifolddur.

Buradaki d, ve d5 farkli slant agilardir.

ili. M manifoldu d; = d, = 0 igin noktasal slant altmanifold olarak adlandirilir.
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iv. M manifoldud; =0ve0<d,d;< g i¢in bi-slant bir altmanifolddur, burada d, ve

d farkli slant agilardir.

V. M manifoldud; =d, =0ve0<d; < gigin slant bir altmanifolddur.
Ornek 5.1.,s # 0,1; 6,6, € (0, g) icin R'2 deki bir M altmanifoldu

X, = scosb,,y; = tcosfy,x, = ssinf,,y, = tsinf,, x3 = scosf;, y; = tcosl,

1
— 0, +—0,,y5 = —
BT TR

X4 = SSinfq,y, = tsinf,, x5 = 0, +—=05,x6=U,Yys =7V

V3

olsun. Bu durumda M nin teget demeti

d
e, = cosf; — + sinf; — + cosf, — + sinf, —
! ! oy, ! 0y, 2 0y3 2 0Ys

d ) d 0 .
e, = cosf, (’)_x1 + sinf, (’)_xz + cosf, 6_x3 + sinf; 6_x4,

d d 1 0 1 0
e; = —tsinf, — + tcosf; — — ssind; — + scosf + — + —
; Loy, Loy, L ox, Yox, V30xs +20ys

d 1 0 1 0
= —ssinf, — 0, — — tsinf, — + tcos6 — —
ey ssin zax1+scos Zaxz sin Zay3+ cos 26y4+\/§6x5+\/§0y5

0 0

vektorleriyle gerilir. R12 nin hemen hemen kompleks yapisini

(2)=-2 3=, 1si=s
]axi_ ayl)]( - .I —llj—

seklinde tanimlayabiliriz. Direkt iglemlerle D" = {es, ¢} invaryant distribiisyondur, Dy, =

span{e,, e;} ve Dy, = span{es, e,}
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1

cos [cos(6; — 0,)] ve cos_l(m

)

slant fonksiyonlarina sahip noktasal bi-slant distribiisyonlardir. Boylece M, 6-boyutlu noktasal

hemen hemen bi-slant altmanifolddur (Akyol et al., 2022).

M bir Kaehler manifold ve M, M nin noktasal hemen hemen bi-slant altmanifoldu olsun. Bu
durumda, herhangi bir X € I'(TM) igin,

X =PX+ QX +RX (5.1)

yazilir. Burada P,Q ve R, sirasiyla, Dg, Ve Dy, distriblisyonlar: {izerindeki projeksiyonlart

gosterir. X € I'(TM) i¢in
JX =TX + FX (5.2)

esitliginde T'X ve FX, M manifoldu tizerindeki teget ve normal bilesenlerdir. (5.1) ve (5.2) yi

kullanarak,

JX = TPX + TQX + FQX + TRX + FRX (5.3)

elde edilir. JDT = DT oldugundan, FPX = 0 olur. Bu durumda

J(TM) = D" @ TDy, O T Dy, (5.4)

TJ'M = .7:@91 ea :Fbgz @ U (55)

esitlikleri yazilir. Burada u, T+M de FDy, @ FDy, nin ortogonal tiimleyenidir ve Ju = p dur.

Ayrica, herhangi bir Z € T4 M igin,

JZ=BZ+(CZ (5.6)
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yazilir. Burada BZ € I'(TM) ve CZ € I'(T*+M) dir.

Tamm 5.2. (5.2) ve (5.6) esitliklerinden TDg, € Dg,, TDg, € Dg,, BFDy, = Dy,, BF Dy, =
Dg, yazilir (Akyol et al., 2022).

(5.2) ve (5.6) esitlikleri kullanilarak asagidaki 6nerme elde edilir.

Onerme 5.1. M bir Kaehler manifold ve M, M nin noktasal hemen hemen bi-slant altmanifoldu

olsun. Bu durumda herhangi bir U; € Dy, ve U, € Dy, i¢in

(a)BFU, = —sin?6,U, (b) BFU, = —sin?6,U,

(c)T?U, + BFU; = -U, (d)T?U, + BFU, = -U,

(e)FTU, + CFU, = 0 (f) FTU, + CFU, = 0

esitlikleri saglanir (Akyol et al., 2022). Benzer sekilde Tanim 5.1, (5.2) ve (5.6) esitlikleri

kullanilarak asagidaki onerme elde edilir.

Onerme 5.1. M bir Kaehler manifold ve M, M nin noktasal hemen hemen bi-slant altmanifoldu
olsun. Bu durumda herhangi bir i = 1,2, Uy, V; € T'(Dg,) Ve U, V, € T(Dy,) igin

1. :EZUL' = —COSZBiUi,
2. g(TU;, V) = (cos?6,)g(U, V),
3. g(FU;, FiV;) = (sin?*6,)g(U;, V;)

esitlikleri saglanir (Cabrerizo et. al., 1999; Akyol et al., 2022).

Onerme 5.2. M bir Kaehler manifold ve M, M nin noktasal hemen hemen bi-slant altmanifoldu
olsun. M nin sirastyla farkli slant agilar1 6, ve 6, ile noktasal slant distribiisyonlar1 Dg, ve Dg,

olmak tizere,
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Q) Herhangi bir X,Y € Dy, ve Z € Dy, icin,
(sin®6; —sin®6,)g(VxY,Z) = g(AFTZZY — ApzT1Y, X) + g(AFTlYZ = ApyT2Z, X)

(i) Herhangi bir Z, W € Dy, ve X € Dy, igin,
(sin®8, — sin®6,)g(V,W,X) = g(AFTZWX = ApwT1X, Z) + g(AFT1XW = ApxTLW, Z)
esitlikleri saglanmis olur (Akyol et al., 2022).
Teorem 5.1. M bir Kaehler manifold ve M, M nin noktasal hemen hemen bi-slant altmanifoldu
olsun. DT invaryant distribiisyonunun M iizerinde tamamen jeodezik foliasyon tanimlamasi
icin gerek ve yeter sart
9(Arg,zJU = V;uTQZ,V) = g(TV;uV + Bh(JU,V),Q,Z),

ViyBW — AewJU € T'(Dg, D Dy,)

dir. Burada U,V € TD", Z = 0, Z + Q,Z € T(Dg, @ Dy,) ve W € I'(TM)* dir (Akyol et al.,
2022).

Ispat: Herhangi bir U,V € D", Z =0Q,Z + Q,Z € T(Dg, @ Dp,) i¢in (2.5.1) ve (5.2)

esitliklerinden,
gV, Z) = —g(VyyV,TOZ) — g(VyyV,FQ1Z) + g(J(ViyV + h(JU,V)), Q,Z)
elde edilir. Bu denklemde (2.5.2) dikkate alindiginda,
9TV, Z) = g(VjuTQZ — Agg,2JU,V + g(TV,;yV + Bh(JU,V),Q,Z) (5.7)
bulunur. Simdi, herhangi bir W € ['(TM)* ve U,V € I'(DT) igin,

gV, W) = —g(7,uV,BW) — g(V,,V,cW)
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= g(V, V,yBW + h(JU, BW)) + g(—AewJU + V4,CW, V)
= g(V;uBW — AeyJU,V) (5.8)

yazilir. (5.7) ve (5.8) esitliklerinden ispat tamamlanir.

Yukaridaki teoremin dogrudan bir sonucu olarak, agsagidaki sonucu verebiliriz.

Sonuc 5.1. M bir Kaehler manifold ve M, M nin noktasal hemen hemen bi-slant altmanifoldu
olsun. Bu durumda herhangi bir V € I(D"), Z = Q,Z+ Q,Z €T(Dg, B Dy,) ve W €
[(TM)* igin

JV,4V + Bh(JU,V) € ['(Dg, ® Dy,)
ViuTO1Z — Agg,zJU € T(Dy, © Dy,)
ViuyBW — AewJU € T(Dg, D Dy,)
dir (Akyol et al., 2022).

Teorem 5.2. M bir Kaehler manifold ve M, M nin noktasal hemen hemen bi-slant altmanifoldu

olsun. Dy, slant distribiisyonunun M iizerinde tamamen jeodezik foliasyon tanimlamasi igin

gerek ve yeter sart herhangi bir Uy, V; € T'(Dy,),Z € F(CDT @D Dg,) icin

sin®0,g([Uy, Z], V1) — sin26,Z(0,)g(U,, V1) = g(A;:TUlZ, V1) + g(AiFUlz'TVI) — g(VzFUy, FVy),
Vi, FTVy + Yy, CFVy + h(U;, BFV;) = 0

dir (Akyol et al., 2022).

Ispat: Herhangi bir U, V; € ['(Dg,).Z € r@' & Dy, ), metrikler bagdasabilme 6zelligi kullanilirsa

9(Vy,1,2) = U,9(v1,2) — g(V1, 7y, Z)
= —g([U, Z1, V1) + g(VzT2Uy, V) — g(VFTU,, Vi) — g(V,FU,, JVy)
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elde edilir. Burada, 6nerme 5.1 ve slant fonksiyonun 6zelligi kullanilirsa

9(7U1V1:Z) = —g([Uy,Z],Vy) +sin26,Z(6,)g(Uy, V1) — 5052919(‘7ZU1; Vi)
+9(72TTU1; V) — g(WZTUb]Vl)

= —g([Uy, Z], V) + sin260,Z(01) g(Uy, V1) + cos®6,9(Vy, V1, Z)
+cos?0,9([Us, Z], V1) — g(V,FTU,, Vi) — g(V,F Uy, JV)

yazilir. Direkt islemlerle

sin?0,9(Vy, V1, Z) = —sin?6,9([Uy, Z], V1) + sin26,Z(6,)g(Uy, V)
9(Ar7u,Z, V1) + g(Azy, Z,TV,) — g(V3FUL, FV;) (5.9)

olup, herhangi bir W € T(TM)* ve Uy, V; € T(Dg,) igin

9(Vy, V1, W) = —g(Vy, JTU, W) — g(Vy, FV1, W)
= —9(7U172V1'W) - g(|7U17-"TV1,W) - g(ﬁulngVpW) - g(ﬁulchVl'W)

bulunur. Burada slant fonksiyonun 6zelliginden

9(Vy Vi, W) = —(sin26,)U; (6,)g(V4, W) + cos?0,g(Vy, V1, W)
—g(Vy, FTV, W) — g(h(Uy, BFVy), W) — g(Vi;,CFV,, W)

olup buradan
sin?0,9(Vy, V1, W) = —g(V,FTVy + Vi, CFV; + h(Uy, BFV,), W) (5.10)
elde edilir. (5.9) ve (5.10) esitliklerinden ispat tamamlanir.

Benzer sekilde Dy, slant distribiisyonu i¢in asagidaki teorem elde edilir.



53

Teorem 5.3. M bir Kaehler manifold ve M, M nin noktasal hemen hemen bi-slant altmanifoldu
olsun. Dy, slant distribiisyonunun M iizerinde tamamen jeodezik foliasyon tanimlamasi i¢in
gerek ve yeter sart herhangi bir W € T(TM)* ve U,,V, € ['(Dg,) icin
sin*6,9([Us, Z1,V2) — 5in20,Z(8,)g(Us, V) = g(V2BFU, — Apry,Z — Acru,Z,V2),
V§,FTVy — FAry, Uy + V5, FV, = 0
dir (Akyol et al., 2022).
Teorem 5.4. M bir Kaehler manifold ve M, M nin noktasal hemen hemen bi-slant altmanifoldu
olsun. Bu durumda DT nin tamamen jeodezik olmas1 i¢in gerek ve yeter sart; herhangi U,V €
(D7) ve W € I'(TM)? igin
VyBW — Aew U € T(FDy, ® FDy,) ve h(U, BW) + VEEW € T'(1)

dir (Akyol et al., 2022).

Ispat: (2.5.1), (2.5.2), (5.2) ve (5.6) esitliklerinde ve herhangi bir U,V € T(DT) ve W €
[(TM)*t igin,

=g(vyJw,v)
= g(T(VyBW — AeyU) + B(h(U, BW) + VECW), V)

elde edilir. Buradan ispat tamamlanmis olur.

Teorem 5.5. M bir Kaehler manifold ve M, M nin noktasal hemen hemen bi-slant altmanifoldu
olsun. Bu durumda Dy, slant distribiisyonunun tamamen jeodezik olmasi igin gerek ve yeter

sart herhangi bir U;,V; € T'(Dg,) ve W € T(TM)* igin

9Ty, W,FTV,) = g(Apy,, BW) + g(V§,CW, FV)
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dir (Akyol et al., 2022).

Ispat: Herhangi bir U,,V; € [(Dg,)VveW € T(TM)? icin (5.2) ve (5.6) esitlikleri kullanilirsa

g(h(U, V), W) = —g(7y,JW,JV;)
= 9(7U1W’TZV1) + Q(VUIW’ FTVy) — g(vulBW:TVﬂ - g(7U1€W,TV1)

elde edilir. Ayrica, onerme 5.1 dikkate alinarak ve slant fonksiyonun 6zelligi kullanilarak

9(h(Uy, Vo), W) = —cos?60,g(Vy, W, V1) + g(—Aw U, + V5, W, FTV;)
+9(—Agy, Uy, BW) — g(V§,CW, FVy)

olup direkt iglemlerle

g(h(Uy, V), W) = CSC291{9(V$1W: FTVy) — g(Agy, Uy, BW) — g(Vll,IC’W,TVl)}
esitligini verir. Buradan ispat tamamlanir.
Benzer sekilde Dy, slant distribiisyonu i¢in asagidaki teorem elde edilir.

Teorem 5.6. M bir Kaehler manifold ve M, M nin noktasal hemen hemen bi-slant altmanifoldu
olsun. Bu durumda Dy, slant distriblisyonunun tamamen jeodezik olmast igin gerek ve yeter
sart

g(h(Uy, BW) + V§,CW, FVy) = g(V, W, FTV,)

dir. Burada Uy, V, € T(Dy,) ve W € T(TM)* dir (Akyol et al., 2022).
Teorem 5.7. M bir Kaehler manifold ve M, M nin noktasal hemen hemen bi-slant altmanifoldu
olsun. Bu durumda, D" — Dy, tamamen jeodezik olmas i¢in gerek ve yeter sart herhangi bir

U € T(DT),V, € T(Dy,) Ve W € T(TM)* igin

FV,TU = —Ch(V,TU)
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dir (Akyol et al., 2022).

Ispat: Herhangi bir U € I(D"),V; € [(Dy,) ve W € T'(TM)* igin, (2.5.1) esitligi kullamlirsa
ghU, V), W) = g(VyVy, W) = g(VyJV1,JW)

elde edilir. Diger taraftan, (2.5.1), (5.2) ve (5.6) esitlikleri kullanilarak,

gh(U, V)W) = g(7y,JU,JW)
=—g(Jv,,TU, W)
= —g(FVy,TU + Ch(V,, TU), W)

yazilir. Buradan ispat tamamlanir.

Teorem 5.8. M bir Kaehler manifold ve M, M nin noktasal hemen hemen bi-slant altmanifoldu
olsun. Bu durumda D" — Dy, tamamen jeodezik olmasi i¢in gerek ve yeter sart herhangi bir

U€eT(D"),V, €T(Dy,) ve W € T(TM)* igin
g(h(U,TV,) + ViFV,, CW) = g(Agy, U — VTV, BW)
dir (Akyol et al., 2022).

Ispat: Herhangi bir U € T'(D"),V, € ['(Dy,) ve W € T(TM)* i¢in (2.5.1) ve (5.2) esitlikleri

kullanilirsa

g(h(U, V), W) = g(Vy] V2, JW)

yazilir. Burada (2.5.2) esitligi kullanilirsa

g(h(U, VZ)' W) = g(vU]VZIJW)
=g(VyTV, + h(U,TV,),JW) + g(—Azy, U + VEFV,, JW)
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bulunup yukaridaki denklemde (5.6) dikkate alindiginda,
g(h(U, V), W) = g(VyTV, — Agy, U, BW) + g(h(U,TV,) + Vi FV,, CW)
elde edilir. Buradan ispat tamamlanir.

Teorem 5.9. M bir Kaehler manifold ve M, M nin noktasal hemen hemen bi-slant altmanifoldu

olsun. Bu durumda Dy, — Dy, tamamen jeodezik olmasi i¢in gerek ve yeter sart herhangi bir

U €ET(Dg,),V, ET(Dg,) veW € [(TM)* igin
F(Agy, Uy = Vy,TV;) = C(h(Uy, TV;) + Vf,lTVz)
dir (Akyol et al., 2022).
Ispat: Herhangi bir U; € T(Dy,), V; € T(Dy,) ve W € I'(TM)* i¢in
9@y, Vo, W) = g(Vy,JVo, JW)
yazilir. Ayrica (2.5.1), (2.5.2), (5.2) ve (5.6) esitlikleri kullanilirsa,

g(h(Ull Vz), W= —g(]Vulez, W)
= —g(](vulTVZ + vU:l?Vz), W)
= —g(FVy, TV, + Ch(Uy, TV,) — FAgy, Uy + CVG, FVo, W)

elde edilir. Buradan ispat tamamlanir.

Teorem 5.10. M bir Kaehler manifold ve M, M nin noktasal hemen hemen bi-slant altmanifoldu

olsun. DT invaryant distribiisyonunun integrallenebilir olmas1 igin gerek ve yeter sart herhangi

bir U,V € T(D7) i¢in

T(VyTV — VyTU) + B(h(U,TV — h(U,TV)
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ifadesinin I'(Dg, @D Dy,) uzay: i¢inde higbir bileseninin bulunmamasidir (Akyol et al., 2022).

Ispat: Herhangi bir U,V € T(D7), Z € ['(Dg, D Dy,) icin (2.6.1), (2.6.2), (2.5.1) ve (5.2)

denklemleri kullanilirsa

= g(J(VWTU + h(V,7U)) — J(VyTV + h(U,TV)),Z) (5.11)

elde edilir. Yukaridaki denklemler herhangi bir U € T'(D7) igin FU = 0 esitligini kullandik.
Ayrica, (5.11) denkleminde (5.2) ve (5.6) denklemleri kullanilirsa

g(u,v],2) = g(T(VwTU = VyTV) + B(h(V,TU) — h(U,TV),Z)
bulunup buradan ispat tamamlanur.

Teorem 5.11. M bir Kaehler manifold ve M, M nin noktasal hemen hemen bi-slant altmanifoldu

olsun. Dy, slant distriblisyonunun integrallenebilir olmasi i¢in gerek ve yeter sart herhangi bir

UV, €T(Dg,), Z ET(D D Dg,), Z = PZ + RZ igin

sin?0,g([Uy, Z],V;) — cos?0,9(Vy, V4, Z) — sin26,Z(61)g(Uy, V)
= 9g(T(Agy,Vy — Vy,TU;) — B(h(V1,TUy) + V#1TU1)'Z) + g(V;BFU; — Acry,Z, V1)

dir (Akyol et al., 2022).

Ispat: Herhangi bir U;,V; € T(Dg,), Z € T(DT @ Dy,), Z = PZ + RZ igin (2.5.1), (2.5.2) ve
(5.2) denklemleri kullanilirsa

g([U,"1],2) = 9(7U1V1’Z) - 9(7V1U1’Z)
=—g(VzJUJV1) — g([Ur, Z], ;) — Q(WVJULJZ)
= g(VT?U, V1) + g(V,FTUL VL) — g(V2FULJVL) — g([Uy, Z], V1)
—g(J(Vy,TU; + h(Vy, TU,) — J(—Agy, Vi + V5, FU, ), Z) (5.12)
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elde edilir. Diger taraftan, 6nerme (5.2), slant fonksiyonunun 6zelligi ve (5.6) denklemi

kullanilirsa

9([U1,V1],Z) = sin26,Z(61)g (U, Vy) + cos?0:{g(Vy,V1,Z) + g([U1, Z], V1)}

—9(Arru,Z, V1) + g(V;BF U, V,) — g([Uy, Z1, V)
+9(T(Ary, V1 — Vy,TU;) —B(h(V1,TU;) + ViTUl)'Z)

yazilir. Buradan ispat tamamlanir.

Benzer sekilde Dy, slant distribiisyonu i¢in agagidaki teorem elde edilir.

Teorem 5.12. M bir Kaehler manifold ve M, M nin noktasal hemen hemen bi-slant altmanifoldu

olsun. Dy, slant distribiisyonunun integrallenebilir olmast i¢in gerek ve yeter sart herhangi bir

Uy, V, ET(D,), Z € T(DT @ Dy,), Z = PZ + RZ igin

Sinzezg([Uz, Z], Vz) - COSZHZQ(VUZVZ,Z) - Sin292Z(92)g(U2, Vz
= g(V;BFU; — Arry,Z,V2) + gV, U, TPZ + TQZ) + g(h(V,,Uy), FOZ)

dir (Akyol et al., 2022).

Bu boliimiin son kisminda asagidaki 6rnegi verelim.

Ornek 5.2. 6,6, € (0, g) i¢in, agsagidaki gibi daldirma 1 ile tanimlanan bir Kaehler manifoldu

M nin bir altmanifoldu M;
Y(64,0,,u,v,s,t) = (ucosh,, vcos,, ucosf,, vcosf,, usinb,, vsinb,,
usinfq, vsinfy, 64,05, ub; + v0,,0,s,t)

olsun. M nin tanjant uzay1

= 'Ha 'Ha+ 96+ t9a+a+a
e; = —usin 9%, vsin '3y, ucos 3%, vCos "3y, T ox u6x6
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) ) 0 0 0
e, = —usinf, 6—961 — vsinf, a—yl + ucos6, 6_x3 + vcosO, F + 3y +v o
) ) 0 0
e; = cosb, 6_x1 + cosb, a_xz + sinf, 6_x3 + sinf, 6_x4 + 0, 6_x6
= cosf + cosf + sinf + sinf i +6 i
e4 = cosb, Iy cosf, 3, sinf, F sinf; oy, T %o,
0 0
¢ = ox;’ % = 0y,
vektorleriyle goriiliir. R* iin Kaehler yapisini;
. 0 g, 0 l<ii<e
](axl N ayi' ](ay] N axj' sbl=
ile tanimlayalim. Bu durumda;
= inf o + usiné + 0 g 0 g 4 g
Je; = —vsin 9%, usin '3y, vCos " Fxn ucos "oy, 3y u6y6
_ 0 _ d 0 d 0
Je, = —vsinb, 6_x1 + usind, 6_3/1 + vcosf, 6_x3 — ucosf, 3, + e -V 3y,
= 0 g 0 inf inf g 0 g
Je; = —cos 2550 cos '3y, sin 255 sin oy, %y,
= cosf 4 + cosf 0 + sinf g + sinf g 0 g
Je, = coso, o cos 1ax2 sind, FI sin6, o, 5 3y,

]65=——, ]e6=

ay; 6_x7
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olup direkt islemlerle DT = span{es, e¢} invaryant Dy, = spanfey, e;}, Dy, = span{es, e,}

sirastyla

_ -1 _ -2
cos™! ( — — ) ve cos ! | —
\/(Zu +v2+1)(2v2+u2+1) (9f+2)(922+2)

acil1 noktasal slant distribiisyonlardir. Bu durumda M bir 6-boyutlu noktasal hemen hemen bi-
slant altmanifolddur (Akyol et al., 2022).
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SONUC VE ONERILER

Bu tezde kompleks geometride 6nemli bir ¢calisma alani olan kompleks manifoldlarin 6zel bir
siifi olan hemen hemen Hermityen manifoldlarin yeni tip altmanifoldlar1 tanimlanmistir. Bu
altmanifoldlar sirastyla noktasal hemen hemen hemi-slant altmanifoldlar ve noktasal hemen
hemen bi-slant altmanifoldlardir. Bu tezde en temelde bu altmanifoldlarin varligini garanti eden
ornekler verilip bu manifoldlarin ortaya ¢ikardigi distribiisyonlarin geometrisi ayrintili bir
sekilde incelenmistir. Bu tez ¢alismasi kompleks geometride tanimlanan bu yeni tip altmanifold
kavramlarinin ileride farkli uzaylarda (kontakt manifoldlar, hemen hemen ¢arpim manifoldlar,
yari-Riemann manifoldlar vb.) bir ¢cok yeni tip altmanifold kavramlarinin tanimlanmasina

imkan saglayacaktir.
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