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FiZIK PROBLEMLERINDEN BAZILARININ
VIRIAL TEOREMINE GORE COZUMLERI

OZET

Virial, Latince gli¢, kuvvet ya da enerji anlamina gelen “vis” kelimesinden tiiretilmistir.
Virial Teoremi Rudolf Julius Emanuel Clausius tarafindan yaklasik 20 yil siiren
caligmalar sonucu bulunmustur. Bu teorem kapali (kararli) sistemlerde kinetik enerji ve
potansiyel enerji arasinda bir iliskiyi verdigi icin, hem klasik fizikte hem de kuantum
fiziginde hareket eden parcgaciklar sistemi i¢in onemli bir teoremdir. Virial teoremi,
galaksiler, niikleer fizik, kozmoloji, astrofizik, gazlarin kinetik enerjisi, atom ve
metallerdeki elektron tepkileri gibi bircok alanda uygulanabilmektedir. Bu tezde kapali
(kararl1) sistemlerde var olan kiitle ¢ekimi potansiyeli, yay potansiyeli gibi bazi fizik
problemlerini ele alarak virial teoremini uygulayacagiz. Ayrica Schrodinger Denklemi
gibi bazi denklemlerin ¢6ztimlerinde de virial teoremini uygulayacagiz.

Anahtar Kelimeler: Virial teoremi, virial teoreminin uygulanisi, virial teoremine goére
problem ¢oziimleri, kapali (kararli) sistemler.
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SOLUTIONS OF SOME OF THE PHYSICS PROBLEMS
ACCORDING TO THE VIRIAL THEOREM

ABSTRACT

Virial is derived from the Latin word “vis” meaning power, force or energy. The Virial
Theorem was discovered by Rudolf Julius Emanuel Clausius as a result of nearly 20
years of work. Since this theorem gives a relationship between Kinetic energy and
potential energy in closed (stable) systems, it is an important theorem for systems of
moving particles in both classical and quantum physics. Virial theorem; It can be applied
in many fields such as galaxies, nuclear physics, cosmology, astrophysics, kinetic energy
of gases, electron reactions in atoms and metals. In this thesis, we will apply the virial
theorem by considering some physics problems such as gravitational potential and spring
potential in closed (stable) systems. We will also apply the virial theorem to the solutions
of some equations, such as the Schrodinger equation.

Keywords: Virial theorem, application of the virial theorem, closed (stable) systems,
problem solutions according to the virial theorem.
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1. GIRIS

Virial, Latince gli¢, kuvvet ya da enerji anlamina gelen “vis” kelimesinden gelmektedir
(Arslan, 2013). Virial Teoremi Termodinamigin kurucularindan olan Rudolf Julius

Emanuel Clausius (1822-1888) tarafindan bulunmustur.
“Sistemin ortalama vizyonu, virialine esittir.” —Clausius (Clausius, 1870)

Yukaridaki alintida Rudolf Clausius, ilk kez 1870’de yayinlanan virial teoreminin 6ziinii
Ozetlemistir. Biiyiik 6l¢iide Carnot’un 1s1 motorlari lizerindeki ¢caligsmalarindan ilham alan
Rudolf Clausius, 1851°de 1sinin mekanik dogasi {lizerinde uzun bir ¢alisma baslatmistir
(Chandrasekhar & Tooper, General Relativistic Polytropic Fluid Spheres, 1964). Bu
calisma onu yirmi yil boyunca, su anda gorebildigimiz teoremi en agik sunumu olarak
formiile etmesine gotiirdii. Virial teoremi, 13 Haziran 1870 tarihinde Clausius, Asagi Ren
Doga ve Tip Bilimleri Dernegi (Association for Natural and Medical Sciences) Oniinde,
1stya uygulanabilen mekanik bir teorem iizerine bir konferans vermistir (Meltzer &
Thorne, 1966). Bu konferans1 verirken Clausius virial teoremini soyle ifade etmistir:
“Sistemin ortalama degeri, virialine esittir.” 19. Yizyilda, bir sistemin herhangi bir
ozelligine Latince bir isim vermek olagandi. Clausius, bir sistemin ortalama kinetik
enerjisinin, o sistemdeki her bir parcaciga etki eden kuvvet ile o parcacigin yer
vektoriinlin skaler carpimi toplaminin -1/2 katina esit oldugunu ifade etmistir. Burada
kuvvetten potansiyel enerji tiiretilmektedir. Boylece Clausius 1870 yilinda 20 yillik bir
calisma sonucunda virial teoreminin teknik tanimini yapmis olmaktadir. Ayrica Lord
Rayleigh (1905) virial teoreminin gaz basinct lizerine genellestirilmesini yaparak
yayimlamistir (Cankaya, 2008). Clausius ayrica, teoremin ikinci yarisinda yer alan terim
icin ise glic anlamina gelen Latince virias sozciigiinden almistir (Collins, 1977). Bugiin
“ortalama vis viva” daha c¢ok ortalama kinetik enerji olarak biliniyor, ancak “Virial”
terimi hala giiglii ve genel olan teorem olarak korunuyor ve kullaniliyor (Marc &

McMiillian, 1983, s. 216). Clausius’un virial olarak adlandirdig1 sistemin karakteristigine



artik fiziksel bir kavram olarak fazla Onem verilmese de, isim teoreme ve onun
evrimlesmis formuna ilistirilmistir. Clausius’un ¢alismasi Ingilizceye alt1 hafta gibi kisa
bir siirede terciime edilip yayinlanmig olsa da, teoremin giicli kabul edilmekte yavasti
(Collins, 1977). Bu kavramin girisinden itibaren Clausius ve Villarceau arasinda
tartismalar ortaya ¢ikmistir. Gliniimiizde bile hala kuantum mekaniksel virial teoreminin
gegerliligi hakkinda bazi zorluklar dikkat g¢ekiyor (Villarceau, 1872). James Clerk
Maxwell dort yil sonra, “bu iilkede bu teoremin énemi pek anlasilamayacak gibi, biraz
daha ayrintili agiklamak iyi olabilir.” demistir (Collins, 1977). Maxwell’in gozlemi, bir
asir sonra hala gecerlidir ve gergekten bu calismanin yapilmasinin en Onemli

sebeplerinden biridir.

20. yiizyilin basindan sonra teoremin uygulamalar1 daha cesitli ve yaygin hale gelmistir.
Lord Rayleigh, 1903’te teoremin bir genellemesini formiile etti; burada, Parker (Tooper,
1965) tarafindan yeniden canlandirilan ve daha sonra 1960’larda Chandrasekhar g¢ok
kapsamli bir sekilde gelistirilen tensér virial teoreminin baslangicini gorebilmistir
(Chandrasekhar, An Introduction to hte Study of Stellar Structure, 1957). Poincare, farkli
kozmolojik teorilerdeki yapilarin kararligini arastirmak i¢in 1911°de virial teoreminin bir
formunu kullanmistir. 1940’larda Paul Ledoux, yildizlarin titresim donemlerini elde
etmek ve kararliliklarin1 aragtirmak i¢in teoremin degisik bir formunu gelistirmistir.
Chandrasekhar ve Fermi, virial teoremini 1953’te manyetik alanlarin varligini igerecek

sekilde genisletmistir (Collins, 1977).

Marc ve McMillan’a gore ise Virial Teoremi, dogrusal momentumun yani Newton’un
ikinci yasasinin, kuantum mekaniksel karsihigindaki hareket denkleminin bir sonucudur.
Momentum, agisal momentum ve enerjinin korunum yasalartyla hemen hemen ayni
diizleme yerlestirilebilecek ¢ok temel ve genel bir iliskidir. Bu korunum yasalarinda
oldugu gibi, Virial teoreminin gegerlilik araligi fizigin tiim alanlarini igerir: Klasik
mekanik, kuantum mekanigi ve hem 6zel hem de genel goreli sistemler dahil olmak iizere
istatiksel mekanigi de kapsar. Bu nedenle Virial teoremi, galaksiler, niikleer fizik,
kozmoloji gibi ¢esitli fiziksel problemlerde ¢ok sayida uygulama bulan dikkate deger bir
teoremdir (Marc & McMillian, 1983).



Virial teoremi, hem klasik fizik hem de kuantum fiziginde hareket eden pargaciklar
sistemi i¢in onemli bir teoremdir. Virial Teoremi, merkezi kuvvet hareketi i¢in 6zel bir
oneme sahiptir (Cankaya, 2008). Klasik virial teoreminin mekanik ve termodinamik ile
ilgili calismalar1 giinimiize kadar olan literatiirde yer almaktadir. Plazma, viskozite,
siirtinme ve cesitli potansiyel etkilesimler de virial teoremi ile baglantili olarak
incelenmistir (Weislinger & Olivier, 1974, s. 389). Ayn1 zamanda Clausius’un virial
teoremi, gazlarin kinetik teorisi, atom ve metallerdeki elektron tepkisi ve astrofizik gibi

fizigin bir¢ok alaninda kullanilan gii¢lii bir aragtir.

Genel olarak sistem dinamikleri hakkindaki ders kitaplar1 virial teoremi ile ilgili
kanitlayict bilgiler verir ve molekiiller arast ¢ok pargacikli sistemlerde Coloumb
kuvvetine uygulanir (Sivardiere, 1986). Kuantum mekaniksel virial teoremi, Born-

Oppenheimer ve statik yaklasimlarla, Hellmann-Feyman teoremi ile baglantilidir.

Virial teoremi, rélativistik olmayan kuantum mekaniginde yalnizca 6lgek doniisiimlerinin
tim grubunu uygulayarak degil, ayn1 zamanda sonsuz kiiciik iireteclerini kullanarak da
kanitlanabilir. Bu yontem Finkelstein’a kadar uzanmaktadir ve fizik kitaplarinda
“komiitator varyant1” olarak belirtilmistir. Bununla birlikte, “komiitatér kanit1”,
stireklilige gomiilii 6zdegerlere ait 6zfonksiyonlar i¢in genel olarak dogru degildir. Bu tiir
fonksiyonlarin sonsuzda yavas yavas azalmasi nedeniyle Albeverio tarafindan

vurgulanmistir (Albeverio, 1972, s. 173).

Virial Teoremi cekirdegi sabit tutmak i¢in dis kuvvetlerin uygulandigim1 varsayarak bir
molekiile uygulanabilir. Ortalama elektronik kinetik enerji, ortalama toplam i¢ enerjinin
eksi, arti dis kuvvetin virial teoreminden kaynaklanan bir terimdir. Dig kuvvet, niikleer
konumun fonksiyonu olarak toplam i¢ enerji bilgisinden tiiretilebildiginden, bu teorem
toplam enerjiyi 6grenir 6grenmez, c¢ekirdeklerin tiim konfigiirasyonlar1 i¢in ayr1 ayri
kinetik ve potansiyel enerjiyi bulmanin yolunu verir (Slater, 1933). Marc ve McMillian’in
da kitaplarinda belirttigi gibi 1950’lerin basindaki bazi arastirmacilarin ifadelerinin
aksine, virial teoreminden hesaplanan kuantum mekanigi basinci, istatiksel mekanikten
hesaplanan sonug ile aynidir. Ug ve iki boyutlu plazmalar igin durum denklemleri de
sirastyla taranmis Coulomb ve logaritmik fonksiyon potansiyelleri ile elde edilir (Marc &
McMiillian, 1983, s. 215).



1.1. iki ve U¢ Boyutlu Plazmalar

Durum Plazma Denklemi: Bir plazma i¢in durum denklemi genellikle istatiksel
mekanikten tiiretilmis olsa da burada ayrica virial teoremi, kiime integralleri veya
yayicilar gibi karmasik istatistiksel-mekanik araglar gerektirmeyen pedagojik avantaji
olan alternatif bir kanit saglar (Kelly, 1963).
Devam etmek i¢in, Zge yiikiinii tasiyan bir plazma iyonunu cevreleyen ortalama
potansiyel &g (r)i¢in Debye-Hiickel teorisini kullaniyoruz; Bdylelikle gosterilen bir
Coulomb potensiyeli elde edilir (Debye & Hiickel, 1923).

(@y(r)) = Z2e77/P (L.1)
Burada D, Debye (koruma) tarafindan verilen uzunluktur.

p2=—X _ (1.2)

T 4me? ¥ ngz?

Burada ns, s tiriiniin iyonlarmin say1 yogunlugudur ve toplam, tim s tiirlerinin

tizerindedir.
Coulomb potansiyeli i¢in virial teoremini hatirlarsak:
3PV = 2(T) + (U) (1.3)

(T) esbolme teoremi ile verildiginde

T = # ile ifade edilir ve buradan su denklem yazilir;

2(T) = 3kOV ¥ ng (1.4)

ve U toplam potansiyel enerjidir.



U=:%Zed] (1.5)

Diger tiim i plazma iyonlarinin Coulomb alani1 nedeniyle @; iyonunun deneyimledigi

potansiyel soyle ifade edilir:

Zje

P = Zj(;ti)% (1.6)

Tij

Denklem (1.5)’¢ gore U toplam potansiyel enerji tizerindeki iyonlarin toplaminin

degistirilmesi, S tiirlerinin toplami1 ve ortalama U olur:

1 ! 1 !
(U) =2 (T Zie &) = - NsnsVZse () (1.7)
Ortalama potansiyel (®q)

(@) = [(@)) -2 (18)

T lr=0

Yani, Zge yiiklii bir iyona etki eden ortalama potansiyel, Debye-Hiickel potansiyeli, eksi
iyonun 6z potansiyelidir (Kirkwood & Poirier, 1954).

(@) = —=° (L9)

Boylece Denklem (1.2)’yi kullanarak U,
) = - 5 Tn,22 (1.10)

Denklem (1.4) ve (1.10)’da virial teoremi denlemi yerine koyarsak Denklem (1.3)’de bir

plazma i¢in istenen durum denklemini verir:

(&) @nz2yr (111)

63
P=ko ¥n,— — (-

3



Denklem (1.2)’yi kullanilarak Denklem (1.12) de yazilabilir.
P=k6 Yn,1— (18N)™1] (1.12)
A= ZD3 % (1.13)

“Debye kiiresi” i¢indeki toplam iyon sayisidir. Bu form, ideal gaz yasasinda sapmalarin
biiyiik oldugunda kiigiik oldugunu gosterir. Ornekleme igin tek - tek degerlikli bir (uni-
univalent) plazmada, D?~1/n ve .#"~ D3n ~ n~1/2; dolayistyla biiyiik .#", diisiik iyon
yogunlugunu ifade eder. Debye kalkan bulutu kavraminin anlamli olmasi i¢in aym

kosulun saglanmasi gerektigini hatirlatir (Kelly, 1963).

Virial teoremi, sistemin ortalama toplam Kkinetik ve potansiyel enerjileri arasindaki
iliskiyi vermektedir. Toplam kinetik enerji, tek parcacigin kinetik enerjisine gore onemli
nicelikleri igerdiginden daha karmasiktir. Bu sebeple virial teoremi bize karmasik
sistemleri ve bu sistemlerin olusumu sirasinda ortaya ¢ikan enerji degisimlerini
anlatmaktadir. Virial teoremi, sabit bir sistemin Kkinetik ve potansiyel enerjilerini
rolativisttik olmayan mekanik ve astrofizikte, biiylikliik ve hizlarinin dagilimma bagh
olarak uzay sistemlerinin kiitle hesaplamalarinda yaygin olarak kullanilmaktadir. Aym
zamanda yergekimi alanina ek olarak elektromanyetik alan ve basing alani gibi diger
alanlar1 da igermektedir (Cankaya, 2008). Virial teoremi, sabit bir sistemin kinetik ve
potansiyel enerjilerini reaktif olmayan mekanik ve astrofizikte yaygin olarak kullanilan
karanlik sistemlerin kiitlesi, boyutlar1 ve hizlarmin dagilimini inceleyen teoremdir
(Saslaw, 1985). Yer¢ekimi alanina ek olarak bu teorem elektromanyetik alan ve basing

alani gibi diger alanlar1 da icermektedir (Thornton & Marion, 2014).

Henri Poincaré’nin (1911) virial teoremini kozmolojik kararliligi belirleme problemine
uygulamasi, Fritz Zwicky’nin (1933) karanlik maddenin kesfi i¢in kullanmasi, Ledoux’un
(1945) virial teoreminin degisik formunu gelistirmesi, Parker’in (1954) virial teoreminin
tensor formunu gelistirmesi, virial teoreminin ilk kullanim alanlar1 olarak sayilabilir.
Ayrica virial teoremi, istatistiksel mekanikte, esboliisiim teoreminde, ortalama toplam

kinetik enerji ile ilgili sistemin sicaklik hesaplamalar1 gibi ¢ok karmasik hesaplamalarda,



astrofizikle 1ilgili olarak ise i¢ sicaklik, kiitle, yildizlarin yaricap1 ve yildizlarin kararlilik
durumlar ile ilgili bilgileri elde etmede kolaylik saglamaktadir. Atom ve molekiillere ait
hesaplamalarin dogrulugunun kontroliinde, bazi hesaplamalarin daha kolay yapilmasi gibi

birgok alanda bize yardimci olacak bir teoremdir (Reed, 1993).

Virial Teoreminin klasik mekaniksel ¢ikarimi gegen yiizyillar boyunca basarili bir sekilde
ilgili fizik problemleri iizerinde uygulanmustir. Ozellikle astrofizikte, kozmoloji,

molekiiler fizik, kuantum mekanigi ve istatistiksel mekanikte kullanilmaktadir (Schmidt,

1979).

Sinirlamalar géz Oniine alindiginda, virial teoremin bagli durumlart ve genel olarak
kuantum mekanik sistemleri incelemede kullanilan uygulanabilir bir teorem oldugu
gortilmektedir. Virial teoremi tarihte kabul gormiis kuantum ve klasik mekanikteki benzer
teoremler ile kiyaslandiginda, bu teoremin onlardan tiiretildigi goriilmektedir. Reaktif
olmayan formdaki kuantum mekaniksel virial teoremi kinetik enerjinin degerleri ve
potansiyel enerjinin yonli tiirevi ile iligkilidir. Bir sistem i¢in Relativistik Hamiltonian
tarafindan tanimlanan kuantum mekaniksel virial teoremi arasindaki iligki kinetik ve
potansiyel enerjinin yonlii tiirevlerinin beklenen degerlerini hesaplanmaktadir.
Hesaplama goreli ve iliskisiz Hamilton denklemleri dahil olmak iizere kuantum
mekaniginde virial teoremler ve dalga denklemlerinde de (Schrédinger, Salpeter, Dirac,
Klein-Gordon) bulunmaktadir (Lucha, 1990).

Teoremin goreli modifikasyonu, pargacigin momentumu ve kinetik enerjisine karsilik
gelen Lorentz doniisiimii de Virial teoreminin vasitasiyla bir tensér formundaki kinetik
enerji mikroskobik diizeyde stres tensorii (Eshelby stresi) ile iligkilidir. Basing etkilerini
klasik fizik cercevesinde kiitle ve enerji akislarinin degiskenlikleri {izerinde de

kullanilmaktadir (Ganghoffer, 2010).

Esasen Clausius tarafindan verilen orijinal kanit su sekildedir:

ﬁa, m,, kiitle degeri olan a pargacigmna etki eden toplam kuvvet olsun. 7, konum vektorii

olmak {izere Newton’un ikinci yasasi soyledir;



—

E, = mui, = by, (1.14)

Bu denklemin konum vektorii 7, ile skaler ¢arpimi F, parcaciginin kinetik enerjisi T, y1

igerir:
TaFa= Ta-Pa= 5 (. Pa) = maif (L.15)
veya
(P =T B+ 2, (1.16)

Bu denklem zamana baglh veya dinamik Virial teoremi olarak adlandirilabilir ve basitge
7, . Pq hareket denklemidir.
Herhangi bir f fonksiyonu i¢in tanimlanan zaman ortalamasma bagvurmak verimli

olmaktadir.

f=zJfdt (1.17)

T rastgele bir zaman aralifidir. Ancak genellikle sistemin karakteristik siiresiyle

karsilastirildigindan uzun oldugu varsayilir. Bu zaman tizerinde ortalama alinirsa

1 (— — — -
- 7. Pal b= Ta. F, + 2T, (1.18)

denklemi elde edilir. Sol taraftaki entegre terim, hareket periyodik ise (yani belli bir siire
sonra 1, . p, gibi tiim dinamik miktarlar tekrar ediyorsa) ve t , hareketin herhangi bir
periyodunun kati olarak segilirse kaybolur. 7,. p, ‘nin sonlu sinirlar i¢inde kalmasi
kosuluyla, periyodik olmayan hareket i¢inde kaybolur. Ciinkii 7 terimi, istenen kadar

kiigiik yapmak uzun siirebilir. Boylece a pargacigi i¢in Virial Teoremini elde ederiz.

2T, =1,. F, (1.19)



veya tiim pargaciklarin toplanmasiyla, tiim sistem i¢in Virial Teoremi su hale gelir:

—2T = Y,7.. E, (1.20)

Burada T (= ) T,) sistemin toplam Kinetik enerjisidir. Denklem (1.20)’nin sag
tarafindaki terim kuvvet anlamima gelen Latince vis (vires) kelimesi virial olarak
anilmaktadir (Marc & McMillian, 1983, s. 217).

Milne (1925), siiratle orantili siirtlinme kuvvetlerinin viriale hicbir katki yapmadigini,
ciinkii F’nin skaler carpim1 7, hiz ile —#, verimi -7, .7, = —d (1’_2) / 2) / dt oldugu
icin, ortalamaya gore yok olduguna dikkat cekti. ( Ancak, sisteme siirekli olarak enerji

eklenmedigi siirece herhangi bir hareket uzun siireli ortalamada siirtiinme ile soniimlenir.)

(Milne, 1925).

Daha genel olarak, herhangi bir kuvvetin virial teoremi, sinirli bir niceligin toplam zaman
tiirevi olarak yazilabildiginde, bu kuvvetin virial teoremine higbir katkist olmaz.

Tek bir pargacik i¢in bir Virial teoremi formunun elde edilebilecegi agik olsa da Denklem
(1.19) veya tek bir parcacigin tek bir Kartezyen koordinati i¢in bile bu tiir durumlar
yalnizca 6zel durumlarda yararlidir. Cilinkii parcacik iizerindeki toplam kuvvet genellikle
sistemdeki diger parcaciklardan gelen kuvvet katkilarini igerir. Denklem (1.20) tiim
parcaciklarin toplamini, 6rnegin bir molekiildeki atomlar veya bir kiime i¢indeki yildizlar
gibi pargaciklarin alt kiimeleri iizerindeki toplamlara ayrilabilir (Marc & McMillian,
1983, s. 218).

Virial teoremi kapali (kararl1) sistemlerde kinetik enerji ve potansiyel enerji arasinda bir
iliski verir (Arslan, 2013). Bu tezde kapali (kararli) sistemlerde var olan kiitle ¢ekimi
potansiyeli, yay potansiyeli gibi bazi problemleri virial teoremine gore yeniden ele alip
cozecegiz. Ayrica Schrodinger denklemi gibi bazi denklemlerin ¢6ziimlerini virial
teoremini uygulayacagiz. Kapali sistemlerde mekanik enerji korunumludur. Dolayisiyla
kuvvet korunumludur. Virial teoremi korunumlu (kararli) sistemlerde gecerli bir

teoremdir. Kapal1 sistemlere uygulandiginda dogru sonuglar vermektedir.



2. MATERYAL VE YONTEM

2.1. Virial Teoreminin Klasik Mekaniksel Cikarimi

Bir G biiyiikligii soyle ifade edilsin;

2.1)

G=Zﬁi'ﬁ

G, konum vektorii ile momentumun skaler ¢carpimi olan bir biiyiikliktiir. Eger Denklem

(2.1)’in her iki tarafinin da tiirevini alirsak

dr;
2.2)

denklemini elde ederiz. Eger G verilen bir zaman araliginda periyodik ve sinirlanmis bir

biiytikliik ise:
1jd—Gdt _6(0)-60) _, (2.3)
Ty dt T
olmalidir.
d_’ —
= . kuvvet,
dt
ar, —
&h— v, hiz,



11

mv, = p, momentum olarak ifade edilir.

> FEE+> miy =0 (2.4)

Bu denklemde mw,. v, = m v? ve Kinetik enerji T,

=Ly 2.5)
2
oldugundan
YR =-2T (2.6)

olur. Denklem (2.6) virial teoreminin klasik mekaniksel ¢ikarimidir. Korunumlu bir

kuvvet ile V potansiyel enerjisi arasindaki baginti

F=—— 2.7)

yazilip Denklem (2.6)’da yerine konulursa, V(r) potansiyel enerji olmak iizere asagidaki

denklemle tanimlanan virial teorem elde edilir;

—r E= 2T (2.8)

7.VV = 42T (2.9)
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2.1.1. Virial Teoreminin Kiitle Cekim Kuvvetine Uygulanisi

Kiitle ¢ekim kuvveti

F.=G "i—’z" (2.10)
ile verilir. Potansiyel enerji ise

U=6-" (211)
denklemi ile tanimlanir. Virial denkleminin

YF. 7= —#.VU (2.12)

oldugunu daha 6nce gordiik. Potansiyel enerjiyi virial denkleminde yerine koyarak kiitle

cekim kuvvetinin konumla skaler ¢arpimini aldigimizda

GMm
r

YF. 7=+ (2.13)
sonucunu elde ederiz.

2.1.2. Virial Teoreminin Yay Kuvvetine Uygulanisi

Bir yaya uygulanan kuvvet —kx ile verilir. Bu yayin iizerindeki potansiyel enerjiyi veren

baglantiy1 virial teoremi ile ¢ikarin.
Yine virial teoremini kullanarak ve r = x alarak
—kx(x) = 2T (2.14)

esitligini yazariz. Yayin potansiyel enerjisi
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V =1k (2.15)

oldugunu biliyoruz. Virial teoreminden Denklem (2.9) da yine

7 = x alarak
A (2.16)
dx X

esitligini yazariz. Buradan da

[Zdx = [} kxdx (2.17)
integral denklemini yazabiliriz. Bunun sonucu

V= % fex?2 (2.18)
olur.

2.1.3. Virial Teoreminin Harmonik — Osilatér Yaklasimina Uygulamisi
R—R.=qileV(R) =V (R.) + 5 k.q? elde ederiz.

av

R —
dR

= R.k.q + k.q* (2.19)

Harmonik osilator i¢in ¢ozlimler tam olarak bilinmektedir. Titresim kuantum sayisi

v(v=0,1,2,...) icin, bunlar

E, = (v+3)hw (2.20)

vy = ()" @von1ze-epy, (at/2q) (2.21)
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Burada a = puw/h ; w klasik titresim frekansidir

o = (%)1/ 2 2.22)

H, 6zyineleme iliskisine uyan Hermite polinomlaridir.
xHy(x) = vHy-1 () + 5 Hyya (1) (2.23)
Ilk birkag yap1

Hy=1, H, = 2x, H, = 4x? =2

Dalga fonksiyonlar1 | v ) tam bir ortonormal kiime olusturur ve Hermite polinomlar1 gibi
v esitligine sahiptir. | v )‘yi Denklem (2.19) ile birlikte niikleer dalga fonksiyonu olarak

kullanarak, | v ) durumu lizerinden ortalama virial elde edilir.
av
(R = Reke(wlqlv) + ke(vlq?|v) (2.24)

Sagdaki ilk terim, simetrik araliktaki (—oo, 4+00) tek bir fonksiyonun integrali oldugu i¢in
yok olur. Simdi ikinci integrali hesapliyoruz. (v|q?|v) denklem’in 6zyineleme

baglantisim kullanarak Denklem (2.23) ile x = a'/?q:

alvy =(2) -0+ 2 ) (2.25)

2a 2a

ve bitisik iligki ( biitliin degerler gercektir),

wlq = (%)1/2 w—1|+ [";—1]1/2 w+1] (2.26)

a

Dalga fonksiyonlarinin ortonormalitesini hesaba katan bu son iki iligkinin sonucu,
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1\ Aw

(v|q?|lv) = (v + %) a”l= (v + —)— (2.27)

2) ke

Boylece Harmonik osilatér yaklagiminda,
av 1
(RZ), = (v + 5) ho = E, (2.28)

sonucunu elde ederiz.
Bu sonucu Denklem (2.171)‘e eklersek Denklem (2.29)’u elde ederiz:

0E, _  Ey

- 2 (2.29)
veya frekans agisindan

onw 1

dlny 2 (2.30)

Bu sonug, Denklem (2.22) ifadesinin frekansii verir. Boylece Denklem (2.171)’in
tutarliligini dogrulamis oluruz.
Denklem (2.30) iizerinde daha fazla hesaplama yapmadan, v(r) 'nin gelisimine baska bir

terim dahil ederek bir iyilesme elde etmeyi umabiliriz.
V(R) = V(R) +5keq? + = Loq? (2.31)

ve ayn1 harmonik osilatdr dalga donksiyonlarmi korur. Esitlik nedenleriyle (v|q3|v) = 0

ve (v|q|v) = 0 oldugundan, hesaplanacak baska bir integralimiz yoktur.

av Rele leq®
R = Rekeq + [ke + T] >+~ (2.32)

Denklem (2.171) olur.
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dlnw 1 Rel,
dlnp _5(1 + Zke) (2.33)

Kendinden negatif nicelik R.l./2k., Denklem (2.30)’a bir diizeltme terimi olarak
gorliniir. Ancak deneysel sabitlerle yapilan karsilastirmalar, bu terimin kiiciik bir
diizeltme olarak kabul edilemeyecek kadar biiylik oldugunu gostermektedir. Genellikle
sifirinct mertebeden dalga fonksiyonlari, enerjiye (veya frekansa) dogru birinci

mertebeden diizeltmeler verir.

Denklem (2.171) dogru goriiniiyor ve belirli durumlarda integralin sayisal hesaplamalari,
azaltilmis kiitledeki degisiklik verilen izotopik enerji kaymasi veya enerji kaymasi verilen
bir izotop kiitlesi hakkinda iyi tahminler verir (6rnegin, bant spektrumlarindan) (Marc &

McMiillian, 1983).

2.1.4. Virial Teoreminin Ters Sarkaca Uygulanisi

Birka¢ yi1l 6nce Mata ve Pestana, Sekill’de gosterdigi gibi m kiitleli ve | uzunlugundaki
hareketli bir ters sarkacin bir salinimmin hizli zamana bagli Hamiltonian ortalamasini

buldu (Ladera & Eduardo Alomay, 2010, s. 264).

Sekil 1°’de gosterilen geometriden asagidaki denklemleri yazabiliriz:

FP=R+1 (2.34)
R=zk (2.35)
[ =1sin6j+lcosOk (2.36)

Sarkag v hizinda y-z diizleminde hareket eder.

D=10cosf j+(z—106 sind )k (2.37)
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Sekil 1.1: Saliniml1 bir ters sarkacin 1 uzunlugunda P eksenli R vektorii (Ladera & Eduardo Alomay ,

2010)

Kinetik ve potansiyel enerji i¢in ifadeler sirasiyla soyledir:

T==[(l6— zsinf )?+ 2z%cos?0] (2.38)

m
2

V=mg(z+1lcosf) (2.39)

Ortalamalari ise:
(Ty = = [1%(62) — 216z sin6) + (2%)] (2.40)

(V) =mg ({(z) + [ cos(0)) (2.41)

Kiigiik salimlar igin, V ac1/rz potansiyeli V oc 1/ r? bigimindedir.

Eger 2 <T>=-a<V> denkleminde a = -2 olarak alirsak ve kiigiik a¢1 yaklagimlarini

kullanirsak: cos8 =~ 1 — 62/2 ve sin@ = 0 kigiik sarka¢ salimimlari i¢in Denklem

(2.40)’1 ve Denklem (2.41)’i elde ederiz.
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(22 = 291 (1- £2) - 12(62) (2.42)

6 = 0 durumu i¢in yercekimi potansiyeli maksimumdur ve denklemde (z?2) ile gosterilen

kararli nokta kosulu su sekildedir:
(z%) =2gl (2.43)

Bu sonug, eksen hareketi siniizoidal oldugundan Mata ve Pestana tarafindan elde edilen

sonucla tutarlidir (Ladera & Eduardo Aloma y , 2010, s. 265).
Mata ve Pestana asagidaki durumlarda kararli bir nokta buldular:
(z2) > gl (2.44)

Hamiltonian veya Lagrangian sistemleri kullanilmadan da sonug¢ alinabilecegi
aciklanmistir (Mata & Pestana, 2004). Bunun yerine, genel fizikte ve Virial Teoreminde
tanitilan basit kavramlar kullanilabilir. Teorem acisindan sisteme ulasan maksimum
ortalama potansiyel enerji, ortalama kinetik enerjiye esittir (Ladera & Eduardo Aloma y ,
2010, s. 265).

2.1.5. Virial Teoreminin Coulomb Yasasina ve Hidrojen Atomuna Uygulanisi

Virial teoremi yaygmn olarak kullanilan ders kitaplarinda kuantum mekanigi
problemlerinde siklikla uygulanmaktadir. Ayrica molekiiler fizikte de standart
kullanimdadir. Ornek olarak asagidaki hidrojen atomunun radyal 6z fonksiyonlarinin
ortalama boyutunu bulmanin olduk¢a basit durumunu ele alalim. Cok basit olmayan ve
daha kullanigh olan diger uygulama durumlari referanslarda bulunabilir (Griffiths &
Schroeter, 1997).

Hidrojen atomunun herhangi bir 6zfonksiyonu ¢ — Ozenerjisi E i¢in hidrojen atomu
kuantum beklenti degeri < @|H|p >, Hamiltonian kuantum beklenti degerinin

toplamina < T >, <V >, esittir.
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<SH>,=E=<T>, +<V>, (2.45)
=< P?/2m > —<e?/r> (2.46)
Virial teoreminin nicelestirilmis versiyonu su sekilde olabilir:

<T>,= —1/2 <V >, (2.47)

Okuyucunun kuantum beklenen degerlerini klasik ortamlar olarak almasi gerekir.

Denklem (2.45)’1 diizenlersek:
E=2= (e? /1) (2.48)

Ayrica, eger atom n’ininci 6z durumunda ise, enerjisi asagidaki gibi tanimlanir.

2,4

2

Son iki denklem atomun yarigapi i¢in aranan sonucu Verir.
(1/r)n = 1/(agn*) (2.50)
Burada a, Bohr modelinin atomunun yarigapidir.

Her ne kadar (1/r) farkli olsa da 1/(r) den, iki ortalamanin ayni biiytikliikte oldugunu ve

sonucunda asagidaki denklemi elde ederiz.
(r,) =n?a, (2.51)

Bu, hidrojen atomunda elektron bulma olasiliginin maksimum degerine ulastig1 radyal
mesafedir (Killingbeck, 1970).
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2.1.6. Virial Teoreminin Elektromanyetik Alana Uygulamsi
Virial Teoremi, elektirik ve manyetik alanlar1 igerecek sekilde genisletilebilir.

2
% % + fvxkaa% d*r=2(T+U)+ WE+W" — [x,(py + Ty)dS; (2.52)

burada eylemsizlik momenti I, elektromanyetik alan momentum yogunlugu G, “sivinin”
kinetik enerji T, parcaciklarnin rastgele termal enerjisi U ile gosterilir. WP ve WM ise
dikkate alinan hacmin elektrik ve manyetik enerji igerigidir. Son olarak p;, Yyerel

hareketli koordinat sisteminde ifade edilen s1v1 basinci tensoruddr.
Pik = En°m(vvg)? — ViV X mn® (2.53)
ve Ty, elektromanyetik gerilim tensoridiir.

Too= (S + 1) Sue — (0iF +22) (2.54)

Ho

Bir plasmoid manyetik alanlarin ve plazmanin sonlu bir bigmidir. Virial teoremi ile,
disaridan gelen kuvvetler tarafindan tutulmadigi takdirde bdyle bir konfiglirasyonun
genisleyecegini gormek kolaydir. Basing tasiyan duvarlar veya manyetik bobinlerin
olmadig1 sonlu bir konfigilirasyonda, ylizey integrali kaybolacaktir. Sag taraftaki diger
tim terimler pozitif oldugu icin eylemsizlik momentinin ivmesi de pozitif

olacaktir. Genigleme siiresini 7 tahmin etmek de kolaydir . Toplam kiitle M , bir yarigcap R

2 -
ile

ile smirlysa, eylemsizlik momenti kabaca MR % ve Virial teoremi sol taraftaki MTR

2

gosterilir. Sag taraftaki terimlere pR® eklenir, burada p plazma basicindan veya manyetik

basingtan daha biiyiiktiir. Bu iki terimi esitlenmek i¢in 7 ¢ozlilmelidir.

TN—


https://tr.esc.wiki/wiki/Plasmoid
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burada csiyon ses dalgasinin hizidir (veya manyetik basing plazma basincindan
yiiksekse, Alfvén dalgasidir ). Bu nedenle, bir plazmoidin omriiniin ses (veya Alfvén)

gecis siiresine gore olmasi beklenir (Schmidt, 1979) .
2.1.7. Virial Teoreminin ideal Gaz Denklemine Uygulanisi
Istatiksel nitelikteki onemli sonuglar kayda degerdir. Konum vektorleri r, ve momenti p,

olan pargaciklarin toplami smirhdir yani zamanin tim degerleri i¢in sonlu kalir.

(Thornton & Marion, 2014, s. 277)

S= Yalag -Ta (2.55)

S’nin zaman tiirevi

as

qt = Za(pa-fa + P - ra) (2-56)

ds / 4¢ in ortalama degerini periyodik zaman aralifinda hesaplarsak, Denklem (2.57)’yi

buluruz:
E _1 rﬁ _ S(m-5(0)
(dt) =)z dt = — (2.57)

Sistemin hareketi periyodik ise ve eger periyodun tam sayi kat1 t ise S(t ) = S(0) olur ve
(S) kaybolur. Ancak, sistem herhangi bir periyodiklik gostermese bile, 0 zaman hipotez
geregi S siurlt bir fonksiyon oldugu i¢in zamanin yeterince uzun olmasina izin verirsek
(S)’i istedigimiz kadar kiiciik yapabiliriz. Bu nedenle yukaridaki Denklemin sag tarafinin
zaman ortalamasi her zaman kaybolacak (veya en azindan sifira yaklasacak sekilde)

yapilabilir. Dolayistyla biz bu sinirda

<Zapa . fa) = - (Zalja' ra) (2.58)


https://tr.esc.wiki/wiki/Ion_acoustic_wave
https://tr.esc.wiki/wiki/Alfv%C3%A9n_wave
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bu denklemin sol tarafinda p,. 7, kinetik enerjinin iki katidir. Sag tarafta, p, a.

pargacigin tizerindeki F, kuvvetidir. Bu nedenle,
(2 ZaTa> = - (Za F, . ra) (2.59)

T, iizerinde ki toplam, sistemin toplam kinetik enerjisi T dir. Bu yiizden genel sonucu bu

sekilde belirtebiliriz.
(T) = — 5 (ZaFa-Ta) (2.60)

Bu denklemin sag tarafi Clausius tarafindan sistemin viriali olarak adlandirilmigtir
(Weislinger & Olivier, 1974). Virial teoremi, bir pargacik sisteminin ortalama kinetik

enerjisinin virialine esit oldugunu belirtir (Thornton & Marion, 2014, s. 278).

2.1.7.1. ideal Gaz Denklemi Problemi

Hacim V, basing P ve mutlak sicaklik T olan bir kapta N atomlar igeren ideal bir gaz
diigtiniin (kinetik enerji T ile karistirilmamalidir). Miikkemmel bir gaz denklemini

tiiretmek i¢in virial teoremini kullanin (Thornton & Marion, 2014, s. 278).

Es boliisim teorisine gore, ideal gazlardaki her atomun ortalama kinetik enerjisi
(3/2)kT,‘dir. Burdaki k, Boltzmann sabitidir. Toplam ortalama kinetik enerji su
sekildedir.

(T) = = NKT, (2.61)

Virial teoreminin sag tarafi Denklem (2.60) F kuvvetini igerir. Ideal miikemmel bir gaz
i¢in, atomlar arasinda hicbir etkilesim kuvveti olusmaz. Tek kuvvet, duvarlarin sinirlama
kuvveti ile temsil edilir. Atomlar, duvarlara basing uygularken duvarlar elastik oldugu

i¢cin atomlar duvarlardan seker.

Basing, birim alan bagina kuvvet oldugundan, bir diferansiyel alan tizerindeki anlik farkl

kuvvet
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dF, = —nPdA (2.62)

ile gosterilir. Burada n yiizey dA’ya dik olan ve disa doniik bir birim vektordiir. Virial

teoremin sag tarafi,

1 P
—3 (ZaFa-ra> = 2

[7.7dA (2.63)

Yiizey integralini bir hacim integrali ile iliskilendirmek icin diverjans teoremini

kullantyoruz.

[fi.7dA= [V.rdV =3 [dV =3V (2.64)
Virial teoreminin sonucu su sekildedir.

5 NkT = — (2.65)
NkT = PV (2.66)

Ideal gaz yasasidir.
Eger F, kuvvetleri Ua potansiyellerinden tiiretilebiliyorsa, Denklem (2.60) olarak
yeniden yazilir (Thornton & Marion, 2014, s. 279).

(1) =3 (ZaTa-VUa) (2.67)

Merkezi bir giic (kontral giic) yasas1 kuvvetine gore etkilesen iki pargacik durumu

ozellikle ilgi ¢ekicidir: F oc r™.
U = kr"t? (2.68)

Bu nedenle
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rVU ==k (n+ 1) = (n+1)U (2.69)

Virial teorem olur.

n+1

(1) =" () 2.70)
Parcaciklarin yerc¢ekimi etkilesimi varsa n= -2 ve

(T) = —=(U), n= -2 (2.71)
Bu iligki, 6rnegin gezegenlerin enerjinin hesaplanmasinda kullanighdir.

2.1.8. Virial Teoremi ile iki Yildiz Arasindaki Mesafe

Iki yildiz arasindaki mesefa r ve kiitleleri M1 ve M2’dir. Arasindaki potansiyel enerji

MM, . . . o . .
U=¢ % ile veriliyor. Sistemin iizerindeki kuvveti bulunuz.

Virial teoremini kullanarak

T = r‘;_lrf - _ GMTM (2.72)

denklemini yazabiliriz. Buradan kinetik enerjiyi

GM{ M,

T = - (2.73)
olarak yazariz. Yine virial teoreminden
Fr = =2T (2.74)

esitliginden kuvveti
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Fo _ 2T _ (2.75)

olarak elde ederiz.

2.1.9. Virial Teoremi ile Yildizlar Arasi Kiitleler (Yildiz Kiitleleri)

Siradan yildizlarin ¢cogunda N niikleon sayisinin biiyiikliik sirasi, temel sabitlerin sasirtict

derecede basit bir kombinasyon ile verilir.

hc
GM?

3/2
N=sN, No= (o) =22 x10%
Burada M protonunun kiitlesi, G evrensel yergekimi sabitidir ve s 0.1 ile 100 arasinda bir
sayisal faktordiir ( glines i¢in oldukea kiiclik bir yildiz, s=0.54). Weisskopf’u izleyerek bu

denklemi niteliksel olarak tiiretecegiz.

Bir yildiz i¢in model olarak, yalnizca hidrojenden olusan, ayni yogunlukta, R yaricaph
dénmeyen bir kiireyi ele aliyoruz. Ayrica, sicakligin tim N hidrojen atomunun iyonize
olmasi1 ve toplamda 2N pargacik vermesi i¢in yeterince yliksek oldugunu varsayiyoruz (
Gergekte, yildizlar neredeyse tamamen (kiitle olarak %96-99) hidrojen ve helyumdan
olusur. Bunun %50 — 80’1 hidrojendir ve cekirdekte yogunluk ortalama degerinin 100
katina yaklasabilir). Kiitlesi NM olan bir yildizin kiitlegekimsel daralma yoluyla R

yarigapina kadar olusumunda, pargacik basma yercekimi potansiyel enerjisi su sekilde

azalir:
2
—Js SMN (2.76)
2N 2R

Giines i¢in bu enerji ~ 1 keV — ki bu elbette yi1ldiz ¢ekirdeginin sicakliginin termoniikleer
reaksiyonlar1 destekleyecek kadar yiiksek hale gelmesidir. Bu degerle karsilastirildiginda,

Coulomb potansiyel enerjisi ihmal edilebilir ve bundan boyle goz ardi edilebilecektir.
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Yer¢ekimi tarafindan bir arada tutulan N elektron ve N protonun bu kiimelenmesinde
virial teoremi 2T = — U denklemi kinetik enerjisinin eksi (daima negatif) yercekimi
potansiyel enerjisinin yarisi olmasin1 gerektirir. Elektron gazinda bozulma olmadig:
stirece, kinetik enerji termal hareketten kaynaklanir. Sicakliktaki esbolme teoreminde

parcacik basina T /2N = 3k6 /2 elde ederiz. Boylece virial teoreminde parcacik basina,

_Ug _GMN _ 2T _ 49 (2.77)

2N~ 2R 2N

3NkO = —~—= —E (2.78)

2.1.10. Virial Teoreminin Bir Yildizin i¢ Sicakhigima Uygulams

Giines’in ylizeyindeki sicakligini bulmak, Planck Kuantum Radyasyon teorisinin bir
uygulamasi olarak tiim modern fizik derslerinde sunulan standart bir 6rnektir. Daha az
bilinen bir yildizin i¢ sicakliginin hesaplanmasidir. Bu durum Virial teoremi kullanilarak

hesaplanmistir (Ladera & Eduardo Aloma y, 2010, s. 262).

Bir yildizin yarigapt R ve kiitlesi M olan bir kiire oldugu varsayildiginda, toplam
yercekimi potansiyel enerjisi V, genel fizik derslerinin en iy1 bilinen iliskisi kullanilarak

bulunur.

3 GM2
5R

V= (2.79)

Yildizin i¢inde hareket eden tek bir atomun, enerji esboliimii tarafindan verilen bir

ortalama kinetik enerjiyle <K,> sahip oldugu giivenli bir varsayimla
3
(Ke) = 5 k(Ts) (2.80)

Buradaki (T) yi1ldizin i¢ kismindaki ortalama sicakliktir k ise Boltzmann Sabitidir.

Eger yildizdaki toplam atom sayis1 N ise, Virial Teorem uygulamasi sunu verir:
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(V)  3G6M? 3k(Ts)
—2 o -V zs (2.81)
Bu nedenle
(Tg) ~ S _ Gsm (2.82)

5kNR S5kR

Burada m = M / N, yildizin bir atomunun ortalama kiitlesidir. Giines gibi tipik yildizlar
cogunlukla hidrojen atomlar1 (% ~61) ve helyum atomlar1 ( %38) igerir. Bu nedenle
m=2.2x10"" atom Kkiitlesini yaklagik olarak tahmin edebiliriz. Glines’in kiitlesi M=
2x10% kg civarindadir ve yaricapi 70 milyon kilometre olarak almabilir. Bu sabitleri
Denklem (2.82)’ye dahil ederek, yildizda yer alan diger fizik olaylarini (6rnegin niikleo
sentezi) kullanan tahminlerle gakisan Giines i¢ sicakligmmzin (10° K) tahminini elde
ederiz. Bu hesaplama ve talep edilen az miktarda deneysel veri goz oniine alindiginda
dikkate deger bir sonugtur. Bunlarin tamami kendi gezegenimizdeki 6l¢iimlerden kolayca

elde edilebilir.

2.1.11. Virial Teoreminin Basin¢ Altindaki Katilara Uygulanisi

Bir madde sikistirildiginda kuantum mekaniksel enerji seviyeleri daha yiiksek degerlere
kayar ve kinetik enerjisi artar. Bu davranis Coulomb kuvvetleri i¢in virial teoreminde

3PV = 2T + U cinsenden agiklanabilir. E =T + U ile

T =—E+3PV (2.83)

U =2E —3PV (2.84)

Yani hem T hemde U deneysel olarak &lgiilebilir miktarlar cinsinden ifade edilir. Bu
sonug, katilarda sikistirma ile T ve U’daki degisimi elde etmek i¢in Denklem (2.83) ve
molekiiler dinamikte stres hesaplamalari igin Denklem (2.84) kullanilmistir. Bir¢ok
yaklagik hesaplamada da gegerlidir. Degisim ve korelasyon etkilerini igeren kendi
kendine tutarli olan Hartree-Fock yontemi, kek kalib1 yaklasimi Thomas-Fermi modeli ve

yogunluk fonksiyonel teorisi. Esas olarak gecis metalleri i¢in sayisal hesaplamalar
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yapilmistir. Burada denklemin sadece bir uygulamasini tanimlayacagiz. Metaller ve diger
bazi1 katilar i¢in gegerli olan tek parametreli bir durum denklemi sagladigi i¢in genis bir

ilgi alanina sahiptir (McMillian & Latter, 1958).

Helmholtz serbest enerjisi A’yr &rnegin T = —E + 3PV ve U=2E—-3PV

denklemlerinde E yerine tanimliyoruz

3PV =2(A+0S)—U =2A—-(U-206S) (2.85)
ve bir asal say1 ile gosterilen izotermal hacim tiirevini (0/9V), alirsak;

—A"=PYyi

elde ederiz.

3P'V +3P =-2P — (U —26S)’ (2.86)

veya yeniden diizenleme yaparsak
2/3
(PVS/3) = —=—(U — 26S)’ (2.87)

denklemini elde ederiz. Simdi, iki varsayimda bulunuyoruz.

1- Sikistirmada potansiyel enerji U, atom mesafesiyle ters orantili olarak artar;

yani,

U=y (%) (2.88)

v
bu denklemde kastedilen

U0V01/3

r__
U = 3y4/3

dir. (2.89)
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Burada alt simge sifir sikistirllmamis durumu ifade eder.

Sikistirmanin S entropisi tizerinde kiigiik bir etkisi vardir, boylece S’yi ihmal edebiliriz.
(Bu, elbette mutlak sifirda kesindir.)
l.ve 2. varsayimlar yerine getirildiginde, Denklem (2.87)’ye eklenmeleri entegrasyon

uzerine istenen durum denklemimizi verir.

=" ("] e

olarak tanimlanan izotermal y18in modiilii

By = — (a‘%)@ (2.91)

(2.90) denkleminden hesaplanir.

3B@0 = 3U_0

- (2.92)

Sifir basingta kiitle modiilii agisindan By, Denklem (2.90) tek paremetreli bir durum

denklemi olarak goriiliir,

=m0, (97~ ()" ey

(McMillian & Latter, 1958) Denklem (2.93) uygulamasini alkali ve toprak alkali

metallerle sinirlandirmastir.
2.2. Virial Teoreminin Kuantum Mekaniksel Cikarimi

Kuantum mekanigi i¢in virial teoremi, (Slater, 1933) tarafindan ¢ikarildi ve yontemi
Hirsch-felder, Curtiss ve Bird’ in kitaplarinda ayrica Eyring, Walter ve Kimball’in ders

kitaplarinda verildi. Kuantum mekaniksel virial teoremi genellikle belirtildigi gibi,
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yalnizca smirlandirilmamis bir sistemin bagli durumu i¢in dogrudur. Ciinkii, kanit
yalnizca y dalga fonksiyonun degil, ayn1 zamanda oy / 0y, ‘nin da yok olmasina baglidir.
Sinirlayict yiizeyde dogru form verilir ve durum denklemini ¢ikarmak i¢in kullanilir.
Virial teoreminin genellestirilmis bir formu, hem kuantum hem de klasik mekanik i¢in
cikarilmistir (McLellan, 1974). Cikarim, smir yiizeyinde bir miktarin kaybolmasina
baglhidir. Yukarida belirtilen referanslar da bu terimin, sistemin kapatilmasi veya
sinirlayic yiizeyde dalga fonksiyonunun yok olmasi sartiyla ortadan kalktigini belirtiliyor
(Hirscfelder, Curtiss, & Bird, 1955). Bu, bir kap i¢inde sinirlandirilmamis bir atom,
molekiil veya kristalin bagli durumlar i¢in dogrudur fakat sistemin sinirli bir kapta sinirh
oldugu durumlarda, kuantum mekaniksel virial teoremi farkli ifade edilir (Eyring, Walter,

& Kimball, 1944).

Kuantum mekaniksel virial teoremi i¢in zamana bagimli Schrédinger denklemini

kullanacagiz;
dt (2.94)

Problemi bir A iglemcisi segerek ¢ozecegiz. A’nin beklenen degerleri;
(4) = (YlAlyp) (2.95)
denklemiyle hesaplanir.

Simdi A’nin beklenen degerinin zamana gore tiirevini alalim

i<A>:<d—"[/|A|(//>+<(//|A|clj—l’;/>

dt dt (2.96)
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(2.94) numarali denklemden

dy _Hy —iHy

dt 7 h (2.97)
ayp* _ iH YY"
P (2.98)

esitlikleri elde edilir. H hermityen bir islemcidir. Bu esitlikleri Denklem (2.96)’da yerine
koyarak

d iH iH
— < A>=<y|—Aly>-< A— |y >=0
o | - |y v - |w

(2.99)
denklemini elde ederiz. Bu denklemi yeniden diizenlersek
S (A) = (P |HA — AH| ) (2.100)
denklemine ulasiriz. Eger A islemcisi zamana bagli degilse bu esitlik
W IH, Al Y) =0 (2.101)
olur. A islemcisi
A= 75 (2.102)

olsun. Hamilton iglemcisi



32

H :p—+V(r) (2.103)
2m

ile verilir. Bunu Denklem (2.101) de yerine koyalim

: 2
L y{zp—+V(r),F.rJ} ly >=0
h m (2.104)

[A+B,C]=[A,C]+[B,C]oldugundan yukaridaki denklemi yeniden diizenlersek

=l<w|[;—m,ﬁﬁ}+[\/(r),?-ﬁ]lw>

h (2.105)
denklemini elde ederiz.
B_mr ﬁ} =%(F-ﬁ)—(F p)(z'[’—mj

(2.106)

p islemcisi
p= —ih— yada  j= —ihV (2.107)
ile verilir. (2.105) numarali denklemde islem yaparsak
275 = Zinp) + Z-inp) + GHL - GHL=-2p2 (2108

denklemini elde ederiz. Bunlar1 agagidaki denklemde yerine koyalim;
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[V(r),7.pl =V(@)F.p) — @.p)V(r) (2.109)

Islemci islemlerini yaptigimiz zaman asagidaki denkleme ulasiriz;

= V(@) #.B) — #(=ik). VW (r) = V() (F. D) (2.110)

yukaridaki denklemi sadelestirdigimiz zaman asagidaki denklemi elde ederiz;

=iar.vV (r) (2.111)
Bunlarin degerlerini yerine koydugumuzda su denkleme ulasiriz;
i inp® .=
L1 e v () | >=0
h m (2.112)

A’nin  zamandan bagimsiz oldugunu kabul edersek Denklem (2.66)’da  yapilan bazi
hesaplamalardan sonra

2
<y |2 _F9V(Ir) |y >=0
m (2.113)

olur. Bu denklemi

<p_2_>_<r.vv(r)> ~o0 @2.114)

L) (2.115)
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olarak elde ederiz. Burada T sistemin kinetik enerjisi ve V sistemin potansiyel enerjisidir.
Boylece klasik mekanikteki gibi kuantum mekaniksel virial teoremini de asagidaki gibi

elde ederiz;
2(T)=(FoV(r)) (2.116)

2.2.1. Virial Teoreminin Hidrojen Atomuna Uygulanisi

Hidrojen atomunu ele alarak, temel durumun tek bir paremetre ile yani radyal boyutu r ile

karakterize edilmesine izin verirsek potansiyel enerji ancak o zaman 6nemli olur.

Ume® (2.117)
Elektron dalgaboyu A kabaca mesafe boyunca uzanur.

A~ (2.118)
De Broglie momentumuna karsilik gelen

p~2 (2.119)

ve bdylece kinetik enerji

fLZ
2mr?2

~

(2.120)

burada m elektronun kiitlesidir. Kesinlikle sdylemek gerekirse, elektron-proton sisteminin
azaltilmis kiitlesi kullanilmalidir, ancak mevcut amaglar i¢in fark 6nemsizdir. Dolayisiyla

toplam enerji ortalama

(2.121)
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I = a yarigapi i¢in minimum degere sahiptir. Burada

a= =0.53A (2.122)

yani sadece bohr yaricapi olur.

Bu degeri tekrar potansiyel enerjiye ekledikten sonra Denklem (2.117) ve Kinetik enerji
Denklem (2.120), virial teoremi 2T = — U otomotik olarak saglanir. Temel durum

enerjisi Denklem (2.121) tam olarak hidrojenik degere karsilik gelir: Burada R,

rydberg’dir.
Ey= — = —R= —136eV (2.123)

Hidrojen tiim atomlarin en kii¢iigii olmasina ragmen, boyutu ve iyonlagma enerjisi tim
atomlar icin karakteristik biiytlikliik sinirlarini temsil eder.

Uyarilmis durumlar i¢in potansiyel enerji fonksiyonu hala Coulombic’tir. Ancak kinetik
enerji degistirilmelidir ¢ilinkli dalga donksiyonunda diigiimler vardir; n-1 diiglim i¢in

dalga boyu A~r/n ve kinetik enerji

h2n?
~ o (2.124)
Toplam enerjiyi daha 6nce oldugu gibi en aza indirerek sunu elde ediyoruz.
n?h?
r~nfa = — (2.125)
Bu yaricap ile 2T = — U tekrar yerine getirilir ve H atomunun enerji sevyeleri tam
olarak geri kazanilir.
e? R
Ey= — =—— (2.126)
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2.2.2. Virial Teoreminin r Radyal Mesafesinde Hidrojen Atomunun Temel
Durumuna Uygulanmasi

Coulomb potansiyeli
V(@) = k% (2.127)

ile verilir. q; =g, Vve q, = q, sirasiyla elektron ve protonun yiikleri olmak iizere

degerleri
e =—€ , qp, = te (2.128)

ile verilir, e elementer yiik birimidir. Bunlar1 Denklem (2.127) de yerine yazarak

Vi) = — X (2.129)

T

elde ederiz. Denklem (2.9)’u kullanarak

2or=r(-%) = (2.130)

r2 T

esitligini elde ederiz. Buradan da kinetik enerjiyi

ke? (2.131)

r

T =

N |~

olarak buluruz. Denklem (2.6) kullanilarak kuvveti
ke?
F=—— (2.132)

olarak elde ederiz.
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2.2.3. Virial Teoreminin Heisengberg Hareket Denkleminden Cikarim

Merzbacher’in uygulamasi, zamandan bagimsiz bir operatdr A i¢in Heisenberg hareket

denklemini kullanir (Merzbacher, 1970).

d(4)/ dt = (1/l.h) [ " (AH — HA)Ydr (2.133)

Bunun ancak birlesim tiim alanin iizerindeyse, bir yiizey integralinin sonsuza dek yiizey
iizerinde kaybolacagi sekilde dogru oldugunun farkina varmak onemlidir. Denklem
(2.133)’iin ¢ikarilmasinda HA operatorii, bilindigi gibi H’nin Hermityen karakterini
nitelendirirse asagidaki denklemden ortaya ¢ikar (McLellan, 1974).

[(HY) * Apdr = [* HApdr (2.134)
Denklem (2.135)’in kanitinda fonksiyonun H i¢in olas1 degiskenlik gostermesinde engel

yoktur. Ancak T kinetik enerji operatoriiniin degiskenlik gostermesi Green teoreminin

kullanilmasini gerektirmektedir. Boylece Denklem (2.134) asagidaki gibi yazilmalidir.

[, Hyp* Apdr = [ " HApdr (2.135)

- (%) f,na 2L aw) - (52— ap) v do (2.136)

Burada n, V bolgesini sinirlayan ¢ yilizeyinden disa dogru ¢izilen normaldir. Boylelikle

Denklem (2.133) asagidaki gibi yazilmalhdir.

d(A)

&8 = (%) [ [, (AH — HA)pdr (2.137)

—(zif;) Jom a[a w (AY) - ( (u) >¢] do (2.138)
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Ornegin A operatdriinii sabit bir biitiin olarak alirsak, Denklem (2.134), bir parcacik icin
Denklem (2.139)’daki gibi indirgenir.

d(1)/dt = [ , (n.J)do = (d/dt) [ vip* Pdr (2.139)

Burada J = —(ih /2m)(@*Vy — YVyp*) iyi bilinen olasilik akim yogunlugudur.

Denklemden (2.138) nolu ¢ yiizeyinin sonsuza gitme egiliminde oldugu i¢in integralinin
kaybolabilecegini ve bu gereksinimin genel olarak A, Y ve 0y /dx,’ya bagl olacagini
gormekteyiz. Sonlu bir bolge i¢in yiizey integrali dikkate alinmalidir; 1 varsa mutlaka
ortadan kaybolmadigina dikkat edilmelidir. Ancak Ornegin ¥ ve Vi bunu yaparsa

(veya Y ve AY) ortadan yok olacaktir.

Boylece bunun dogrulugunu temel olarak (Merzbacher’i izleyerek yiizey integrali dahil)

gosterecek olursak

h? aY* (7]
2T) = (0 = (3) f, ma b x B do (2.140)

Oxp

C virial operatoriidiir. C virial operatori  C = x,(0®/dx,) ile verilir. @ kabm

duvarlarindaki sonlu potansiyeller harig¢ sistemin potansiyel enerjisidir.
= =3V (0E /aV) (2.141)

islemleri yapilir. Burada son esitlik 3V (0E / V) = —2(T) + (C) ile karsilastirilarak
Denklem (2.141) elde edilir. Bu denklemde ortalamalar V hacmi iizerinden alinir ve
yiizey integralinde, V’nin kat1 duvarlarla ¢evrelendigi durumda, o {izerinde sifir oldugu
gercegini dikkate alinir. Bu nedenle, yiizey integralini ¢ikarmak istiyorsak, yalniz ¥ sifir
oldugunda degil 0y /¢x,’1n da sifir olacagi zaman, duvardan kaynaklanan potansiyeli de
virial’e dahil etmemiz gerektigi anlamina gelmektedir. Bdylece ylizey integralinin

—3V/(0E /0V) esit oldugu kanitlamis olur.
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Kiibik bir kapta serbest bir parcacigin 6zfonksiyonlarin1 kullanarak yiizey integralini
degerlendirmek ve bu durumun sonucunda —3V(JE/0V)’nin 2E’ye esit oldugunu
gostermek bu konu igin ilging bir 6rnektir (McLellan, 1974).

2.2.4. Virial Teoremine Gore Heisenberg Yaklasiminin Kuantum Mekaniksel

Cikarimm

Heisenberg Yaklasimi kuantum goriisiine uygulanamaz. Kuantum goriisii i¢in zaman
ortalamasi uygulanamaz, ancak klasik hareket denklemleri ile Heisenberg operator
hareket denklemleri arasindaki iyi bilinen baglanti, operatér Q =Y m;7;.7; ‘nin
kullanilmasin1 6nerir. Heisenberg hareket denklemleri daha sonra Q’nun beklenen

degerinin zamana gore degisim oranini verir (Killingbeck, 1970).
(d/de)(Q) = (ih) ~*([Q, H])

= (i) “Y([Zimyry.7;, X pi? /2my]) (2.142)
Komutatér, Q’nun H’nin potansiyel enerji kismu ile yer degistirdigi yazilarak
basitlestirilmistir. Denklem (2.142), koordinatlar ve momentum arasindaki standart

kanonik komiistasyon iligkileri kullanilarak degerlendirilebilir. Bu degerlendirmenin

sonucu
(d/dt)(Q) = (Xiry.pj + pj-17)

=(2Yir.p; +3X;h /i) (2.143)
ile gosterilir.
Duragan bir durum i¢in (Q) zamandan bagimsizdir, dolayisiyla
w? = XxAk? wk*Ek)/ Yy Ak? Ek terimleri sifir olmalidir. Aslhinda bu denklem,

Denklem (2.144)’deki gibi bagimsiz olarak da kurulabilir. Potansiyel fonksiyonu

gercekse, Ozlesen E’nin yoriinge fonksiyonlar1 gercek olarak almabilir. r.p +p.r
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operatorii Hermitian oldugundan, gergek bir beklenti degerine sahip olmalidir. Bununla

birlikte, momentum operatdrii p; = —ihV; de meydana gelen i faktoriinii alirsak,

r.p + p.7r’nin beklenen degerinin saf, hayali oldugu sonucu ¢ikar.
(%i75.pj) = = ihn (2.144)

Herhangi bir 6zgiin durum igin gegerli olan, n sistemdeki pargaciklarin sayisidir.
Denklem (2.144) radyasyon teorisindeki atomik osilator kuvvetleri i¢in toplam kuralin
olusturulmasinda kullanilan sonuca benzer.

Klasik mekanikteki koordinat doniisiimlerinde komiitasyon iliskilerinin kullanilmas1 daha

ileri sonucu verir.
(d?/dt*)(Q) = (d/dt)(X;ry.pj + pj.77)

= (iR) “N[Zir.p; + pj-1, H]) (2.145)
(4%ip;/2m;j —2%;r.grad;V) = 0 (2.146)

Burada V, Hamiltonian H’deki potansiyel enerji fonksiyonudur. Agisal parantezler igin
sifir degeri yine (Q)’nun duragan bir durum igin zamandan bagimsiz olduguna dikkat
edilerek takip edilir. Son denklem i¢in manyetik etkilerin yoklugunda ¢ok parcacikli bir

sistem i¢in kuantum virial teoreminin genel seklidir.

Eger sistem yilkli parcaciklart igceriyor ise H Hamiltonian operatoriine
BY a;l,; +BZZBj(xj2 + y]-z) dagilim1 z ekseni boyunca bir diizglin manyetik alana

uygulanir.
2.2.5. Virial Teoreminin Helyum Atomuna Uygulanis
Helyum atomunda iki elektron vardir ve Denklem (2.120) de de goriildiigii gibi kinetik

enerji esitligin iki katidir. Niikleer ¢ekimin potansiyel enerjisi Denklem (2.117)’nin dort
katidir. Ciinkii ¢ift yiiklii bir ¢cekirdege tabi iki elektron vardir.
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Potansiyel enerjinin hesaplandigi elektron-elektron itmesi de hesaba katilmalidir.

2
Voo~ = (2.147)

r

Burada r/z elektronlar arasindaki ortalama mesafedir. Toplam enerji boylece seklini alir.
E~—(4—2)e?/r + h?/mr? (2.148)

Minimizasyondan sonra Denklem (2.149)’u elde ederiz

Eo~—2 (2- g)z R (2.149)

Deneysel deger -5.81 rydberg’dir.

~=0.296 (2.150)
Denklem’deki niikleer yiikiin z/2 miktar1 Denklem (2.148) de etkin bir sekilde indirgenir.
Bu nedenle alternatif olarak her elektron tarafindan cekirdegin kismi perdelenmesinin
sonucu 5/16 olarak goriilebilir. Gergekten de deneysel degeri, bilinen kuantum mekanigi

yiik degisimi yontemi ile elde edilen taramaya yakindir.

Kregar ve Weisskopf L-kabuk atomlar1 i¢in daha ayrintili fakat yinede basit modeller
sunmustur. Ancak iyonlagma enerjilerinin ve elektron ilgilerinin deneysel degerleriyle
sasirtict derecede iyi bir uyum bulmustur. (Kregar & Weisskopf, 1982)

Her durumda, aromun toplam enerjisi su sekilde yazilabilir:

E~-24+ L (2.151)

r  2r2

Minimizasyon verimleri
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2T = — U denklemi saglanir ve temel durum (minimum) enerji su sekilde verilir:
_ _ A _Uo_ _
E, = =5 = To (2.152)

Virial teoremi zit etkiler arasindaki dengenin sonucu olarak atom kararligini agiklar.

Yaricap1 azaltmaya calisan Coulomb kuvvetinin iki etkisi vardir.

Bir yandan potansiyel enerji —A/r’nin azalmasiyla daha negatif hale geldiginden enerjiyi
azatma egilimindedir. Ote yandan, daha kisa bir dalga boyu daha yiiksek momentum ve
dolayisiyla daha yiiksek kinetik enerji anlamina geldiginden, enerjiyi artirma
egilimindedir. Weisskopf bu ikinci etkiyi sikistirmaya karsit kuantum direncini

Schrédinger basinct olarak adlandirir (Weisskopf, 1975).

2.2.6. Virial Teoremi ile Tek Degerli Metallerin Enerji Baghhg

Bir metalin kohezyon enerjisi, metal kiitlesini (m) kendisini olusturan atomlardan olusan
bir gaza (g) ayirmak igin gereken enerji, yani esasen siiblimlesme enerjisi AE® olarak

tanimlanir.

AES =E9 —E™ (2.153)

Hem serbest atomlarda hem de metalde isleyen tek kuvvet Coulomb oldugundan Virial
teoremi denklemi’nin ( 2T = —U ) kohezyon enerjisini kinetik enerjilerdeki (negatif)

farka basitge esitlemek i¢in kullanilabilir.

AES = T™ — T8 (2.154)

Tek degerli metallerle sinirlandirilmis calismalarda odak noktasi yalnizca elektronlarin
kinetik enerjisindeki degisiklikler iizerindedir. Aslhinda degerlik elektronlarindan
kaynaklanan degisiklikler iki bolge ile iliskilendirilebilir. Cekirdegin disinda, serbest
atomdaki degerlik elektron dalga fonksiyonunun iistel bir bozulmadan metalik iletim

elektronlarinin karakteristik kafes dalga fonksiyonlarina degistigi yerdir. Cekirdek
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elektronlarinin degerlik elektronunun dalga fonksiyonundaki degisiklikten yalnizca

dolayl olarak etkilendigi yer ise ¢ekirdegin igidir (Marc & McMillian, 1983).

Cekirdegin disinda, kinetik enerjiye baskin katki, seviyeleri maksimum elektron
momentumu P cinsinden verilen Fermi enerjisi pg, doldurulan "elektron gazi" nin

dejenerasyonundan gelir.

w=p= (0" ) @159
= 50.165 () ev (2.156)

Burada r, degerlik elektronu basina esdeger hacimli kiirenin yarigapidir (yani tek degerli
bir metalin atomu basina hacmi) ve a, Bohr yaricapidir. Fermi denizinde elektron basina
diisen ortalama kinetik enerji 3up/5’dir. Bununla birlikte, sifirinc1 yaklasim, temel
kuantum sayist olan n degerlik elektronunun serbest atom dalga fonksiyonunun
kuyrugundaki kinetik enerjinin ¢ekirdegin  disindaki  bolgeye c¢ikarilmasiyla
gelistirilebilir.

Y~e "t ile A = na (2.157)

Bu kinetik enerji

p? h? A

~ 2
2m 2ma2n? n?

(2.158)

Ayrica, serbest atomdan metale gecerken valans elektronlarinin ¢ekirdek elektronlarini
perdelemesindeki azalma da hesaba katilmalidir. Cilinkii iletim elektronlar1 atom kiiresi
boyunca daha diizgiin bir sekilde dagildigindan, metaldeki c¢ekirdek elektronlar
potansiyel enerjisini serbest atomdan daha negatif yapan ve buna bagh olarak kinetik
enerjilerini artiran bir sekilde daha biiytlik bir etkili niikleer yiik yasarlar. Bu etki, valans

elektronunun temsil ettigi, 6rnegin B/Z nin temsil ettigi niikleer yiik Ze’nin kesriyle
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kabaca orantili olmalidir. Ancak, en azindan bu etkinin en biiyiikk oldugu disiik -Z

elemanlar i¢cin Z~n?, bdylece bu terim Denklem (2.158) ile birlestirilebilir.
AES~0.6}15 + -5 (2.159)

2.2.7. Virial Teoremi Ile iki Atomlu Molekiillerin Potansiyel Enerjisi

Bircok deneysel potansiyel fonksiyon Onerilmistir ve bunlarin ¢cogu degerlendirilirken

spektroskopik veriler ile iliskilendirilen {i¢ paremetreyi igerir.

V() =V (Rey = D, (2.160)
V'(R,) =0 (2.161)
V'(R,) = k, (2.162)

Burada D, ayrisma enerjisi ve K, ikinci dereceden ( veya harmonik ) kuvvet sabitidir. V

i¢cin ampirik denklemlerin en {inliisii Mors fonksiyonudur.

2

V(R)= D, {1 — exp [— (%) (R — Rel} (2.163)

Ayrica deneysel verilerden V(R)’ yi degerlendirmek i¢in Rydberg, Kein ve Rees
tarafindan gelistirilen sayisal bir yontem ( RKR yodntemi) mevcuttur. Sinirlamasi, yeterli
titresim seviyelerinin spektroskopik olarak belirlenmis oldugu molekiiler durumlari
gerektirmesidir. (Steele, Lippincott, & Vanderslice, 1962), 19 atomlu elektronik durum
icin RKR egrilerine kars1 birka¢ deneysel potansiyel enerji fonksiyonunun tahminlerini
test etmistir. Boylece Mors fonksiyonunun Varshin fonksiyonundan daha az dogru

oldugu ortaya ¢ikmaigstir.

_ Re 2 2112
vV (r) =D, {1 — 2 exp[-B(R? - Re)]} (2.164)
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Mevcut uygulamada daha c¢ekici olan, sadeligi nedeniyle, Fues potansiyelidir (Fues,

1926). Fues potansiyeli su sekildedir:
V(R) = wy + % + :— (2.165)

Bu potansiyel pertiibasyon teorisi (Parr & White, Toward Understanding Vibrations of
Polyatomic Molecules, 1968) ile pertiirbasyon paremetresi A = 1 — R, /R ile tiiretilebilir,
seri agilim1 A2 teriminden sonra kesilir. Bu potansiyel lehine ikna edici bir argiiman
olarak elektronik virial teoremini kullanarak, w, ve w, paremetrelerine fiziksel bir yorum

yapilabilir. Kolaylastiracak olursak

(U) = 2w, + % (2.166)
(Te) = —wo + =2 (2.167)

Bu nedenle Coulomb benzeri terim x; /R potansiyel enerjiye karsilik gelirken, w,/R?
sadece kinetik enerji kismina aittir. Ayrica, Fues potansiyelinden tahmin edilen
spektroskopik kuvvet sabitleri (kuadratik k., kiibik [,, quartic m,, ...) arasindaki iligkiler
deneysel degerlerle iyi bir uyum ig¢indedir (Parr & White, Perturbation Theoretic
Approach to Potential Energy Curves of Diatomic Molecules, 1968). Fues potansiyeli su

anlama gelir

(w)m =1 (2.168)

12

Probleme geri donersek: (R(dV /dR)), nin sayisal entegrasyonu, ilgilenilen durum igin
V(R) egrisinin bilindigi belirli durumlarda miimkiindiir; ancak orijinal formiiliimiiziin
gecerliligini kontrol etmek i¢in, Denklem (2.171)’deki hesaplamay1 analitik olarak
gerceklestirmek icin harmonik osilatoriin dalga fonksiyonlarimi ve potansiyelini
kullaniyoruz; yani, ikinci tiirev teriminden sonra kesilen bir Taylor serisinde V(R)’yi R

hakkinda genisletiriz.
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2.2.8. Virial Teoremi Ile Parametrik Azaltilmis Kiitle ile Hellmann-Feynman
Teoremi

Bu uygulamadaki diger temel fikir, Hellmann-Feynman teoremi

S

varyasyon parametresi olarak kullanilmasi; bu sonucu verir

aE(A) (l,b(/l)|aH(/D|1/J(/1)) ) denkleminden yararlanmaktadir. Indirgenmis kiitlenin

9E _ 0Ty
o= auin (2.169)

Ciinkii elektronik enerji V, u’dan bagimsizdir. Ayrica T, = —(h*/2u)V? ile,

o _ _ I

= (2.170)

Bu sonucu Denklem (2.169) ve ardindan virial teoreminde 2(T,),, = (R )n denklemine

eklersek, iki atomlu molekiillerde izotop etkisi i¢in 1lgi iliskiyi elde ederiz.

9E _ _ (R(@V/dR)y

% ” (2.171)

Iki izotopik molekiiliin farkli indirgenmis kiitleleri ve farkli enerjileri vardir (yani, bant
spektrumlarina yansiyan farkli titresim ve donme enerji seviyeleri). Belirli bir niikleer
dalga donksiyonu i¢in bu formiil, E’nin indirgenmis kiitle ile degisimini verir. E ve y’nin

kiigiik degisiklikleri i¢in Denklem (2.171) yazilabilir.

AE _ (R(dV/dR))n
m T (2.172)

Simdi sorun, denklemin sag tarafini degerlendirmektir. Denklem (2.170) veya Denklem

(2.171), niikleer dalga fonksiyonu ve potansiyel V hakkinda bir bilgi oldugunu varsayar.



3. SONUCLAR VE ONERILER

Virial teoreminin; galaksiler, niikleer fizik, kozmoloji, astrofizik, gazlarin kinetik enerjisi,
atom ve metallerdeki elektron tepkileri, molekiiler fizik, kuantum mekanigi, istatiksel
mekanik gibi bir¢cok alana uygulanabildigini bilinmekteydi. Bu tezde ise kapali (kararli)
sistemlerde var olan kiitle ¢ekimi potansiyeli, yay potansiyeli, hidrojen atomu, Coulomb
kuvveti gibi bazi fizik problemleri ve Schrodinger denklemi gibi bazi denklemlerin
coziimleri de ele alinarak virial teoremi uyguladi. Sonug olarak bu teoremin inceledigimiz
fizik problemlerinin ¢dziimiinde dogru sonuglar verdigi saptandi. Bu nedenle bu teoreme
daha fazla Oonem gosterilmelidir. Giiniimiizde lisans ve lisans iistii derslerinde virial

teoremine de yer verilmelidir.
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