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Ozetge

Son yillarda kesirli dereceli kontrol sistemleri ile ilgili ¢ok
sayida calisma yapilmaktadir. Ozellikle kesirli dereceli
matematigin uygulanabilmesine olanak saglayan bugiinkii
teknolojik hesaplama araglarindan dolayi, 6numuzdeki
yillarda bilimsel ¢aligmalarin biiyiik oranda kesirli matematige
dayali olacagi goriilmektedir. Clnkil gercek sistemlerin
modellenmesinde  kesirli ~ matematik  biiyik  firsatlar
sunmaktadir. Ancak gelistirilmis olan klasik kontrol
metotlarinin kesirli sistemlere uygulanma y6ntemlerinden bir
tanesi esdeger tamsayr modellerin elde edilmesidir. Bu
calismada esdeger tamsayr modelleri elde etmede kullanilan
metotlar  Ozetlenmis olup bu alanda c¢alisacak yeni
aragtirmacilara katki saglayacak esdeger tablolar elde
edilmistir. Ayrica frekans ve zaman cevaplari, kesin/gergek
cevaplar ile kiyaslamali olarak iki farkli Ornek iizerinden
sunulmustur.

1. Giris

Son yillarda, dinamigi kesirli dereceli tiirevle daha iyi ifade
edilen kontrol sistemlerine yogun bir ilginin oldugu
soylenebilir [1, 2]. Bu tur kontrol sistemlerine kesirli dereceli
kontrol sistemleri denilmektedir. Daha genel olarak, bir
fiziksel sistemi ifade eden diferansiyel denklemlerde eger
tiirevin dereceleri tamsayi degil de reel herhangi bir say1 ise bu
sisteme kesirli dereceli sistem denilmektedir. Kesirli dereceli
sistemler s6z konusu oldugunda kesirli matematik [1-3]
kurallart  uygulanmalidir. ~ Ozellikle  kesirli  dereceli
matematigin uygulanabilmesine imkan saglayan bugunki
teknolojik hesaplama araglarindan dolayr 6ntimiizdeki yillarda
da bilimsel g¢alismalarin biiyiikk oranda kesirli matematige
dayal1 olacagi goriilmektedir. Bunun en dnemli nedenlerinden
bir tanesi gergek sistemlerin modellenmesinde kesirli dereceli
matematigin bityiik firsatlar sunmasidir [3].

Ancak klasik kontrol yontemlerinin kesirli dereceli kontrol
sistemlerine dogrudan uygulanmast Oniinde bazi zorluklar

bulunmaktadir.  Frekans tabanli  metotlar — dogrudan
kullanilabilmelerine  ragmen  kesirli ~ dereceli  kontrol
sistemlerinde  zaman cevabi  hesaplamalar1  kolaylikla

yapilamamaktadir. Zaman cevabi hesaplamalarinda kullanilan
yontemlerden bir tanesi esdeger tamsayr modellerinin elde
edilmesidir. Esdeger tamsayr modellerin elde edilmesine
yonelik literatiirde ¢ok sayida calisma yapilmistir. Bu
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caligmalardan bazilari CFE metodu, Oustaloup metodu,
Carlson metodu, Matsuda metodu, Chareff metodu ve diger
metotlardir [4-11]. Bu ¢aligmada bu metotlardan bazilari
Ozetlenmis olup, bu alanda galisacak yeni arastirmacilara katki
saglayacak bazi esdeger tablolar elde edilmistir.

2. Bazi Yaklasim Yontemleri

Bu boliimde kesirli tiirevin esdeger tamsay1 yaklagimini veren
bazi metotlar 6zetlenmistir.

2.1. Oustaloup Yaklasim Metodu [6]

En iyi yaklagimlardan biri, kutup ve sifirlarin tekrarli
dagilimmi kullanan Oustaloup yontemidir. Bu yaklagimin
transfer fonksiyonu asagidaki gibidir.

s' ~ kﬁl+ (S/a)z,n)

nal+ (s/wp’n) @

Bu yaklasim [ @ o, ] frekans araliginda gecerlidir.

Burada, Denklem (1) deki ifadenin k kazanci frekans 1 rad/s
de birim kazanci verecek sekilde segilir. Kutuplarin ve
stfirlarin sayis1 bu yaklagimin istenen performansina bagl
olarak  onceden segilir. Diigiik degerler yaklasimi
basitlestirirken, kazang ve fazin her ikisinin davranislarinda
salmimlara yol agar. Bu saliumlar N ’nin artirilmast ile
azaltilabilir ama bu seferde yaklasimda hesap islemleri

agirlasacaktir. Denklem (1) deki parametreler asagidaki
gibidir.
@, =an @
®,,=,,&; N=1,...N, ?3)
wz,n+1 = wp,nn ) nzll"'!'N-li (4)
&=(a/a)™ ®)
n=(a/a)"" (6)

v<O0 durumu kesirli integrale karsilhik gelir ve esdegeri
yukaridaki (1) nolu denklemin ters cevrilmesi ile elde edilir.
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Oustaloup yaklagimi 1, 3, 5, 7,... gibi tamsay1 derecelerde
esdeger yaklasimini verir. Oustaloup 1. dereceden, 3.
dereceden ve 5 . dereceden yaklagim sonuglari Tablo 1’de
verilmigtir.

2.2. Matsuda Yaklasio Metodu [8]

G(s)=s" olsun ve tamsayr esdegeri R(S) olsun. G(S) ’in
@y, @, O,,. frekanslarinda kazanci hesaplanabilir. Bu
durumda Matsuda’ya gore yaklagik tamsay1 dereceli esdeger
transfer fonksiyonu asagidaki gibi hesaplanir,

s-a,

G(s) =dy(a,) + S—m )
N Ty
d,(@,) +—2
Bu denklemde dy(@) =|G(jo)| ve
dp (@) =—2"%  k=0412,.. olur. Matsuda 1.

dy(@)-d (@)’
dereceden, 2. dereceden, 3. dereceden
yaklagim sonuglari Tablo 2’de verilmistir.

ve 4 . dereceden

2.3. Krishna Metodu [5]
Krishna metodu Denklem (8) ile ifade edilir.

1 ax@+a)x (l-a)x 2+a)x (2-a)x
1-1+ 2+ 3+ 2+ 5+..

A+x)" = ®)
burada X=s-1 kullanarak kesirli tiirev veya integralin
tamsay1 esdegerleri hesaplanir. $” "nin birinci, ikinci, ti¢iincl
ve dordiincii dereceden esdegerleri asagidaki denklemlerle

hesaplanir. Hesaplanan Krishna 4. dereceden tamsay1 esdeger
sonuglar1 Tablo 3’te verilmistir.

«.ta)s+(l-a)

= ©)
l-a)s+(1+a)
o (@ +3a+2)s* + (20" +8)s+(a” —3a +2) (10)
" (a®-3a+2)s* +(-2a +8)s+(a” +3a +2)
(® +6a% +11a +6)s® + (—3a® — 6a% + 2T + 54)s?
3 _ 2 _ _ 53 2 _
= +@Ba” —6a” —-27a +54)s+ (—a” + 6a” -1l + 6) (11)

(-a® +6a” —11a + 6)s* + (3a°® — 6a® — 27 +54)s?
+(-3c® —6a? +27a +54)s + (a® + 6a” +11a + 6)

(" +10a® + 35a% +50a + 24)s* + (—4a* — 200 + 400’ + 320
+384)s° + (6ar* —150a” +864)s? + (—da* +20a° + 40a* — 3200
oo = +384)s+ (" ~100° + 350 ~50a + 24)
" (a* 100 + 35a° —50a + 24)s* + (—4a* + 200 + 40a® — 3200
+384)s® + (6ar* —1500% +864)s? + (—4a* — 200 + 40a? + 320
+384)s + (a* +10a° + 350 + 50c + 24)

(12)

2.4. Carlson Metodu [7]

Bu metot Newton’un iteratif metoduna dayalidir. Uygun bir
tamsay1 dereceli R(S) modeli ile yaklagim yapilan bir kesir
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dereceli integral operatorii G(s) =(g(s))* = (1/s)” ele alalim.
G(S) ’in esdeger tamsay1 yaklagimi R(S) olsun. Bu durumda
Carlson yontemine gére G(s) ve R(s) arasindaki iligki

R (5) = R, ,(s) V= DR ()" +(v+19(s)
(V+D(R, ()" +(V-Dg(s)

Denklem (13) seklindedir. Burada Ry(s)=1ve v=1/a bir
tamsay1 olmalidir.

(13)

3. Ornekler

3.1. Ornek 1

G(s)=s* ’in Oustaloup, Krishna ve Matsuda esdegerleri
kullanilarak yaklagik ve aynmi grafik iizerine kesin Bode
diyagramlar1 Sekil 1, Sekil 2 ve Sekil 3’te ¢izdirilmistir.
Sekillerden goriilecegi gibi Oustaloup 5. dereceden, Krishna
ve Matsuda 4. dereceden tamsayi esdegerler gercek sistemin
Bode diyagramina yaklagmaktadirlar.

Bode Diagram

1.derece

Magnitude (dB)

kesin

" 3.derece

5.derece

Phase (deg)
\
.
/
/

£
: 2 1 Frequency (rad/s)
10 10 10 10

Sekil I1: Oustaloup yontemine ve gergek/kesin duruma gére

s°® ”in bode diyagramlari.

Bode Diagram

kesin

Magnitude (dB)

2.derece
3.derece

4.derece

Phase (deg)
N
~
.
S

s

£ £
1 Frequency (rad/s)
10

10 10 10 10 10

Sekil 2: Krishna yontemine ve gercek/kesin duruma gére s°°

in bode diyagramlar:.



Bode Diagram

1.derece

kesin

Magnitude (dB)

10 - 2.derece | -|

3.derece

4.derece | 7|

Phase (deg)

£
1 Frequency (rad/s) 1 > 3
10 10 10 10

Sekil 3: Matsuda yontemine ve gercek/kesin duruma gore s°°’
in bode diyagramlar.

3.2.0rnek 2

G(s) = — *in birim analitik basamak tepkisi y(t) = 2(t/ 7)°°
=

dir. Sekil 4’te Oustaloup 5. dereceden, Krishna ve Matsuda 4.
dereceden esdeger transfer fonksiyonlarinin birim basamak
cevaplari ile analitik ifadenin birim basamak cevabi beraber
verilmistir. Gergek sonugla aralarindaki hatalar ise Sekil 5°te
verilmigtir. Sekil 5’te de goriildigii gibi Matsuda esdeger
transfer fonksiyonu gercek sistemi daha iyi takip etmektedir.

Unit-Step Response

18
16 -
—
14 > =
7
-
12 —
P
-
10 PR ——
L —F
8 / ==
g Krishi
6 / rishna i
2 Oustaloup
Matsuda
4 —
/ Exact
2
o
o 20 40 60 80 100 120 140 160 180 200

Sekil 4: Yaklasim metotlariin karsilastirmali birim basamak
cevaplari.

4. Sonuclar

Bu calismada kesirli dereceli siStemleri tamsayi dereceli
esdeger  siStemlere  doniistiren  yaklasim  metotlart
incelenmigtir. Tablo 1’de Oustaloup yaklagim sonuglari, Tablo
2’de Matsuda yaklasim sonuglar1 verilmistir. Orneklerde
Oustaloup 5. dereceden, Krishna 4. dereceden ve Matsuda 4.
dereceden esdegerlerin genel olarak yeterli olabilecegi
goriilmiistiir. Dolayisiyla Tablo 3’te Oustaloup 5. dereceden,
Krishna 4. dereceden ve Matsuda 4. dereceden esdegerleri
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igeren sonuglar beraber elde edilmistir. Bu sonuglarin bu
alanda yeni ¢aligma yapacak olan arastirmacilar icin yararl
olacagi disiinlilmektedir ve daha detayli karsilastirma
calismalarinin yapilmasina zemin olusturacaktir.

Yaklasimlarin zamana gére hatalari
7 T T I3
|
|

Krishna hatasi

Oustaloup hatasi

Matsuda hatasi

hata

t (sec)

Sekil 5: Yaklagim yontemlerinin birim basamak cevaplarinin

(1]

(2]

(3]

(4]

(5]

(6]

(7]

(8]

(9]

hata degisim grafikleri.
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Tablo 1: Oustaloup Yaklagim Tablosu

g 1.derece yaklagim 3.derece yaklagim 5.derece yaklagim
g0t 1.585s +1 1.585s° +30.71s% + 26.34s +1 1.585s° + 68.37s* +403.3s® + 367.9s> + 51.87s +1
s+1.585 s® +26.34s% +30.71s +1.585 s® +51.87s* + 367.9s° + 403.3s% + 68.37s +1.585
g02 2512s +1 2.512s% +41.74s* +30.71s +1 2.512s° +98.83s" +531.75° + 442.3s> + 56.87s + 1
s+2.512 s +30.71s% + 41.74s + 2.512 s° +56.87s* + 442.3s® +531.75? + 98.83s + 2.512
g03 3.981s+1 3.981s’ +56.75s” +35.85 +1 3.981s° +142.9s" + 700.95° +531.7s” + 62.365 +1
s+3.981 s® +35.8s% +56.75s + 3.981 s° +62.36s* +531.7s° + 700.9s2 +142.9s + 3.981
30-4 6.31s+1 6.31s° + 77.145? + 41.74s +1 6.31s° + 206.55* + 924s> + 639.3s% +68.37s +1
$+6.31 s® +41.74s% + 77.145+6.31 s® +68.37s* +639.3s° + 924s% + 206.55 + 6.31
g0s 10s +1 10s® +104.9s% + 48.67s +1 10s°® +298.5s* +1218s°® + 768.55° + 74.97s +1
s+10 s° +48.67s* +104.95 +10 s° +74.97s* + 768.55° +1218s% + 298.5s + 10
g06 15.85s +1 15.85s° +142.55° +56.75s +1 15.85s° + 431.4s" +1606s° + 924s +82.2s +1
s+15.85 s® +56.75s5 +142.55 +15.85 s° +82.2s* + 924s° +1606s” + 431.4s +15.85
507 25.12s +1 25.12s% +193.8s% +66.165 +1 25.125° +623.6s" +2117s% +1111s* +90.14s +1
s+25.12 s® +66.16s% +193.8s + 25.12 s® +90.14s* +1111s° + 2117s% + 623.6s + 25.12
50-8 39.81s+1 39.815% + 263.4s% + 77.14s +1 39.81s° +901.4s* + 2790s® +1336s° + 98.83s5 +1
s+39.81 s +77.14s% + 263.4s5 +39.81 s® +98.83s* +1336s° + 2790s? + 901.4s + 39.81
30-9 63.1s+1 63.1s* + 35852 +89.94s +1 63.1s° +1303s* + 3679s® +1606s” +108.4s +1
S+63.1 s® +89.94s? + 358.4s + 63.1 s° +108.4s* +1606s° + 3679s® +1303s + 63.1
Tablo 2: Matsuda Yaklasim Tablosu
s“ 1.derece yaklagim 2.derece yaklagim 3.derece yaklagim 4.derece yaklagim
01 16s+1 1.677s? +15.72s +1 1.757s° + 49.67s* + 41.97s +1 1.828s* +102.7s° +329.8s2 + 78.91s + 1
S s+1.6 s? +15.72s +1.677 s% 1+ 41.97s% + 49.67s +1.757 s +78.91s° +329.8s +102.75 +1.828
02 2.566s+1 2.824s% +20.59s +1 3.101s® +72.7s% +51.88s5 +1 3.357s* +161s® + 453.95% + 955 +1
S s+ 2.566 s +20.59s + 2.824 s® +51.88s% + 72.7s +3.101 s* +95s% + 453.9s% +161s + 3.357
30'3 4136s+1 4.7965% +27.285+1 5.526s° +108s? +65.01s +1 6.227s* + 256.4s° + 63552 +116.1s +1
s+4.136 s? +27.285 +4.796 s® +65.01s% +108s +5.526 s* +116.1s° + 635s” + 256.4s + 6.227
80'4 6.724s+1 8.2665% +36.755 +1 10.01s® +163.6s% +83.01s +1 11.74s* + 417.1s* + 907.9s% +144.6s +1
s +6.724 s® +36.75s + 8.266 s® +83.01s” +163.65 +10.01 s* +144.6s% +907.9s° + 417.1s +11.74
SO'S 11.1s+1 14.58s% +50.71s +1 18.58s° + 254.85? +108.8s +1 22.72s* +698.8s° +1337s% +185s +1
s+11.1 s? +50.71s +14.58 s® +108.8s + 254.85 +18.58 s* +185s® +1337s° + 698.8s + 22.72
06 18.82s+1 26.67s° +72.57s +1 35.855° + 413.75* +148.2s +1 45.73s* +1222s° + 20565% + 246.3s +1
S s+18.82 s? +72.57s + 26.67 s® +148.2s% + 413.7s + 35.85 s* +246.3s% + 20565° +1222s + 45.73
07 3353s+1 51.85s52 +110.3s +1 73.74s% +717.2s% + 2155 +1 98.22s* + 2287s° +3381s? + 349.45 +1
S s +33.53 s> +110.3s+51.85 s® +2158% + 717.2s + 73.74 s* +349.4s® + 3381s% + 2287s + 98.22
30.8 66.13s+1 113.1s* +187.8s +1 170.7s* +1401s? + 350.1s +1 237.8s* +4833s® + 627752 +557s +1
S +66.13 s? +187.8s +113.1 s® +350.1s% +1401s +170.7 s +557s% + 6277s” + 4833s + 237.8
So'g 1709s+1 328.65* +424.3s+1 528.2s* + 3662s” + 758.65 +1 770s* +13690s° +15610s% +1182s +1
s+170.9 s® +424.3s +328.6 s® 4+ 758.65° + 3662s +528.2 s* +1182s® +15610s* +13690s + 770
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Tablo 3: Karsilastirmali Yaklasim Tablosu

Oustaloup 5.derece yaklasim

1.585s° +68.37s* +403.3s% +367.95? +51.875 +1
s° +51.87s* +367.9s° + 403.3s% + 68.375 +1.585

S I 1.518s* +21.529s° +44.59652 +18.222s +1
Krishna 4 .derece yaklagim 7 3 5
s* +18.222s° + 44.596s° + 21.5295 +1.518
4 3 2
Matsuda 4 derece yaklasim 1.48288 +122.7S +3229.85 +78.91s+1
S" +78.91s° +329.8s5° +102.75 +1.828
2.512s° +98.83s" +531.7s° +442.3s +56.87s +1
Oustaloup 5.derece yaklasim 3 2 3 >
S” +56.87s" +442.3s° +531.7s° +98.83s + 2.512
0.2 4 3 2
S Krishna 4 derece yaklasim 2.316s" +29.333s” +565° +21s+1
s +21s® +56s° +29.333s + 2.316
4 3 2
Matsuda 4.derece yaklasim 3'43575 :_1615 * 4253'93 +95s+1
S" +95s° +453.9s° +161s + 3.357
3.981s° +142.9s* +700.9s° +531.75° +62.365 +1
Oustaloup 5.derece yaklagim z 7 3 >
S +62.365" +531.7s° + 700.95° +142.9s5 + 3.98
03 4 3 2
S . 3.57s* +40.63s° + 71.546s° + 24.57s +1
Krishna 4 . kl
rishna 4 derece yaklasim s"+12.475° + 715465 + 40.635 + 3.57
4 3 2
Matsuda 4.derece yaklasim 6.42275 + 2356.48 +26358 +116.1s+1
S" +116.1s° + 635s° + 256.4s + 6.227
6.31s° + 206.55 +924s® +639.3s% +68.37s +1
Oustaloup 5.derece yaklagim = . 3 >
S° +68.375" +639.3s° +924s° + 206.55 + 6.31
0.4 4 3 2
S Krishna 4 derece yaklagim 5.45948 +57.35385 +$23.55 +29.333s+1
$*+29.333s° +93.55° +57.538s + 5.594
4 3 2
Matsuda 4 derece yaklasim 1];.748 +41.7.1S +9(§7.95 +144.65+1
S +144.6s° +907.9s° +417.1s+11.74
10s°® +298.5s" +1218s® + 768.55° + 74.97s +1
Oustaloup 5.derece yaklagim 5 2 3 >
S° +74.97s" +768.5s° +1218s” + 298.5s +10
0.5 4 3 2
S Krishna 4 .derece yaklagim 9§ A 8483 +12682 +36s+1
S" +36s” +126s5° +84s+9
4 3 2
Matsuda 4 derece yaklasim 23.725 +3698.85 J2r1337s +185s+1
S" +185s° +1337s° +698.8s + 22.72
15.85s° +431.4s" +1606s> +924s® +82.2s +1
Oustaloup 5.derece yaklagim : 7 5 >
§° +82.25" +924s° +1606s° +431.45+15.85
g06 . 15.076s* +128.143s® +177.428s2 + 465 +1
Krishna 4 .derece yaklagim 7 3 5
S* +46s° +177.428s° +128.143s +15.076
4 3 2
Matsuda 4.derece yaklasim 4?.735 +12322$ + 202563 +246.35+1
S" +246.3s” + 2056s° +1222s +45.73
25.12s° +623.65* +2117s% +1111s* +90.14s +1
Oustaloup 5.derece yaklagim z 2 3 >
§°+90.14s" +1111s° +2117s° + 623.65 + 25.12
g%7 26.965s* +209.38s° + 267.54s + 62.67s +1

Krishna 4 .derece yaklagim

s* +62.67s° + 267.54s% + 209.38s + 26.965

Matsuda 4.derece yaklagim

98.22s" +2287s® +3381s” +349.4s +1
s* +349.4s° +3381s” + 22875 +98.22
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0.8

Oustaloup 5.derece yaklagim

39.81s° +901.4s* +2790s® +1336s> +98.83s +1

s° +98.83s* +1336s° +2790s” +901.4s +39.81

Krishna 4 .derece yaklagim

54.41s* +386.91s® + 4565% + 965 + 1
s* +965° + 45652 + 386.91s + 54.41

Matsuda 4.derece yaklasim

237.8s" +4833s°® +6277s° +557s +1
s* +557s° +6277s’ +4833s + 237.8

0.9

Oustaloup 5.derece yaklagim

63.1s° +1303s* +3679s° +1606s” +108.4s +1
s° +108.4s* +1606s® +3679s” +1303s +63.1

Krishna 4 .derece yaklagim

147.04s* +959.64s° +1042.365% +1965 +1
s* +196s° +1042.365° +959.64s +147.04

Matsuda 4.derece yaklagim

770s* +13690s°® +15610s® +1182s5 +1
s* +1182s® +15610s% +13690s + 770
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